
Maitrise MASS 2004

Examen Processus Stochastiques

Durée 2h. Tous documents autres que le poly interdits.

Recommandations: Soigner vos justifications. Il faut me convaincre que vous avez com-
pris.

Exercice

Considérons un marché B-S. On suppose qu’il existe une probabilité risque neutre P
∗ et on

note Fn = σ(S0, . . . , Sn).

1- Montrer que si Vn est une Fn-martingale sous P
∗ et si (αn) est prévisible (c’est à dire αn

est Fn−1-mesurable pour tout n) alors le processus (Mn) défini par

Mn = M0 +

n
∑

k=1

αk∆Vk

est une Fn-martingale sous P
∗.

2- Retrouver à partir du Lemme 5.1 et la question précédente, le résultat de la Proposi-
tion 3.2: ”si π est un portefeuille autofinancé, sa valeur réactualisée (Xπ

n/εn(U)) est une
martingale sous P

∗”.

Problème

Considérons un marché B-S. On suppose qu’il existe une unique probabilité risque neutre
P
∗ et que les taux d’intérêts vérifient rn > 0 pour tout n. On note Fn = σ(S0, . . . , Sn).

Partie I Option d’achat américaine standard

Considérons une option de type américaine d’échéance N et de fonction de paiement au
temps n ≤ N

fn = (Sn − K)+ avec K > 0.

On admettra pour la question 2 que si (Xn)n≤N est une sous-martingale et τ un temps
d’arrêt borné par N alors Xτ ≤ XN .

1- Montrer que
(

(Sn − K)/εn(U)
)

n≤N
est une sous-martingale sous P

∗. En utilisant l’inégalité

de Jensen montrer que
(

(Sn − K)+/εn(U)
)

n≤N
est aussi une sous-martingale sous P

∗.

2- En déduire que si τ est un temps d’arrêt borné par N alors

E
∗

(

(Sτ − K)+
ετ (U)

)

≤ E
∗

(

(SN − K)+
εN(U)

)

.

3- Comparer le prix de l’option considérée à celui d’une option d’achat européenne d’échéance
N et de fonction de paiement f = (SN − K)+ (bien justifier). Quel est le temps d’exercice
optimal?
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Partie II Option russe

Considérons maintenant une option de type américaine d’échéance N et de fonction de
paiement donnée par

fn = max
k=0...n

Sk − Sn

On pose Zn = Sn/εn(U) et on définit P
′ par

P
′(A) := E

∗(ZN1A).

On rappelle que l’on a alors E
′(Y ) = E

∗(ZNY ) pour toute variable aléatoire Y .

1- Montrer que si Y est Fn-mesurable alors E
′(Y ) = E

∗(ZnY ).

2- Montrer que le prix de l’option est donné par

C = sup
τ∈TN

E
′(Xτ ) − 1

où TN représente l’ensemble des temps d’arrêt borné par N et

Xn = max
k=0...n

Sk

Sn

.

FIN
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