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Corrigé de ’examen du 28/01/05
Durée : 5h.
Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance a été accordée lors de la correction a la justification des réponses.

1. (a) Vz€[0,1],VYn >1, n(l—cos (7)) <n (%) = 22 qui est intégrable sur [0, 1].
vz € [0,1], Vn > 1, n(l—cos(f)): ( +0(1/n)) ::01:2

Donc par théoreme de convergence dominée : lim,,, 4o fo n (1 coS (f)) dr = fo z?dr =
1

3
(b) Vz € [0,400], Vn > 1,

Vo € [0, +o0], ¥n > 1,

1 1 P , .
(nsin(2)) 4711 < 577 qui est intégrable sur [0, +00].
R G U
(nsin(%’))z_;,_w2+1 n—s00 2x241"
S S
(nsm(%))2+m2+1dx

f0+°° 2w2+1dm = O+oo T }dt(changement de variable 2z = t)= 7r/(2\/§)

(c) Yz € [0,7/4], Vn > 1, (1 + (sin(z))™)" = exp(nlog(l + sin(z)™)) < exp(n(sinz)™) <
exp(n(1/4/2)"). La suite n(1/v/2)") tend vers 0 quand n — +oo donc elle est bornée
par une constante M. Donc VY € [0,7/4], Vn > 1, (1 + (sin(z))")" < exp(M) qui est
intégrable sur [0, 7/4].

De plus : Vz € [0,7/4], (1 + (sin(z))™)" = exp(nlog(l + sin(z)")) = exp(nsin(z)" +

o(nsin(z)™)) (on rappelle que nsin(z)® — 0) donc par continuité de exp, (1 + (sin(x))")" —
eV =1.

Donc par théoreme de convergence dominée : lim,_ 4o foﬂ/‘l (1 + (sin(z))")"dz =
/4
Jo ! ldz =7/4.

4 < . s . +oo
Donc par théoreme de convergence dominée : lim, i fo

2. (a) Soit f € C;f (R?),

E(f(X,Y)) = E(f(U+V?V?)

1
/ flu+v? v —2vexp (_u_ U—U’UQ—’UQ) dudv .
uw€ERWER 2 2 2

2

On fait le changement de variable x = u + v2, y = v? (on remarque que (z,y) parcourt
R x Ry quand (u,v) parcourt R xRy ). Onau =2z —y, v=,/y. On calcule la matrice

jacobienne :
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0 =5
D’ou :

1 T —y 2 y2

Beey) = [ seageo (<5 Sy ) deay
zeR,yeRL
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T, Y)—Ly>o0€Xp | ——— — Y xray .
z€R,yeR 27T v= 2

Donc la densité de (X,Y) est (x,y) — ie*z“lyzoe_y.



(b) C’est le produit d’une fonction de = et d’une fonction de y donc X et Y sont indépendantes.

3. (a)

IED(|‘X - Y| < 1/4) / 1\zfy|§1/4d$dy
z€[0,1],y€[0,1]

(Fubini-Tonelli) = / / 1jp—y|<1/adxdy
z€[0,1] Jy€(0,1] B

(z+1/4)A1
= / / 1dy | dx
z€[0,1] (z—1/4)VO0

/ (((x+1/4) A1) — ((x —1/4) vV 0))dx
z€[0,1]
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(by L. PU<LH=1
i P(U<t)=0
iii.
Psup(X,Y) <t |X -Y|<1/4) = PX<t,Y <t|X-Y|<1/4)
= P(X<tY <P
(indépendance) = P(X <t)P(Y <)
= .

Ona:P(XVY <X -Y|<1/4)=t*# L =P(X VY < )P(|X - Y| < 1/4)
donc les événements {sup(X,Y) <t} et {|X —Y| < 1/4} ne sont pas indépendants.
iv. Pour ¢t € [0,1/4] :

P{U<t) = PU=0)+PsupX,Y)<t,|X-Y|<1/4)
e
16 '
V. ...
(c) SiT e[0,1/4] :
1
PIX-T12U8) = [ Lporcids
0
T+1/4 1
= / lde =T + — .

0 4

De méme, si T € [3/4,1] : P(|IX —T| <1/4) =5 —T. Si T € [1/4,3/4] :
1
PUX =TI <1/4) = [ Loomieyjuds
0
T+1/4 1
= / lde = — .
T-1/4 2

Donc Pécuchet doit arriver entre 10h15 et 10h45 pour maximiser ses chances de voir
Bouvard.
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]:ED(..)(l2 +Y12 § 1) = Z/ 112+y2§1d$dy
z€[—1,1],ye[-1,1]

1 1 '\/17262
(F-T) = Z/ / 1dy | dz
1 \Joyizee
1
= 1/ 2/ 1 — 22dx

(changement de variable z = sinu) =

N N e L= Y N
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5. Les variables Uy sont intégrables car bornées donc par la loi des grands nombres :

U1++Un p.s.
—_—

n n— o0

E(U) =P(X2+Y2<1)x1+0=

N



