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Examen - 28/01/05
Durée : 5h.
Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance sera accordée lors de la correction a la justification des réponses.

1. Calculer les limites suivantes :
(a) limy— 400 fol n (1 — cos (%)) dz (Rappel : Vu € [0,7/2], cos(u) > 1 —u?/2.)
. +oo 1
(b) llmnH+OO fo (n sin(%))2+;1;72+1 dl‘

(¢) lim,— 400 foﬂ/4 (1 + (sin(x))™)" dz (Indication : on pourra commencer par calculer lim,, , o nu™

pour u € [0, 1].)

2. Soit (U,V) v.a. dans R x Ry de densité (u,v) — 5=2vexp (—“72 — v ? - v2>. Soient

2
X =U+V2Y =V2 (On remarque que Y est une variable positive.)

(a) Calculer la densité de (X,Y).
(b) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

3. Bouvard et Pécuchet vont chacun boire un café au Café du Port entre 10h et 11h. Soit X
une v.a.r. correspondant a l'instant d’arrivée de Bouvard et Y une v.a.r. correspondant a
celui de Pécuchet. Précisément : X et Y sont indépendantes, uniformes dans [0, 1]. Bouvard
arrive & 10h+X x 1h, Pécuchet arrive & 10h+Y x 1h. Chacun d’entre eux reste 1/4h dans le
café.

(a) Calculer la probabilité que Bouvard et Pécuchet se croisent dans le café (c’est & dire que
|X — Y| <1/4). (Si vous ne faites pas cette question, vous pouvez continuer les calculs
avec une quantité inconnue p = P(|X — Y| < 1/4). On indique que p €]0, 1[.)

(b) Soit U la v.a.r. qui vaut 0 si |[X —Y| > 1/4 et qui vaut sup(X,Y’) sinon. On a donc
U=sup(X,Y) x 1| x_y|<1/4-

i. Soit ¢t > 1, calculer P(U < t).
ii. Soit ¢ < 0, calculer P(U < t).
iii. Soit t € [0,1/4]. Calculer P(sup(X,Y) < ¢,|X —Y| < 1/4). Les événements
{sup(X,Y) <t} et {|X — Y| < 1/4} sont-ils indépendants ?
iv. Soit t € [0, 1], on cherche & calculer P(U < t). On admet que pour t € [1/4,1],

IP,(Ugt)_196+(IP><|X—Y|§1/4>—116> (ti)ﬂlﬁ
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(Remarque : cette formule ne sert que dans la question suivante.) Calculer P(U < t)
pour t € [0,1/4].
v. Dessiner la fonction de répartition de U.

(¢) On suppose dans cette question que Bouvard ne change rien & ses habitudes et que
Pécuchet arrive & un instant fixe : 10h+7 x 1h. Calculer P(|7— X| < 1/4). (On pourra
différencier les cas T' € [0,1/4], T € [1/4,3/4], T € [3/4,1].) Comment choisir T' pour
maximiser P(|T — X| <1/4) ?



4. Le professeur Cosinus jette des graviers sur un carré de co6té 2. On suppose que la position
du k-eme gravier est donnée par (Xj,Y;) ou les couples (X, Yi)r>o sont iid. et pour
tout k : Xy, Y sont des v.a.r. indépendantes, uniformes sur [—1,1]. Pour tout k, on pose
Ur=1x21yp<1

(a) Calculer la probabilité que X7 + Y2 < 1.

(b) Que peut-on dire de % quand n — 400 7

B Baréme approximatif : 1. (5 pts.), 2. (3 pts.), 3. (11 pts.), 4. (3 pts.).



