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Exercice 1
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car B0, γn, βn, µn sont Fn−1-mesurables. Comme
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sont des

martingales sous P∗ :
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(b) E∗
(

XΠ
N

EN (U)

)
= XΠ

0
E0(U) = 0 et XΠ

N

EN (U) ≥ 0 donc P∗({ω : XΠ
N (ω)

EN (U)(ω) 6= 0}) = 0. P∗ est

équivalente à P donc P({ω : XΠ
N (ω)

EN (U)(ω) 6= 0}) = 0. Donc XΠ
N (ω) = 0 presque sûrement.

(c) À l’échéance, le détenteur de l’option achète parmi S et V celui qui est au cours le plus
haut (si celui-ci ≥ K) et revend immédiatement, il fait le bénéfice f = (SN ∨VN −K)+.

(d) Pour tout portefeuille Π autofinancé tel que XΠ
N ≥ f , on a (par question (a)) : XΠ

0 =
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. Donc C ≥ E∗
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)
.

Exercice 2

(a)

E(Mn|Fn−1) = E
(

(1 + X1) . . . (1 + Xn)
mn

|Fn−1

)
=

(1 + X1) . . . (1 + Xn−1)
mn

E(1 + Xn)

= Mn−1

car X1, . . . , Xn−1 sont Fn−1-mesurables et Xn est indépendant de X1, . . . , Xn−1.
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(b) D’après le cours T est un temps d’arrêt et encore d’après le cours, (Mn∧T )n≥0 est une
martingale.

(c) ∀n, log(1 + Sn) − log(1 + Sn−1) = log(1 + Xn) = a ou − a. Donc si T ≤ n, Sn∧T =
exp(10× a). De plus m > 1 donc |Mn∧T | ≤ exp(10× a).

(d) On a log(Sn) = log(1+X1)+· · ·+log(1+Xn). Les variables log(1+X1), . . . , log(1+Xn)
sont i.i.d. et L1 (car bornées) donc par la loi des grands nombres, pour presque tout
ω, log(Sn(ω))

n −→
n→∞

E(log(1 + X1)) = a/2. Donc pour presque tout ω, il existe n tel que

Sn ≥ exp(10× a) et donc T < ∞. Donc P(T < ∞) = 1.

(e) Par théorème de Doob, on a alors E(ST /mT ) = E(S0) = 1. Donc E(1/mT ) = exp(10×
a).
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