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Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance sera accordée lors de la correction à la justification des réponses.

Exercice 1
On s’intéresse au modèle de marché suivant. On a un actif non risqué de valeur Bn au temps n
et deux actifs risqués de valeurs Sn et Vn au temps n. On suppose que Bn = B0(1+r1) . . . (1+
rn), Sn = S0(1 + ρ1) . . . (1 + ρn), Vn = V0(1 + δ1) . . . (1 + δn). On note Un = r1 + · · · + rn.
On rappelle la notation En(U) = (1 + r1) . . . (1 + rn) pour n ≥ 1 et E0(U) = 1. On se place
dans la filtration suivante : (Fn = σ(B0, . . . , Bn, S0, . . . , Sn, V0, . . . , Vn))n≥0.

On considère des portefeuilles de la forme suivante. Un portefeuille est constitué au temps
n d’une quantité βn d’actif B, γn d’actif S et µn d’actif V . On note Πn = (βn, γn, µn)
et la valeur du portefeuille au temps n est XΠ

n = βnBn + γnSn + µnVn. On supposera
toujours que le portefeuille est autofinancé, ce qui se traduit par la relation : ∀n ≥ 1,
βn−1Bn−1 + γn−1Sn−1 + µn−1Vn−1 = βnBn−1 + γnSn−1 + µnVn−1. On décide à l’instant
n− 1 des quantités βn, γn, µn.

On se fixe une échéance N > 0. On suppose qu’il existe une probabilité P∗ q́uivalente à P
telle que

(
Sn

En(U)

)
0≤n≤N

et
(

Vn

En(U)

)
0≤n≤N

sont des martingales sous P∗. On se fixe N > 0.

Même si certaines questions de cet exercice semblent proches du cours, vous êtes
priés de rédiger des démonstrations complètes.

(a) Montrer que
(

XΠ
n

En(U)

)
0≤n≤N

est une martingale sous P∗.

(b) On dit qu’il y a opportunité d’arbitrage s’il existe un portefeuille ayant les propriétés
suivantes :

XΠ
0 = 0, XΠ

n ≥ 0 ∀n ≤ N et P(XΠ
N > 0) > 0 .

On veut montrer qu’il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage. On prend Π un portefeuille
vérifiant XΠ

0 = 0. Déduire de la question précédente que XΠ
N = 0 presque sûrement.

(Ceci montre qu’il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage.)

(c) On s’intéresse à une option qui permet à son détenteur d’acheter de l’actif S ou de l’actif
V à l’échéance N à un prix K > 0 fixé. Quelle est la fonction de paiement d’un telle
option ?

(d) On note f la fonction de paiement trouvée à la question précédente. Le prix de l’option
au temps 0 est par définition :

C = inf{XΠ
0 : Π portefeuille autofinancé tel que XΠ

N (ω) ≥ f(ω),∀ω} .

Montrer que C ≥ E∗
(

f
EN (U)

)
.
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Exercice 2 (légèrement plus dur que l’exercice 1)
Soit a = 13. Soit X1, . . . , Xn, . . . des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées telles que

Xn

{
= ea − 1 avec probabilité 3

4

= e−a − 1 avec probabilité 1
4 .

Soit S0 = 1 et pour n ≥ 1, Sn = (1+X1) . . . (1+Xn). On se place dans la filtration suivante :
(Fn = σ(S0, . . . , Sn))n≥0. On remarque que ∀n, σ(S1, . . . , Sn) = σ(X1, . . . , Xn). On note
m = 3

4ea + 1
4e−a, on admet que m > 1.

(a) On note pour tout n : Mn = Sn

mn . Montrer que (Mn)n≥0 est une martingale.

(b) Soit T = inf{n > 0 : Sn ≥ exp(10× a)}. Montrer que (Mn∧T )n≥0 est une martingale.

(c) Montrer que pour tout n ≥ 1 et pour tout ω, log(Sn(ω)) − log(Sn−1(ω)) ∈ {a,−a}.
Donner une constante K > 0 telle que |Mn∧T | ≤ K (pour tout n et pour tout ω).

(d) Montrer que pour presque tout ω, log(Sn(ω))
n −→

n→∞
a
2 . En déduire que P(T < ∞) = 1.

(e) Montrer que E
(

ST

mT

)
= 1. Donner E(1/mT ) en fonction de a.
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