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1. Question de cours.

2. (a) • C’est vrai pour n = 1.
• Si c’est vrai en n :
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alors c’est vrai en n + 1.

Conclusion : la formule est valable ∀n.

(b) Formule de la somme partielle d’une série géométrique :
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(c) Bn = A1 ∪ · · · ∪An ⊂ A1 ∪ · · · ∪An ∪An+1 = Bn+1.

(d) Réunion croissante : λ(
⋃

n≥1

Bn) = limn→+∞ λ(Bn) = limn→+∞ 1−
(

2
3

)n = 1.

3. (a) µ(]−∞, b]) = eb et µ(]−∞, a]) = ea car a, b ≥ 0. ]−∞, a] ⊂]−∞, b] donc (propriété
des mesures) µ(]a, b]) = µ(]−∞, b]�]−∞, a]) = µ(]−∞, b])− µ(]−∞, a]) = eb − ea.

(b) µ(]−∞, a]) = 0 car a < 0 et comme à la question précédente : µ(]a, b]) = µ(]−∞, b])−
µ(]−∞, a]) = eb.

(c) On applique la question précédente : µ(]− 1/n, 1/n]) = e1/n.

(d)
⋂

n>0
]− 1/n, 1/n] = {0}.

(e) Intersection décroissante : µ({0}) = µ(
⋂

n>0
]−1/n, 1/n]) = limn→+∞ µ(]−1/n, 1/n]) = 1.

4. (a) • ∀x ≥ 0,∀n ≥ 0, e
−nx+ 1

(1+x2)n ≤ e−x+1 intégrable sur [0,+∞[
• ∀x > 0, limn→+∞−nx = −∞ et limn→+∞
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donc e
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donc par théorème de convergence dominée : limn→+∞
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(b) • ∀x ∈ [1, 2],∀n ≥ 0,
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(c) • ∀x ≥ 1,∀n ≥ 0,
∣∣∣n log(1+x/n)
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∣∣∣ ≤ x
x3−(1/2) qui est intégrable sur [1,+∞[

• ∀x ≥ 1, n log(1+x/n)
x3−1/(n+2) ∼

n→+∞
x

x3−1/(n+2) −→
n→+∞

1
x2

donc par théorème de convergence dominée : limn→+∞
∫ +∞
1

n log(1+x/n)
x3−1/(n+2) dx =

∫ +∞
1

1
x2 dx =

1.

(d) • ∀x ≥ 1,∀n ≥ 0, ∣∣∣∣x(1− x2
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• ∀x ≥ 1, n log
(
1− x2

2n

)
∼

n→+∞
−x2

2 donc par continuité de exp, limn→+∞ x
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