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Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance sera accordée lors de la correction a la justification des réponses.

1. Question de cours
Soit (E, &) un espace mesurable. Donner la définition d’une mesure sur (E, £).

2. On construit des ensembles :

A = [1/3,2/3]
Ay = [1/9,2/91U[3/9,4/9] U [5/9,6/9] U[7/9,8/9]
LA, = U @+ @i+2)/3"7 ... .

0<i<(37—3)/2

On pose pour tout n > 0, B, = Ay U---UA,. On note A la mesure de Lebesgue. On pose
up, = A(By). On admet que u; = 1/3 et que :

1 2
Un+1 = g + gun .

(a) Montrer par récurrence sur n que pour tout n > 1 :

S R "
Un =73 3 3 ‘

(b) En déduire la valeur exacte de u, (en calculant la somme ci-dessus).
(¢) Montrer que Vn > 1, B,, C By41.
(d) Calculer A( J By).

n>1

3. Soit p une mesure sur R de fonction de répartition F(t) = pu(] — 00, t]) = €'1;>0. (Attention :
la fonction de répartition n’est pas la densité.)

(a) Soient b > a > 0. Calculer u(] — 00,b]), (] — 00, a]). En déduire p(]a, b]).
(b) Soient a < 0, b > 0. Calculer pu(] — 00, b)), (] — 00, a]). En déduire p(]a, b)).
(c) Soit n > 0. Calculer u(] —1/n,1/n]).

(d) Quel est 'ensemble (] —1/n,1/n]?

n>0

(e) Calculer p({0}).

4. Calculer les limites suivantes :
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(d) limy, o0 f1+°° x (1 — %) dz.



