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Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance sera accordée lors de la correction à la justification des réponses.

1. Soit U une variable aléatoire telle que P(U = 1) = p, P(U = 0) = 1 − p (0 < p < 1). On
jette un dé deux fois et on note X1, X2 les résultats obtenus. On suppose que U,X1, X2 sont
indépendants. Soit :

S

{
= X1 + X2 si U = 1
= X1 sinon .

(a) Pour tout k, calculer P(S = k|U = 0) en fonction de P(X1 = k).

(b) Pour tout k, calculer P(S = k|U = 1) en fonction de P(X1 + X2 = k).

(c) Calculer E(S|U = 0), E(S|U = 1).

(d) En déduire E(S|U).

(e) Calculer E(S).

2. Soient des variables aléatoires (Xi)i≥1 i.i.d. (indépendantes et identiquement distribuées)
telles que P(X1 = 1) = p, P(X1 = −1) = 1 − p (1/2 < p < 1). Soient Sn = X1 + · · · + Xn,
Mn = Sn − n(2p− 1). On se donne la filtration Fn = σ(X1, . . . , Xn).

(a) Montrer que (Mn)n≥1 est une Fn-martingale.

(b) Soit a entier > 0. Soit le temps d’arrêt T = inf{n ≥ 1 : Sn = a}. Calculer E(Mn∧T )
pour tout n.

(c) On admet que E(MT ) = E(M1) et que P(T < ∞) = 1. Calculer E(T ).
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