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Feuille d’exercices numéro 1

1. Rappel : Si f : E → F et A ⊂ F , f−1(A) = {x ∈ E : f(x) ∈ A}. Si C ⊂ E, f(C) =
{f(x), x ∈ C}.
On considère l’application f : R → R, x 7→ x2.

(a) Déterminer f([−3,−1]), f([−3, 1]), f(]− 3, 1]).

(b) Déterminer f−1(]−∞, 2]), f−1(]1,+∞[), f−1(]− 1, 0] ∪ [1, 2[).

2. Calculer les limites suivantes :

(a) limx→0+
sin(x)

log(1+x)

(b) limx→+∞
(
1 + 2

x

)x

(c) limx→0
1−cos(x)
x sin(x)

(d) limx→0
1−(1+x)α

1−(1+x)β pour α, β > 0.

3. Calculer les intégrales suivantes :

(a)
∫ +∞
0

x2e−xdx

(b)
∫ +∞

e1
1

(log(z))2z dz

(c)
∫ 1

0
1

(2−x)(1+x)dx

(d)
∫ π/4

0
cos2(x)+sin2(x)

cos2(x) dx.

4. Intégrales de Wallis
Pour tout n ∈ N, on pose :

In =
∫ π/2

0

sinn(x)dx .

(a) Calculer I0 et I1.

(b) Donner une relation de récurrence entre In et In+2.

(c) En déduire que :

∀p ∈ N, I2p =
(2p− 1)(2p− 3) . . . 1

2p(2p− 2) . . . 2
π

2
et I2p+1 =

2p(2p− 2) . . . 2
(2p + 1)(2p− 1) . . . 1

.

(d) Montrer que ∀p ∈ N, I2p+1 ≤ I2p ≤ I2p−1. En déduire que limp→+∞
I2p

I2p+1
= 1.

(e) En déduire la formule de Wallis :

lim
p→+∞

1
p

[
2p(2p− 2) . . . 2

(2p− 1)(2p− 3) . . . 1

]2

= π .

(f) Montrer que ∀n ∈ N, In ∼
n→+∞

√
π
2n .


