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Corrigé de la feuille d’exercices numéro 3

1. Les ensembles [n, n+ 1
2n [ sont 2 à 2 disjoints donc λ(A) =

∑
n≥0 λ([n, n+ 1

2n [) =
∑

n≥0
1
2n = 2.

2. (a) ∀ε > 0, {x} ⊂ [x, x + ε] donc λ({x}) ≤ λ([x, x + ε]) = ε. Donc λ({x}) = 0.

(b) λ(∪n≥0{xn}) ≤
∑

n≥0 λ({xn}) = 0 par la question précédente.

(c) Q est dénombrable donc on peut écrire Q = {x0, x1, . . . , xn, . . . } donc λ(Q) = 0 par la
question précédente.

3. (a) On remarque que

An = {[x, x + 10−(n+1)[: x = 0, u1 . . . un avec u1, . . . , un ∈ {1, 5}}
=

⋃
x∈Bn

[x, x + 10−(n+1)[

où Bn = {x = 0, u1 . . . un avec u1, . . . , un ∈ {1, 5}}. On remarque que Bn est fini et que
les intervalles ([x, x + 10−(n+1)[)x∈Bn

sont 2 à 2 disjoints. Donc :

λ(An) =
∑

x∈Bn

λ([x, x + 10−(n+1)[)

= Card(Bn)× 10−(n+1) = 2n × 10−(n+1) .

(b) ∀n, An ⊂ An+1 donc par intersection décroissante : λ(B) = limn→+∞ λ(An) = 0.

4. (a) µ([0, 1]) =
∫

R 1[0,1](x)1[0,1](x)dx =
∫ 1

0
1dx = 1

µ([0, 2]) =
∫

R 1[0,2](x)1[0,1](x)dx =
∫ 1

0
1dx = 1

µ([0, 1/2]) =
∫

R 1[0,1/2](x)1[0,1](x)dx =
∫ 1/2

0
1dx = 1/2

µ({1/2}) =
∫

R 1{1/2}(x)1[0,1](x)dx =
∫

R 1{1/2}(x)dx = 0 car λ({1/2}) = 0

(b) µ(R) =
∫

R 1x>0(x)e−xdx = 1
µ({1}) =

∫
R 1{1}(x)1x>0(x)e−xdx =

∫
R 1{1}(x)e−1dx = 0 car λ({1}) = 0

µ([0, 1]) =
∫

R 1[0,1](x)1x>0(x)e−xdx =
∫ 1

0
e−xdx = 1− e−1

µ([1,+∞[) =
∫

R 1[1,+∞](x)1x>0(x)e−xdx =
∫ +∞
1

e−xdx = e−1

(c) µ([0, 1]) =
∫

R 1[0,1](x)1x>0(x)xe−x2/2dx =
∫ 1

0
xe−x2/2dx =

[
−e−x2/2

]1

0
= (1− e−1/2)


