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1. (a) Vz € [0,1], sin(1/nz) < 1 et 1 intégrable sur [0,1]. Vz € [0, 1], sin(1/nz) — 0 donc

par convergence dominée lim,,_, o fol sin (%) der =0

(b) [T (1—2)"de = [F1,c, (1—2)"da et Vo < n, (1—-2)" = exp(nlog(l — 2))
exp(—x) (car pour tout u tel que |u| < 1, log(1+u) < u). Donc Vo > 0, 1<, (1 — £)"
e~® qui est une fonction intégrable sur [0, +oo[. Va > 0,

ININ

T\" x _
]-zSn (1 - *) = ]-wgn eXp(’I’LlOg(l - 7)) — e "

n n n— o0

(car log(1 + u) ~ u) donc par convergence dominée,
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/ (1 - 7> de — e fdr=1.
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(c) Vo € R, |sin () | < (HlIQ) qui est une fonction intégrable sur | — oo, +00l.

Vo € R, sin (£ car sin(u) ~ wu donc par convergence dominée
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lim sin (7) ——dr = ————dx = [arctan(z)] T2 =7 .
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(d) Vz € R, elteos”™@e=lzl < ¢2-I2] qui est une fonction intégrable sur R. Vz € R,
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elteos™ (@) e=lzl _ e1=I2l donc par convergence dominée,
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(e) Ya >0, arctan(z/n)e™* < (7w/2)e™® qui est une fonction intégrable sur [0, +-o0[.Va > 0,

arctan(z/n)e”* — 0 donc par convergence dominée,
n—oo
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lim arctan(nz)e “dx =0 .
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2. (a) On apour 0 <z < n, for1(z)/fn(x) = exp(gn(x)).
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pour 0 < x < n donc g, croissante sur [0,n]. ¢,(0) = 0 donc g,(x) > 0 Vz € [0,n].
Donc fri1(z) > fu(x) Vo € [0,n]. C’est également vrai sur [n,+oc] donc f, suite de
fonctions croissante.
Ona [ (1- %)newdm = O+Oo fo(z)dz. Yo > 0, fu(x) 2 e~ Ty donc par
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convergence monotone, lim, o [, fo(z)dz = [;7 e *T**dz, donc :
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3. (a) Pour tout n,k, 0 < 3,7 (1 — m) < 3% qui est le terme général d’une série conver-

gente. Pour tout n, 3% (1 — ¥) P~ 3% donc par convergence dominée :
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(b) Pour tout n,k, M’ < % qui est le terme général d'une série convergente. Pour

tout n, Sin(;/ K, 0 donc par convergence dominée :
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4. Inégalité de Jensen.
(a) Vz,y € I avec z < y, ¢(y) — = [Y¢/(t)dt > [ ¢'(2)dt (car ¢ convexe), donc

oy) — d(2) = ¢'(2)(y — 2)
(b) On prend z = [, f(t)du(t) et y = f(x) dans l'inegalité précédente et on a :

o) = o [ a0} + o ([ roaue) -2 -
On intégre ensuite par rapport & du() :
[otrrata) = [o [ s0m)ane+ [o ([ 1000) 6 e
= ([ rwane) + o ([ s0a0) ([ r@n - [ )
o ([ 10aun) .

(c) La fonction ¢ : z € [0,1] — 22 est convexe. Donc par le résultat précédent, pour toute
fonction f : [0,1] — R intégrable,

( / 1 f(x)ldx>2 </ )
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