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Feuille d’exercices numéro 4
Intégrales et limites d’intégrales

1. Calculer les limites suivantes :

a) lim, oo fol sin (=) da

b) limy, oo fy (1 2)" da
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(d) limy,— oo [727 el teos™ (eIl g,
(e) lim, 4o f0+oo arctan(z/n)e %dx

2. On pose : I(a) =limy 400 fy (1 %)n e**dx pour n € Net a € R.

(a) On pose pour n € N, f, : Rt — R telle que f,(z) = (1 - %)n e*1,<p,. Montrer
que (fn)n>0 est une suite croissante de fonctions. (On pourra notamment étudier :

gn(x) =(n+1)In (1 — ﬁ) —nln(1-£%))
(b) En déduire la valeur de I(«) en fonction de «.

3. Soit u la mesure de comptage ("Card”) sur (N, P(N)). Pour toute suite (u,)n>0, Oon a :
DnzoUn = Jy tndp.

(a) Calculer limg_, 4 oo [ano = (1 - m)}

(b) Calculer limg_, 1 o {ano Sin(;f/k)]

4. Inégalité de Jensen.
Soit (E, A, ) un espace mesuré avec pu(E) = 1. Soit ¢ : R — RT convexe et dérivable deux
fois (et donc ¢” > 0). Soit (E,.A, u) un espace mesuré avec pu(E) = 1. Soit f : (E,A) —
(R, B(R)) mesurable et telle que [} f(z)du(x) < 4oc0.

(a) Montrer que Vz,y € I avec z <y, ¢(y) > ¢(2) + ¢ (2)(y — 2)
(b) En prenant z = [, f(t)du(t) et y = f(x) dans D'inegalité précédente, montrer que :

<z>( / f(m)du(w)> < [ oo r)into)

(¢) En déduire que pour toute fonction f : [0, 1] — R telle que fol |f(z)|de < 400 :

( / 1 f(x)ldx>2 </ e



