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Corrigé de la feuille d’exercices numéro 5
Intégrales à paramètre, intégrales multiples.

1. (a) ∀u > 0,∀t > 0,
∣∣∣ sin(ut)

t e−t
∣∣∣ ≤ e−t qui est intégrable (sur [0,+∞]) donc F est bien

définie. Posons f(u, t) = sin(ut)
t e−t. On se restreint dans un premier temps à u ∈ [0,M [

pour M > 0 fixé.

• ∀u > 0, t 7→ f(u, t) est mesrurable (car continue)
• ∀t > 0 (donc pour p.t. t ≥ 0), u 7→ f(u, t) est continue

• ∀u > 0,∀t > 0,
∣∣∣ sin(ut)

t e−t
∣∣∣ ≤ ue−t ≤ Me−t qui est intégrable sur [0,+∞[ (et qui

ne dépend pas de u)

donc par le théorème de continuité sous l’intégrale, F est continue sur [0,M [. Cela est
vrai ∀M > 0 donc F est continue sur [0,+∞[.

(b) • ∀u > 0, t 7→ f(u, t) est intégrable comme vu à la question précédente
• ∀t > 0 (donc pour p.t. t ≥ 0), f(u, t) est dérivable par rapport à u sur ]0,+∞[

• ∀t > 0 (donc pour p.t. t ≥ 0), ∀u > 0,
∣∣∣∂f
∂u (u, t)

∣∣∣ = | cos(ut)e−t| ≤ e−t qui est
intégrable (sur [0,+∞])

donc par le théorème de dérivation globale sous l’intégrale : F est dérivable en tout
u > 0 et

F ′(u) =
∫ +∞

0

cos(ut)e−tdt .

(c)

F ′(u) =
[
− cos(ut)e−t

]+∞
0

−
∫ +∞

0

u sin(ut)e−tdt

= 1 + [u sin(ut)e−t]+∞0 −
∫ +∞

0

u2 cos(ut)e−tdt

= 1− u2F ′(u)

donc F ′(u) = 1
1+u2 .

(d) Donc F (u) = C + arctan(u) avec C une constante.

2. (a) ∫ +∞

0

1
(1 + y)(1 + x2y)

dx =
1

(1 + y)

[
1
√

y
arctan(x

√
y)

]+∞

0

=
π

2
1

√
y(1 + y)

.



(b) ∫ +∞

0

∫ +∞

0

1
(1 + y)(1 + x2y)

dxdy =
∫ +∞

0

π

2
1

√
y(1 + y)

dy

=
∫ +∞

0

π

2
1

1 + u2
2du

= π[arctan(u)]+∞0

=
π2

2

où l’on a fait un changement de variable en u =
√

y, du = 1
2
√

y dy.

(c) Pour tout x > 0, x 6= 1, on a par décomposition en éléments simples :

∫ +∞

0

1
(1 + y)(1 + x2y)

dy =
1

1− x2

∫ +∞

0

1
1 + y

− x2

1 + x2y
dy

=
1

1− x2
[log(1 + y)− log(1 + x2y)]+∞0

=
1

1− x2
[log

(
1 + y

1 + x2y

)
]+∞0

=
1

1− x2
log

(
1
x2

)
=

2 log(x)
x2 − 1

.

(d) Par Fubini-Tonelli et puisque
∫ +∞
0

1
(1+y)(1+x2y)dy = 2 log(x)

x2−1 pour p.t. x ∈ [0,+∞[ :∫ +∞

0

∫ +∞

0

1
(1 + y)(1 + x2y)

dxdy =
∫ +∞

0

∫ +∞

0

1
(1 + y)(1 + x2y)

dydx

π2

2
=

∫ +∞

0

2 log(x)
x2 − 1

dx

π2

4
=

∫ +∞

0

log(x)
x2 − 1

dx .

3. Changement de variable :

{
u = x + y

v = x− y

{
x = u+v

2

y = u−v
2 .

L’application :

φ : R2 → R2

(u, v) 7→
(

u + v

2
,
u− v

2

)
est bijective. On calcule le jacobien (c’est à dire que l’on écrit dans une matrice les dérivées
partielles de φ en u et v) :

J(u, v) =
[

1/2 1/2
1/2 −1/2

]



On fait le changement de variable dans l’intégrale et on utilise Fubini-Tonelli :∫
R×R

e−(x+y)2e−(x−y)2dxdy =
∫

R×R
e−u2

e−v2
|det(J(u, v)|dudv

=
∫

R×R
e−u2

e−v2 1
2
dudv

=
∫

R
e−u2 1

2
√

πdu

=
π

2
.


