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Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance a été accordée lors de la correction a la justification des réponses.
Les exercices sont indépendants.

Ex. 1 (a) On prend une fonction f € C; (R) et on calcule

E(f(X)) = E(f(-1log(U)))
0

/ £(~log(u))du
0

(changement de variable x = — log(u)) (z)(—=1)e *dx

—+oo
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= / f(z)e ®dx .
0

Donc X a pour densité x € R +— 1g+(z)e~?, X est de loi exponentielle de parameétre 1.
(b) Notons X1, Xo,... les variables X générées au cours de l'algorithme. Nous avons 7' = inf {5 :
X; € [m;m + 1]}. Notons p =P(X; € [m;m +1]) = f34 e %dr = e=3 — e~*. Calculons
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E(T) = ZilP’(Tzi)

= Y iP(Xy ¢ [mim+1],..., Xioy € [mym + 1], X € [mym + 1))
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(par indépendance des X))

(d)

m—+1
E(X?1pmi1)(X)?) = / z2e %dx
et E(X) = ... donc Var(1pym411(X)) = ... .

Ex. 2 Notons Y7, Ys, ... les variables y générées par I'algorithme. Elles sont indépendantes de loi uniforme
sur [m;m + 1]. L’algorithme est une méthode de Monte-Carlo qui calcule de maniére approchée
E(e~Y1). Calculons

m—+1
E(e ") = / e Ydy
m

= e3_e?.
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Ex. 3 (a) Soit f € C) (R),

E(f(2)) = E(f(2X))
+o00o
= / fQx)e "dx
0
(changement de variable z = 2z) = /O+00 f(z)e_z/Q%dz

Donc Z a pour densité z € R — 1y+ (z)%e*z/z, Z est de loi exponentielle de parametre 1/2.
(b) Calculons

d [ xe™® T
Lfre ) - (1- 7) —o/2
dx (e—$/2> ( 2)¢

L’étude du tableau de variation de x € RT :f; /22 nous montre que cette fonction atteint
son maximum en o = 2 et elle vaut alors 2/e. D’ou le résultat.

(¢) L’algorithme qui attribue une valeur a y est un algorithme d’acceptation/rejet. On a donc y
de loi de densité y € R — 1p+(y)ye Y.

(d) Cet algorithme est un algorithme de Monte-Carlo approchant (on note Y v.a. de densité
y€R— 1g+(y)ye™)
+oo
/ yee Vdy
0

(intégrations par parties) = 2.

E(Y)

Ex. 4 L’élément x est apériodique donc Ing tel que VYn > ng, P, > 0. Les éléments x et y communiquent

T,z

donc 3k, r tels que PY, x Py > 0. Nous avons Vn > ng + k + 7,

n T n—r—k pk
Py7y z Pyvxpﬂ%x Px»y
>

0.

Donc y est apériodique.

Ex. 5 (a) On voit sur un dessin que les classes récurrentes sont Ry = {1,2}, R2 = {3,4,6} et qu’ily a
une classe transiente 7 = {5}.

(b) On résoud uP = p avec pug = -+ = ug = 0 et uy + po = 1 et on trouve p = [2/5,3/5,0,0,0,0].

On résoud uP = pavec uy = po = ps = 0, pu3+ua+pe = 1 et on trouve p = [0,0,4/21,9/21,0,8/21].

(c) Les probabilités invariantes sous P sont donc les combinaisons linéaires
A% [2/5,3/5,0,0,0,0] + (1 — ) x [0,0,4/21,9/21,0,8/21]

avec A € [0;1].

(d) Cette chaine reste dans ’ensemble {3,4,6} dans lequel elle est récurrente irréductible, de
probabilité invariante w3, 74, m6] = [4/21,9/21,8/21]. Donc E(T) = E¢(Ts) = 1/m6 = 21/8.

(e) La chaine (X,,) est récurrente positive car elle admet une probabilité invariante.

(f) Pour tout n > 3, PfA > P4’3P3,6P6,4P£Z3 > 0. Donc I’état 4 est apériodique. Donc tous les
éléments de Rs sont apériodiques. Donc la chaine (X,,) est apériodique.

(g) La chaine (X,,) est irréductible (dans Rs), apériodique, récurrente positive donc P(X, =
3) — T3 = 4/21.



