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CORRIGES POUR LE CHAPITRE 2

Exercice 2. La loi uniforme sur [—1; 1] est de densité

g: R — R
]1[—1;1]2(:0)

T > 1

La loi uniforme sur le disque D de centre 0 et de rayon 1 dans R? est

f: R - R

Tz = LDﬂ(z) .
Nous avons, pour tout z,
4
(01) Fla) < o).

L’algorithme de rejet basé sur I'inégalité ci-dessus (0.1) pour simuler une variable de densité
f consiste a tirer des variables X; i.i.d. de loi uniforme sur [—1;1]* et des variables W; i.i.d.
de loi uniforme sur [0; 1] jusqu’a ce que

f(X3)
(0.2) W< ——— %~
(4/m)g(Xi)
On remarque que l'inégalité ci-dessus (0.2) est équivalente a
4 " 1 p1p2(X5) < lD(Xi)'
s 4 - T

Wi X

Puisque D C [~1;1]% et que X; € [—1;1]?, ceci est équivalent &
X;eD.

Donc 'algorithme proposé est en fait 1’algorithme de rejet basé sur (0.1) pour simuler une
variable de densité f. Donc la variable renvoyée est de densité f.

Exercice 3. D’aprés 'exercice précédent, les couple (U, V) qui sort de la boucle [tant que]
est de loi uniforme sur le disque de centre 0 et de rayon 1 (que nous noterons D).
Nous prenons maintenant ¢ dans Cb+ (R?) et nous calculons

—2log(u? + v?) 1/2 —2log(u® + v?) Y2\
E(o(2U, Z2V)) = = dudv.
(p(20,2V)) /(W)ED@(( BN, (PN ) L

Changement de variable : u = rcos(f), v = rsin(d) (r € [0;1], v € [0;27[). La matrice
jacobienne est

o= [ Sy ]
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de déterminant 7 cos?(6) + rsin?(f) = . Donc

_ 2\\ 1/2 _ 21\ 1/2
E(p(ZU,ZV)) = / © <2 log(r )) rcos(6), (2 log(r )> rsin(6) " drde
re(0;1],0€[0;27] r r 7'('

= / o((—21log(r?))Y? cos(8), (—21og(r?))"/? sin(6))rdrdd .
[0;1],0€[0;27]

Changement de variable : r = \/x, § =27t (z € [O 1], t € [0;1]). La matrice jacobienne est

7 O
0 27
de déterminant 7//z. Donc
E(p(ZU, ZV)) = / o((—210g(2)) /2 cos(2rt), (—2 log(x)) /2 sin(2t) dadt .
x€[0;1],t€[0;1]

D’apreés le cours (algorithme de Box-Miiller), nous savons alors que (ZU, ZV') est une gaussi-
enne de matrice de covariance identité.
Exercice 4.

(1) Les variables X, Y sont indépendantes et de loi £(1), donc (X,Y) a pour densité
(xay) = ﬂ[O;Jroo[(x)eim X IL[O;Jroo[(y)eiy .
Soit ¢ € C;F (R) ,

E(@(X)12Y>(1—X)2) = / p(z )]12y>(1 :c)QH[OJroo[( z)e " X ]1[0;+oo[(y)€7yd$dy

= / / Loys(1—gy2e Vdy | e "dx
[O+oo[ [0;4-00]
+o0
= o(z / e Ydy | e “dx
/[;)H‘OO[ () (1_2m)2

En particulier

E(lays-x)2) = / GXP(
[054-00]

C +2:c2)> dx

_ e—22/2
= ¢ 1/2\/% - Yo du
e 12\/27 %
Donc
E(p(X)lays1-x)2) _ / . 26_m2/2dw.
E(Lay>a-x)2) (0500 V2T
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Donc la loi conditionnelle de X sachant 2Y > (1 — X)? a bien la densité annoncée.
(2) Soit ¢ € Cl:r (R) , puisque S est indépendant de X et Y, nous avons

1 1
E(p((25 = 1)X)loysq-x)2) = §E(‘P(X)12Y>(17X)2) + §E(90(_X)12Y>(17X)2)
2
(par question précédente) = 1 / o(x) exp —M dx
2 [0;400] 2
x

_ ;/Rgo(x) exp <(“‘2x2)) dx |

Donc (en utilisant les résultats ci-dessus)

E(p((25 - 1) X)Loys-x)2) / . e /2
E(Lay>(1-x)2) R2
Donc la loi conditionnelle de (25 — 1) X sachant 2Y > (1 — X)? est N(0,1).

(3) Voir le programme proposé. Montrons que ce programme simule bien ce que nous
voulons. Nous tirons S;, X;,Y; (respectivement de lois B(1/2), £(1), £(1)) jusqu’a ce
que 2Y; > (1 — X;)%

Soit ¢ la densité de (S;, X;,Y;) (qui ne dépend pas de i) par rapport a la mesure
(00+0d1) X Ax A (A étant la mesure de Lebesgue sur R). Soit f la densité de (S;, X;,Y;)
conditionnellement & 2Y > (1 — X)2. Nous avons

_ g my)
f(S,CU,y) - ]P)(2Y N (1 — X)Q) X 12y>(17x)2 :

En particulier

I<pavsa—xm?

Nous noterons k = 1/P(2Y > (1 — X)?). Quel est I'algorithme de rejet qui nous
permettrait de simuler suivant la loi conditionnelle voulue 7 Soit (W) les variables
i.i.d. de loi U(]0;1]) utilisées dans I’algorithme de rejet. La condition d’arrét dans la
méthode du rejet est

< J8.X0Y)
kg(Si, Xi,Y:)
c’est & dire
Wi x g(Si, X4, Yi) < 9(Si, Xi, Vi) Loy, > (1—-x,)2 »
ce qui est équivalent a 2Y; > (1 — X;)2. Donc I'algorithme proposé dans le programme
est un algorithme de rejet et c’est pour cela que nous simulons bien suivant la loi
voulue.

Exercice 5. Calcul de VaR.

(1) Nous avons
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Donc, par la loi des grands nombres, Fy,(t) ni;i}oo E(1—oey (X)) = P(X < t) = F(2).

(2) Soit € > 0. Soit 6 = inf(F(—x +¢€) — F(—z), F(—x) — F(—x — €). Nous avons § > 0
car F' est strictement croissante. Nous avons
p-s.
F,(—x —¢) e F(—x—¢),
Fu(—z+¢) 2% F(—z+e).

n—-+oo
Donc, presque sitirement, il existe N tel que, pour tout n > N,

F(—xz—¢) < F(—x—e)+g§F(—x)—5+Z:p—3—5,

4
) ) 36
F,(—x+¢) > F(—x—l—e)—ZZF(—x)—k&—E:p—}—Z,
1 )
o< =
n ~— 4
Nous remarquons que, p.s., les X1, Xo,..., X, sont deux & deux distincts et que donc

la fonction F, est constante par morceaux et a des sauts qui sont tous de taille 1/n.
Donc il existe ¢ dans [—x — €; —z + €] tel que F,(t) < p. Comme F,,(—z + €) > p, ceci
implique que Z,, est dans [x — €;x + €]. D’ou le résultat.

Exercice 6. On se donne (X;,Y;, U;, V;)i>1 i.i.d. avec X1,Y1,U;, Vi indépendants, X; de loi
de densité f, Y7 de loi de densité g, U,V ~ U([0;1]). Notons pour tout i, A; = {U;f(X;) <
9(Xi)}U{Vig(Xi) < f(Y3), Ui f(Xi) > g(Xi)} (A; est un événement) et T'(w) = inf{i : w € A;}.

Pour toute fonction ¢ € G} (R),

E@(2) = D E(Licr(¢(Y) Ly fxi<grxn + (X Lvigvo <o Lo a(x))

i>1

= D E <1Ai - Lag Bay(0(Y) Lusp(x)<g ()

1>1
+O(Xi) Ly, gviy < vy Lo p (x> 9(x)))

(par indépendance) = Y P(A)'E (14,(6(Yi) Ty, p(x)<g(x,) + ¢(X0) Lvigviy<rvi) Lo p(x0)>g(x)))
i>1

= D P(A)TE (0(Yi) Ly, pxn<g(x) + AKX Lvigvn<p(v Lo p(x0)>9(x2))
i>1

Calculons

E (Vi) Lu,g(xi)<g(xi) + 9(Xi) vy <rovny Lo p(x)>a(x0) =

L[ sz + 660 gt Lurioroe) S@lot)dudedady
weR Juwe0;1

On va utiliser les résultats suivants.
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e Pour tous a,b € RT, a+b—aAb=aVb. (Rappel : aVb = max(a,b), aAb = min(a,b).)
1 T 1 T
* Pour tout € R, [ Lusoy<yerdu = LR fy Lugaysg(odu = 1 = L5050

La quantité ci-dessus est alors égale &

GAHE@) . (1 WADE)N A )
/x,yeﬂy) o) @)+l )<1 7z) ) 9

/ . o(y)(g A f)(x)g(y) + o(x) (f(x)(g A f)(y) — (g A @) g A fly)dedy =

f(2)g(y)dydx =

o(1)g(y)dy x /

xEe

(oA la)da + / 9l @) x / @AW

yER

_ / 6(2)(g A f)(@)dz x / (A D)y =
z€R yER

/ o(2)(f V 9)(@)da x / (97 F)(y)dy.
z€eR yEeR

En prenant ¢ constante égale & 1, on trouve
Py = [ (vaedax [ (9n Py,
zeR yeR

Nous avons donc

Joer @@)(f V g)(@)dz x [, cp(9 A f)(y)dy

R T P(A7)
_ Joer @(@)(f V g)(x)dx
fzeR(f\/g)(ﬂC)dx ’
Donc Z est de densité v
g)(z
reRn Syer(FV 9)(y)dy

Exercice 7.
(1) On étudie la fonction h : x € Rt s exp(—22/2 + Az). Nous avons
W(z) = (- + A)h(z),
d’oit le tableau de variation de la table 1. Donc, pour tout z € R,

h(zx) < N2

2 1
f(x) < \/76’\2/2 X Ae A
s A

_ 2 >\2/21
C)\—\/;e )\,

flx) < CA)\e_’\w]l[o;+oo[(x)

et donc

Avec

nous avons

pour tout x.
(2) On peut donc simuler f avec un algorithme de rejet (puisqu’il est facile de simuler
suivant la densité x € R — /\e*MIl[O;JrOO[(:c).
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T 0 A 400
B () + 0 -
h(z) /' exp(\/2) N\

TABLE 1. Tableau de variation de h.

A |0 1 400
d(N) - 0 +
(V| N R

TABLE 2. Tableau de variation de c.

(3) Nous avons vu en cours que l'espérance du temps de calcul est proportionnelle a cy.
Nous avons donc intérét a choisir A tel que c) soit la plus petite possible. Posons

c: )\ER+*—>\/5€>\2/21.
T A

2 1 2
d\) =1/~ (—)\2+1> N2,

Nous avons
T

d’otlt le tableau de variation de ¢ dans la table 2. Le meilleur choix en terme de temps
de calcul est donc : A = 1.

Exercice 8.
a
/e_xdx = [—e "5
0

(1) On calcule
On prend donc C = (1 — e~ )7L,
(2) Pour tout z € [0;a], e=* < 1. Donc nous pouvons prendre

c1 =aC.
(3) Pour tout > 0, 1jg,q)(z) < Ljg,400((z). Donc nous pouvons prendre
co=C.
(4) La loi uniforme sur [0;a] a pour densité
Tg.q1(x
ver s d®

La loi exponentielle de paramétre 1 a pour densité
T E€R = Lpgyoop(z)e™.
Pour tout z € R,
Ljo;q) ()
a

(0.3) Cf(zx) <aC x

et on a égalité pour x = 0 (donc on ne trouvera pas plus petite constante C” telle que
Cf(x) < C'x1jpq(x)/a). La méthode de rejet pour simuler suivant la densité C'f (en
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proposant des variables de loi uniforme sur [0; a]) basée sur I'inégalité (0.3) effectue en
moyenne aC' opérations.
Pour tout z € R,

(0.4 Cf(2) < C X Ugang(@)e™

et on a égalité pour x = 0 (donc on ne trouvera pas plus petite constante C” telle que
Cf(z) < C" X Ljpo0(x)e™™ ). La méthode de rejet pour simuler suivant la densité
Cf (en proposant des variables de loi uniforme sur [0;a]) basée sur I'inégalité (0.4)
effectue en moyenne C opérations.
Sia < 1, on choisira donc la méthode basée sur (0.3) et si @ > 1, on choisira la méthode
basée sur (0.4).

Exercice 9.

(1) Prenons g(x) = e™"1jg,4oo[() (la densité de la loi exponentielle). Pour tout z € R,

e—x2 ]l[l;+oo[($) < e_x]l[O;—i-oo[(x)

A - A
On prend donc C =1/Z.
(2) Soit ¢ € C;f (R),
E(p(X)1x>1)
E(p(X)|X >1) = =
Calculons
exp (~7)
Bp(0)Lxs1) = [ 0@)Ujsuef(@)— i do
R \/27%
exp (—1'2)
= ).y oor(x) ——=—=dx .
[ el =2

Donc (le calcul ci-dessus étant vrai aussi pour ¢ = 1)

z) 1y, oo\ L EXP(_xQ)dx
sz = IR
- /90(55)f($)dx
R

Donc f est la densité de X sachant X > 1.

Exercice 10. Pour z > 0,
F'(z) = afz’exp(—az?).

f(:U)Z{O siz<0,

afrPlexp(—ax®) siz>0.

La densité est donc

On cherche ensuite le pseudo-inverse de F. Si u € [0; 1], on cherche x tel que F(z) = u. Ce

qui revient a
1

7= <—; log(1 — u)> ’
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Pour simuler suivant la loi de X, on tire U ~ U([0; 1]) et on renvoie

1

<—; log(1 — U)> ’

(1) Sion tire Uy, Us, ... iid. deloi B(p) alors Y = inf{i : U; = 1} est de loi G(p). En
effet

Exercice 11.

P(Y=k) = P(U,=0,...,Up =0,Us =1)
(par indépendance des U;) = P(U; =0)...P(Ux—1 = 0)P(Ur = 1)

= (1-p)"'p.
(2) Pour k € N*,
k
P(X<k) = Y p(l-p)?
i=1
(somme géométrique) = p x 11_((11_12;
= 1—-(1-p).

Etsite [kk+ 1],
P(X <t)=P(X <k).

La fonction de répartition de X est donc

0 sit<1
F(t) = ’
®) {1—(1—p)ttJ sit>1.

Exercice 11.
(1) Soit S,, 'ensemble des permutations de {1,2,...,n}. Nous remarquons que, pour tout
o dans Sy, (Ur,...,Un) et (Uyqy---,Usny) ont méme loi. Soit ¢ € ¢ (R). Par
définition de la statistique d’ordre, nous avons

E(@(Vlv SRR Vn)) = E ( Z ]]‘Cn(UO'(l)7 R Ua(n))(p(Ua(lﬁ R Ua(n)))

oES,
= Z E(ﬂcn(Ua(1)7 SO Ua(n))gp(Ua(lﬁ SR Ua(n)))
ceSy

(voir remarque ci-dessus) = Z E(lc,(Ur,...,Un)eUi,...,Uy))
O'GSn
(car #S, =n!) = Enlle, (Ui,...,Un)e(Ui,...,Uy)).

Donc la densité de (V4,...,V,) est

(V1,...,0p) ER" =0l X 1¢, (v1,...,0,) .
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(2) Posons Th = X1, To = X1 + Xo, ...
avons :

, Tn1 = X1+ -+ Xyq1. Soit ¢ € G (R). Nous

)2 mn)

> e e (ta—t1) e_(t"“_t”)dtl coodtpg

X1+ + X,

X1
0.5) E
05) <w<X1+"-+Xn+1 X1+ +Xnn
t1 tn

N .
t12>0 Jta>t 1>ty n+1 n+1

Changement de variable

T
Tn+ 1

t
tn+1

t
,n,tn+1> S CnXR+ .
tn—l—l

P

¥ (t,. o tng1) € (R tel que ty <ty < -ov S tpyg (

Lors d’un contrdle, il faut vérifier que 1 est bijective, C! et que p~! est C'. Nous
sautons cette étape facile. Calculons l'inverse de . Pour 0 < t; < --- < ,41, nous

posons
ty
U1 = ’
tn—l—l

RS

128
yUn = —— , Upg1 = tpya -
tn—l—l

(%)
D’ou
11 = V1Un41, t2 = V2Unt1, -+« 5 tn = UnUnt1, tntl = Unyl -

Nous calculons maintenant les dérivées des t; en fonction des v; et nous obtenons la
matrice jacobienne suivante

[ Un+1 0 0 0 07
0 vna
J = 0 0 ,
: : . 0o
0 0 0 Upt1 O
L U1 U2 Up—1 Un 1 |
de déterminant (v,,41)". Nous avons donc
(0.5) = / o(v1, ..., 0)
Cp xRt
><e—UlUn+1_(Ul_UQ)UnJ,-l—~..—(Un_1}n—1)'Un+1—(’Un+1—’l}n’un+1) ”Un+1|nd1]1
= / SD(fUla ce 7Un)€_vn+1UZ+1dU1 e d'Un+1
Cp xRt

/C OV, ..y 0)dvr ... doy X /]R+ e "y dop g
n

(voir partie 2.4 du poly.) = n!/ o1, ... vp)dor ... duy, .

Ceci est vrai pour ¢ quelconque dans Cgr (R). Donc le résultat voulu est démontré.

ce d’l)n+1



