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Résumé
Les méthodes de type Monté-Carlo et les algorithmes MCMC (Markov Chain

Monte Carlo) sont utilisés en pratique pour effectuer des calculs inaccessibles aux
méthodes déterministes. Ces stratégies de calcul stochastique ont des applications
nombreuses en physique, chimie, biologie, sciences de l’ingénieur, économie...
L’algorithme de Metropolis (et ses variantes) est un des algorithmes MCMC les plus
utilisés (peut être le plus utilisé), mais son analyse mathématique en est sur bien
des aspects à ses débuts.
Ce mini-cours propose une introduction à l’analyse de l’algorithme de Metropolis
destiné à des analystes sans connaissances particulières en probabilités. On y expose
certains liens avec l’analyse des EDP.

Table des matières

1 Introduction 2

2 Quelques rappels de probabilités 4
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1 Introduction

Un des problèmes les plus important en mathématique est de savoir calculer cer-
taines quantités, même si prouver l’existence de ces quantités peut déjà être bien difficile.
L’archétype de cette problématique est de savoir calculer des intégrales, ou même simple-
ment des moyennes :

A =
a1 + ...+ aN

N
Si on peut calculer chacun des aj, mais si on ne dispose pas de formule analytique ou
de méthodes d’approximations pour la somme , dès que N est trop grand, ce calcul est
simplement infaisable pour des raisons de temps de calcul.

Mais supposons que chaque aj appartienne à [0, 1[, soit connu avec une incertitude
10−3, et qu’on souhaite calculer la moyenne avec la même incertitude. Alors tout se passe
comme si les aj ne pouvaient prendre que au plus 103 valeurs, et si N est très grand, disons
N = 10100, la redondance dans la suite des valeurs prises par les aj va être gigantesque,
de sorte qu’on peut espérer n’avoir à calculer les aj que pour un nombre de valeurs de j
raisonnable. C’est le fondement des techniques d̂ıtes probabilistes qui consistent à poser
le problème sous la forme : pour chaque k < 1000, quelle est la proportion pk des j pour
lesquels aj ∈ [ k

1000
, k+1

1000
[ ?

Evidemment, on n’a fait que déplacer le problème, puisque si on a bien

A =
1

1000

999∑
k=0

kpk à 10−3 près

et que faire la somme de 103 termes est moins effrayant que faire la somme de 10100 termes,
il faut quand même être capable de calculer les pk, i.e savoir calculer pratiquement une
probabilité, ou encore, savoir choisir parmi les 10100 valeurs de j possibles, par exemple
109 valeurs qui vont donner une bonne approximation des pk.

L’algorithme de Metropolis est justement une méthode permettant de choisir astu-
cieusement les j en question, c’est à dire dans un cadre plus abstrait, et avec des mots du
vocabulaire courant, choisir un point au hasard pour une probabilité bien définie, mais
a-priori difficilement ”calculable”.

Ce mini-cours est organisé comme suit :

Après un bref rappel de calcul des probabilités, on expose dans la section 3 les bases
de la théorie des châınes de Markov, en mettant l’accent sur les propriétés des opérateurs
markoviens réversibles, puisque ce sera le cas pour l’algorithme de Metropolis. Le para-
graphe sur la convergence vers l’équilibre contient des définitions basiques et une propo-
sition (3.16) un peu technique mais qui illustre l’usage des inégalités de Nash. Le petit
paragraphe sur les matrices stochastiques est surtout là pour rappeler le théorème clas-
sique de Perron-Frobenius sur les matrices irréductibles et apériodiques. Enfin, le dernier
paragraphe de la section 3 explique ce qu’est une marche aléatoire associée à un noyau
markovien, par exemple la marche aléatoire canonique sur un espace métrique mesuré.
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La section 4 est surtout descriptive. On y donne la définition de l’algorithme de Metro-
polis, et de sa variante pour les problèmes à N -corps. Suivent quelques exemples : d’abord
l’exemple historique de N. Metropolis et al. [MRR+53] pour le problème des sphères dures,
puis celui relié au calcul des quantités macroscopiques associées aux mesures de Gibbs, et
enfin le problème d’échantillonnage d’une densité de probabilité sur un ouvert borné de
Rd. La section 4 s’achève par une liste non exhaustive de problèmes ouverts.

La section 5 contient une étude plus détaillée de ce type d’algorithme dans un cas très
particulier de marche aléatoire sur une variété. Les résultats exposés sont extraits d’un
article (avec L. Michel), [LM] à parâıtre à Annals of Probability. On y expose en particu-
lier les bases du calcul h-pseudo-différentiel, outil qui s’avère très commode pour l’analyse
des opérateurs de Markov de type Metropolis local, contenant un petit paramètre h qui
quantifie la taille du déplacement local à chaque pas de l’algorithme. On y prouve aussi
la convergence, quand h→ 0, de la marche aléatoire vers le mouvement brownien.

Garder à l’esprit que ce mini-cours n’est pas rédigé par un probabiliste. En particu-
lier, il ne contient rien sur les techniques purement probabilistes d’analyse des châınes
de Markov, (couplage, récurrence de Harris, ), ni les résultats abstraits sur l’ergodicité
des châınes de Markov. L’auteur n’a pas non plus de connaissances sur les finesses des
applications pratiques... Par contre, il espère que le lecteur y trouvera de bonnes raisons
de s’intéreser à ce type de problèmes d’analyse mathématique.

Voici enfin quelques références bibliographiques.

Pour une introduction générale aux chaines de Markov le livre de E. Nummelin
[Num84] et pour une analyse plus détaillée sur les ensembles finis ou discrets, les livres
de J.-S. Liu [Liu01], de L. Brémaud [Bré99] et de L. Saloff-Coste [SC97].
Pour l’analyse des formes de Dirichlet et des processus de Markov réversibles, le livre de
M. Fukushima, Y. Oshima et M. Takeda [FOT94].
Pour des résultats probabilistes sur l’analyse de l’algorithme de Metropolis, les articles
[BD01], [DSC98] et leurs références. Pour l’utilisation des techniques microlocales les ar-
ticles [DL09], [LM]. L’article [DLM08] pour des résultats sur le problème à N corps. Et
bien sur l’article fondateur de Metropolis et al. [MRR+53] et sa généralisation par W.-K.
Hastings [Has70].
Pour l’étude du mouvement brownien et l’analyse stochastique sur les variétés, les livres
de E. Hsu [Hsu03], de I. Karatzas et S.-E. Shreve [KS88], de M. Emery et P.-A. Meyer
[EM89].
Pour une introduction à l’analyse semi-classique et au calcul pseudo-différentiel, les livres
de A. Martinez [Mar02] et de M. Dimassi et J. Sjöstrand [DS99].

Enfin, on trouvera dans l’article de survey de P. Diaconis, [Dia], une bibliographie très
complète sur le sujet, beaucoup d’exemples (cryptographie, théorie des groupes, statistique
sur les variétés) et des références sur l’usage des techniques MCMC en physique, biologie,
chimie, calcul scientifique...
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2 Quelques rappels de probabilités

Soit Ω un espace métrique, localement compact, dénombrable à l’infini et B la tribu
des boreliens sur Ω. Une probabilité sur Ω est une mesure positive π sur (Ω,B) de masse
totale 1, i.e π(Ω) = 1. L’ensemble des probabilités sur Ω est un convexe dans l’espace des
mesures. Si A ∈ B est un borelien, on appelle A un évenement et on note

π(A) =

∫
A

dπ (2.1)

la probabilité de A. Deux évenements A et B sont indépendants ssi π(A∩B) = π(A)π(B).

La forme linéaire sur C0
b (Ω) (espace des fonctions continues bornées muni de la norme

sup) f 7→
∫
fdπ est continue, positive, de norme 1, et d’après le théorème de Riesz, si

Φ est une forme linéaire sur C0
b (Ω), continue, positive, telle que Φ(1) = 1, il existe une

unique probabilité π telle que Φ(f) =
∫
fdπ. On note, pour p ∈ [1,∞[, Lp(Ω, dπ) l’espace

des fonctions mesurables sur Ω à valeurs réelles telles que
∫
|f |pdπ < ∞. L∞(Ω, dπ) est

l’espace des fonctions f mesurables sur Ω à valeurs réelles, et telles qu’il existe un borelien
A avec π(A) = 1 et supA |f | <∞. L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables et bornées
sur Ω. On a alors les injections pour p > q

L∞(Ω) ⊂ L∞(Ω, dπ) ⊂ Lp(Ω, dπ) ⊂ Lq(Ω, dπ) ⊂ L1(Ω, dπ) (2.2)

Une fonction mesurable f de Ω dans R s’appelle une variable aléatoire (v.a). Une
probabilité π étant donnée, on définit pour f ∈ L1(Ω, dπ) l’espérance de f par

Eπ(f) =

∫
fdπ (2.3)

et pour f ∈ L2(Ω, dπ) la variance de f par

varπ(f) =

∫
f 2dπ − (

∫
fdπ)2 =

1

2

∫ ∫
|f(x)− f(y)|2dπ(x)dπ(y) (2.4)

de sorte que varπ(f) est le carré de la distance de f au sous-espace des fonctions constantes
dans L2(Ω, dπ). L’écart type σ > 0 est défini par σ2 = varπ(f).

Si F = (f1, ..., fm) est une v.a à valeurs dans Rm, la loi µF de F est la probabilité sur
Rm image de π par F , i.e pour tout borélien B de Rm

µF (B) = π(F−1(B)) (2.5)

et la fonction caractéristique de F est la transformée de Fourier de sa loi, i.e

χF (ξ) = µ̂F (ξ) =

∫
Rm

e−ix.ξdµF = Eπ(e−iF (ω).ξ) (2.6)

Deux v.a à valeurs réelles f et g sont indépendantes ssi pour tous boreliens A,B de R,
les évenements f−1(A) et g−1(B) sont indépendants. On a alors

µ(f,g) = µ(f)⊗ µ(g) (2.7)

et il en résulte µ(f + g) = µf ∗ µg et χf+g = χfχg.

On dispose de plusieurs notions de convergence d’une suite de v.a fn vers une v.a f ,
parmi lesquelles :
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– 1. fn converge faiblement vers f ssi la suite de probabilités sur R dµfn converge
faiblement vers dµf , i.e pour toute fonction g ∈ C0

b (R) on a

lim
n→∞

∫
R
gdµfn =

∫
R
gdµf ⇔ lim

n→∞

∫
Ω

g(fn)dπ =

∫
Ω

g(f)dπ (2.8)

– 2. fn converge en probabilité vers f ssi pour tout ε > 0 on a

lim
n→∞

π(|fn − f | > ε) = 0 (2.9)

– 3. fn converge presque sûrement vers f ssi

π( lim
n→∞

|fn − f | = 0) = 1 (2.10)

La convergence presque sûre implique la convergence en probabilité qui elle même im-
plique la convergence faible.

Les deux premiers théorèmes basiques de la théorie des probabilités sont la loi forte
des grands nombres et le théorème de la limite centrale.

Théorème 2.1 (Loi forte des grands nombres) Si fn est une suite de v.a indépendantes,
de même loi, avec E(|f1|) <∞ alors la suite de v.a

IN =
1

N
(f1 + ...+ fN) (2.11)

converge presque sûrement vers la constante E(f1).

Théorème 2.2 (Théorème de la limite centrale) Sous les hypothèses du théorème
(2.1) et si de plus σ2 = var(f1) <∞, alors la loi de la v.a

√
N(IN − E(f1)) (2.12)

converge faiblement vers la gaussienne N(0, σ2), i.e la probabilité sur R de densité 1
σ
√

2π
e
−x2
2σ2 .

La loi forte des grands nombres est à la base de la méthode de Monte Carlo. Soit
π une probabilité sur Ω et f ∈ L1(Ω, dπ) une v.a. On souhaite évidemment pouvoir
calculer Eπ(f) =

∫
fdπ. On introduit l’espace produit X = ΩN∗ dont les éléments sont les

suites infinies x = (x1, ..., xj, ...) avec xj ∈ Ω. Soit pj : X → Ω l’application coordonnée
pj(x) = xj. On munit X de la topologie produit (la topologie la moins fine pour laquelle
les applications pj sont continues) et de la tribu produit B (la tribu engendrée par les
p−1
j (B)). Un cylindre C est un sous-ensemble de X de la forme

C = A1 × ...× AN × Ω× Ω× ..., Aj ∈ B (2.13)

et B est la plus petite tribu qui contient tous les cylindres. Il existe alors une unique
probabilité P = π∞ sur (X,B) telle que pour tout cylindre C de la forme (5.31) on ait

P (C) = ΠN
j=1π(Aj) (2.14)

Soit fn la v.a sur X définie par fn(x) = f(xn). Les fn forment une suite de v.a sur X
indépendantes, de même loi µf , et intégrables. Par la loi forte des grands nombres, on a
donc
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Théorème 2.3 (Monte Carlo)
Soit f ∈ L1(Ω, dπ). Pour presque toute suite x ∈ X on a

lim
N→∞

1

N

j=N∑
j=1

f(xj) =

∫
Ω

fdπ (2.15)

Le théorème précédent est de type ergodique : on a égalité entre une moyenne spa-
tiale (

∫
Ω
fdπ) et une moyenne temporelle (limN→∞

1
N

∑j=N
j=1 f(xj)). De plus, dans le cas∫

|f |2dπ < ∞, le théorème de la limite centrale dit qu’avec IN(x) = 1
N

∑j=N
j=1 f(xj), la

distribution de la v.a
√
N(IN − Eπ(f)) est proche de la gaussienne N(0, σ2), et donc la

vitesse de convergence de IN vers sa limite est d’ordre N−1/2.

Exemple 2.4 Soit Ω = [0, 1]d muni de la probabilité dx = dx1...dxd, et f une fonc-
tion régulière sur Ω. Si on veut estimer numériquement l’intégrale

∫
[0,1]d

f(x)dx par une

méthode de type Riemann avec p points pour discrétiser l’intervalle [0, 1], il faudra évaluer
f en pd points, ce qui est hors de portée en dimension d grande (250 ' 1.126 × 1015).
Malheureusement, dans de nombreuses applications, d est grand (plusieurs centaines à
plusieurs milliers pour des calculs sur des molécules). Le calcul déterministe étant infai-
sable, on est réduit à utiliser un calcul probabiliste. Voici un exemple, avec d = 50 et
f = sin(2π(x1 + ... + xd)). Dans ce cas, on a évidemment par un calcul analytique et
élémentaire E(f) =

∫
[0,1]d

f(x)dx = 0. La figure (2.1) donne le comportement de la suite

IN(x) pour N ∈ [1, 50000], pour un choix aléatoire de (x1, ..., x5.104) ∈ ([0, 1]d)5.104
qui

nécessite 50×50000 = 2.5×106 tirages d’un point au hasard dans l’intervalle [0, 1]. La fi-
gure (2.2) illustre le comportement de la convergence en N−1/2 et la figure (2.3) représente
l’histogramme pour 8000 expériences du type précédent et illustre le théorème de la limite
centrale.

Plusieurs remarques s’imposent concernant le théorème (2.3).

D’abord, la fonction f étant donnée, la moyenne temporelle IN(x) = 1
N

∑j=N
j=1 f(xj)

ne dépend que de la suite x ∈ ΩN∗ , alors que
∫

Ω
fdπ dépend de la probabilité π. La phrase

sibylinne ‘Pour presque toute suite x ∈ X” signifie qu’il existe un ensemble A ∈ B de
suites dans X = ΩN∗ avec P (A) = 1 tel que 2.15 soit vrai pour toute suite x ∈ A. Or
la probabilité produit P = π∞ sur X dépend très fortement de π. Le théorème (2.3)
implique en particulier que si π1 et π2 sont deux probabilités différentes, les probabilités
produit P1 = π∞1 et P2 = π∞2 sur X sont étrangères : Il existe A ∈ B tel que P1(A) = 1
et P2(A) = 0. Le fait de constater la convergence numérique de IN(x) n’entrâıne donc
pas qu’on a bien estimé

∫
Ω
fdπ. Il est essentiel pour cela de disposer d’une méthode qui

permette de choisir correctement un point au hasard pour π dans Ω, ce qui est loin d’être
simple en général, et est justement la raison d’être des méthodes MCMC.

De plus, la convergence dans (2.15) peut être très lente, la convergence enN−1/2 n’étant
qu’une indication asymptotique. Reprenons l’exemple précédent ; en divisant chaque in-
tervalle [0, 1] en deux, on écrit [0, 1]50 comme la réunion de 250 cubes de volume 2−50.
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Si la fonction f est nulle sauf sur un de ces cubes, il faudra bien qu’au moins un des
points xj tombe dans ce cube si on veut estimer l’intégrale, donc on ne pourra pas faire
mieux que la complexité déterministe... Il n’y a pas de miracle ! Si f est très petite sur
des ensembles de grande probabilité et très grande sur des ensembles de très petite pro-
babilité, Monte Carlo ne marchera pas. On peut contourner cette difficulté en écrivant∫

Ω
fdπ =

∫
Ω

(f/g)gdπ avec
∫

Ω
gdπ = 1 avec un choix de g > 0 qui rend f/g raisonnable,

mais il faut alors savoir choisir des points au hasard pour la probabilité gπ...

On a évidemment
∫
fdπ =

∫
ydµf (y) où dµf est la loi de f . Si on dispose de N

expériences x1, ..., xN , l’histogramme de f(x1), ..., f(xN) fournit une loi empirique qui est
bien souvent la seule information dont on dispose en pratique, de sorte que le théorème 2.3
peut être vu comme une justification de type auto-cohérence du formalisme mathématique
de la théorie des probabilités.

Le théorème 2.3 implique qu’il existe au moins une suite x1, ..., xn, ... telle que (2.15)
soit vrai, mais il n’en exhibe aucune... Tout le problème est de construire une suite telle
que (2.15) soit vrai. Dans chaque situation concrète, rien n’exclut que cela puisse être fait
par des techniques non-probabilistes, avec une vitesse de convergence bien plus rapide que
celle qui intervient pour l’ensemble de suites de probabilité 1 donné par ce théorème, et
ceci d’autant plus que les suites qui donnent une convergence rapide forment un ensemble
de probabilité 0 ! Le médiocre est presque sùr, pas le talent...
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3 Châınes de Markov

3.1 Opérateur de Markov

Soit Ω un espace métrique, localement compact, dénombrable à l’infini, muni de la
tribu borelienne B. On note L∞(Ω) l’espace des fonctions f mesurables et bornées de Ω
dans R muni de la norme supx∈Ω |f(x)|. On note 1 la fonction constante égale à 1 sur Ω.

Définition 3.1 Un noyau de Markov sur Ω est la donnée, pour tout x ∈ Ω, d’une proba-
bilité K(x, dy) sur Ω telle que

∀A ∈ B, x→ K(x,A) =

∫
A

K(x, dy) est mesurable. (3.1)

Pour f ∈ L∞(Ω), on note K(f) la fonction sur Ω

K(f)(x) =

∫
f(y)K(x, dy) (3.2)

Alors K(f) est mesurable, bornée, et on a

K(1) = 1

f ≥ 0 =⇒ K(f) ≥ 0

‖K(f)‖L∞ ≤ ‖f‖L∞
(3.3)

Un opérateur K défini par (3.2) s’appelle un opérateur markovien. Un opérateur marko-
vien K a la propriété de Feller ssi K envoie C0

b (Ω) dans C0
b (Ω).

Si A est un borelien,
∫
A
K(x, dy) s’interprète comme la probabilité de transition de x vers

un élément de A. Le produit K = K1K2 de deux opérateurs markoviens (resp markoviens
et Feller) est markovien (resp markovien et Feller). En effet, si on pose pour A borelien,
K(x,A) = K1K2(1A)(x), x → K(x,A) est mesurable, l’opérateur K défini par (3.2)
est égal à K1K2 sur les fonctions étagées, donc aussi sur L∞(Ω), et on a K(x,Ω) = 1.
Il reste à vérifier que A → K(x,A) est une mesure. Si A est la réunion disjointe des
An ∈ B, n ∈ N∗, posons fN(y) =

∑N
n=1 K2(y, An). On a fN(y) ∈ [0, 1], la suite fN est

croissante et limN→∞ fN(y) = K2(1A)(y) pour tout y. Par le théorème de convergence
dominée, il en résulte

K(x,A) =

∫
K2(1A)(y)K1(x, dy) = lim

N→∞

∫
fN(y)K1(x, dy) = lim

N→∞

N∑
n=1

K(x,An)

Exemple 3.2 Soit F une application mesurable de Ω dans Ω. Alors K(g)(x) = g(F (x))
est markovien (et Feller si F est continue). C’est le cas déterministe : on a K(x, dy) =
δy=F (x). Les opérateurs markoviens généralisent donc les applications, et l’étude du com-
portement asymptotique quand n → ∞ de Kn contient en particulier la théorie des
systèmes dynamiques...Sans hypothèse supplémentaire sur K, on ne pourra pas dire grand
chose.

Exemple 3.3 Soit π une probabilité sur Ω et

K(g) =
(∫

gdπ
)
1 (3.4)

Alors K est un projecteur de rang 1, markovien et Feller.



Metropolis 12

Dans toute la suite, si K est un opérateur markovien où markovien et Feller, on dira
simplement que K est un opérateur de Markov, et K(x,dy) un noyau de Markov. Lorsque
cela sera utile, on précisera si K est Feller.

Soit K un opérateur de Markov etM(Ω) l’espace des probabilités sur Ω. AlorsM(Ω)
et C0

b (Ω) sont en dualité par

< π, g > =

∫
gdπ (3.5)

et par dualité, K opère sur M(Ω) par la formule

∀g ∈ C0
b (Ω), < tK(π), g > =

∫
Ω

K(g)dπ (3.6)

où on a utilisé le fait que K(g) ∈ L∞(Ω) est intégrable pour la probabilité π.

Définition 3.4 Une probabilité π est invariante par K ssi tK(π) = π.

Définition 3.5 Soit π une probabilité et K un opérateur de Markov. On dit que K est
π-réversible ssi K est autoadjoint sur L2(Ω, dπ), c’est à dire∫

K(f)gdπ =

∫
fK(g)dπ, ∀f, g ∈ L∞(Ω) (3.7)

Lemme 3.6 Soit K un opérateur de Markov π-réversible. Alors π est invariante par K
et pour tout p ∈ [1,∞], K s’etend en opérateur continu et de norme 1 sur Lp(Ω, dπ).

Démonstration. D’après (3.7) on a pour tout g ∈ C0
b (Ω)

< tK(π), g > =

∫
Ω

K(g)dπ =

∫
Ω

gK(1)dπ =< π, g > (3.8)

donc π est invariante. De plus, pour f ∈ L∞(Ω), on a

‖K(f)‖L1(Ω,dπ) = sup
‖g‖L∞≤1

|
∫
K(f)gdπ| ≤ ‖f‖L1(Ω,dπ)

Comme L∞(Ω) est dense dans L1(Ω, dπ), ceci prouve que K s’étend de manière unique en
opérateur continu sur L1(Ω, dπ) et qu’on a ‖K(f)‖L1 ≤ ‖f‖L1 . En particulier, si π(A) = 0,
‖K(1A)‖L1 = 0, donc K(1A) est nul π presque partout, donc K opère sur L∞(Ω, dπ). Le
cas p ∈]1,∞[ s’obtient par interpolation, et le fait que K soit de norme exactement égale
à 1 sur Lp(Ω, dπ) résulte de K(1) = 1. �

Lorsque K est π-réversible, K définit donc un opérateur auto-adjoint sur L2(Ω, dπ),
de norme 1. On notera Spec(K) le spectre de K agissant sur L2(Ω, dπ). On a Spec(K) ⊂
[−1, 1], et 1 ∈ Spec(K) puisque K(1) = 1. On notera (f |g)π =

∫
fgdπ le produit scalaire

de deux fonctions f, g à valeurs complexes.
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Définition 3.7 Soit K un opérateur de Markov π-réversible. Sa forme de Dirichlet E(f, g)
est

E(f, g) = ((Id−K)f |g)π (3.9)

On a

E(f, f) =
1

2

∫ ∫
|f(x)− f(y)|2K(x, dy)dπ(x) (3.10)

Comme Id − K est auto-adjoint positif sur L2(Ω, dπ), on a évidemment E(f, f) ≥ 0, et
comme K(1) = 1, E(1,1) = 0. L’opérateur Id−K s’appelle le laplacien (positif) associé
à K.

Définition 3.8 Soit K un opérateur de Markov π-réversible. On dit que K vérifie l’inégalité
de Poincaré avec constante A ssi on a pour tout f ∈ L2(Ω, dπ)

varπ(f) ≤ A E(f, f) (3.11)

L’inégalité (3.11) équivaut à∫ ∫
|f(x)− f(y)|2dπ(y)dπ(x) ≤ A

∫ ∫
|f(x)− f(y)|2K(x, dy)dπ(x) (3.12)

Soit L2
π,0 = {f ∈ L2(Ω, dπ),

∫
fdπ = 0} le sous espace de L2(Ω, dπ) orthogonal à 1.

Comme on a E(1,g) = 0 pour tout g ∈ L2(Ω, dπ), l’inégalité (3.11) équivaut aussi à

∀f ∈ L2
π,0, 2

∫
|f |2dπ ≤ A

∫ ∫
|f(x)− f(y)|2K(x, dy)dπ(x) (3.13)

Lemme 3.9 Soit K un opérateur de Markov π-réversible. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes.
(i) K vérifie l’inégalité de Poincaré avec constante A.
(ii) 1 est valeur propre simple de K et Spec(K) \ {1} ⊂ [−1, 1− 1/A].

Démonstration. Immédiat par la théorie spectrale des opérateurs bornés auto-adjoints. �

Dans la pratique, il peut être plus facile de prouver une inégalité de Poincaré pour un
itéré Kn de K, et d’utiliser le lemme suivant.

Lemme 3.10 Soit K un opérateur de Markov π-réversible. Si Kn vérifie l’inégalité de
Poincaré avec constante A, alors K vérifie l’inégalité de Poincaré avec constante nA.

Démonstration. Kn est π-réversible, et il s’agit de vérifier qu’on a

((Id−Kn)f |f)π = EKn(f, f) ≤ nEK(f, f) = n((Id−K)f |f)π (3.14)

Si on pose |4| = (Id−K), l’opérateur auto-adjoint |4| est positif, Spec(|4|) ∈ [0, 2], et
(3.14) résulte de

nx− 1 + (1− x)n ≥ 0, ∀x ∈ [0, 2]

�
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3.2 Convergence

Lorsque l’opérateur de Markov K possède une unique probabilité invariante π, on
appelle π la mesure d’équilibre de K. On espère alors que pour toute probabilité ν, la suite
de probabilités (tK)n(ν) converge vers l’unique probabilité invariante π. Pour donner un
sens à cette convergence, il faut disposer d’une notion de distance entre deux probabilités.
On travaillera ici avec la distance en variation totale.

Définition 3.11 Soient π1 et π2 deux probabilités. Leur distance en variation totale est

‖π1 − π2‖V T = sup
A∈B
|π1(A)− π2(A)| = 1

2
sup

f∈L∞,|f |≤1

|
∫
fdπ1 −

∫
fdπ2| (3.15)

On remarquera qu’on a toujours

‖π1 − π2‖V T ≤ 1 (3.16)

Soit K un opérateur de Markov. Pour n ≥ 1 soit Kn(x, dy) le noyau de l’opérateur de
Markov Kn. On a

Kn(x, dy) = (tK)n(δy=x) (3.17)

D’après (3.15), pour toute probabilité π on a pour tout x ∈ Ω

‖Kn(x, dy)− π‖V T =
1

2
sup

f∈L∞,|f |≤1

|Kn(f)(x)−
∫
fdπ| (3.18)

Si π une probabilité, on notera Ππ le projecteur orthogonal sur le sous espace des constantes
dans L2(Ω, dπ) :

Ππ(f) =
( ∫

fdπ
)
1 = Eπ(f)1 (3.19)

Soit K un opérateur de Markov tel que π soit invariante par K. On a alors KΠπ = Ππ

et aussi ΠπK = Ππ car ΠπK(f) = (
∫
K(f)dπ)1 = (< tK(π), f > )1 = (< π, f > )1 =

Ππ(f). Il en résulte pout tout entier n ≥ 1

Kn − Ππ = (K − Ππ)n (3.20)

Il résulte alors de (3.18) et (3.20) qu’on a :

Lemme 3.12 Soit K un opérateur de Markov et π une probabilité invariante par K.
Alors

sup
x∈Ω
‖(tK)n(δy=x)− π‖V T =

1

2
‖(K − Ππ)n‖L∞ (3.21)

Pour toute probabilité ν, on a

‖(tK)n(ν)− π‖V T ≤
1

2
‖(K − Ππ)n‖L∞ (3.22)

D’après le lemme précédent, la vitesse de convergence vers la mesure d’équilibre est
contrôlée par ‖(K − Ππ)n‖L∞ .

Lemme 3.13 La suite n ≥ 1 → ‖(K − Ππ)n‖L∞ est décroissante, et il existe r ∈ [0, 1]
tel que

lim
n→∞

(‖(K − Ππ)n‖L∞)1/n = r (3.23)
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Démonstration. On a pour n ≥ 1, ‖(K−Ππ)n+1‖L∞ = ‖K(K−Ππ)n‖L∞ ≤ ‖(K−Ππ)n‖L∞ .
L’opérateur K−Ππ étant borné sur L∞(Ω), d’après le théorème du rayon spectral, il existe
r ≤ ‖K − Ππ‖L∞ ≤ 2, tel que limn→∞(‖(K − Ππ)n‖L∞)1/n = r. Le fait qu’on a r ≤ 1
résulte de (3.21) qui implique ‖(K − Ππ)n‖L∞ ≤ 2. �

Voici deux définitions, usuelles en probabilité, d’ergodicité pour un noyau de Markov.

Définition 3.14 Soit K un opérateur de Markov et π une probabilité invariante par K.
On dit que K est géométriquement ergodique s’il existe r < 1 et c(x) ∈ L1(Ω, dπ) tels que

‖(tK)n(δy=x)− π‖V T ≤ c(x)rn, ∀x ∈ Ω, ∀n ≥ 1 (3.24)

On dit que K est uniformément ergodique s’il existe r < 1 et une constante C tels que

sup
x∈Ω
‖(tK)n(δy=x)− π‖V T ≤ Crn, ∀n ≥ 1 (3.25)

Si K est géométriquement ergodique, π est évidemment l’unique probabilité invariante
par K. L’ergodicité uniforme implique trivialement limn→∞(‖(K − Ππ)n‖L∞)1/n < 1, et
réciproquement, si on a limn→∞(‖(K−Ππ)n‖L∞)1/n = r < 1, il résulte de (3.21) que pour
tout r′ ∈]r, 1[, il existe C tel que

∀n, sup
x∈Ω
‖(tK)n(δy=x)− π‖V T ≤ min(1, Cr′n) (3.26)

donc K est uniformément ergodique. Toutefois, si on ne sait pas estimer les constantes C
et r dans (3.25), (3.25) ne dit rien d’utilisable en pratique.

Il n’est pas simple en général de pouvoir estimer (et a fortiori calculer...) la norme
‖(K −Ππ)n‖L∞ . Lorsque K est π-réversible, une méthode naturelle consiste à utiliser des
estimations L2 couplées avec des inégalités qui assurent que K ou un de ses itéré Kp est
régularisant. On supposera dans la suite de ce paragraphe que l’opérateur de Markov K
est π-réversible.

La constante γ = ‖K − Ππ‖L2 joue un rôle essentiel dans l’analyse de la vitesse de
convergence vers l’équilibre. Pour avoir γ < 1, il faut qu’on ait −1 /∈ Spec(K), ce qui
équivaut à l’existence d’une constante c > 0 telle que pour tout f ∈ L2(Ω, dπ) on ait

((Id+K)f |f)π =
1

2

∫ ∫
|f(x) + f(y)|2K(x, dy)dπ(x) ≥ c‖f‖2 (3.27)

et que 1 soit valeur propre simple isolée dans le spectre de K. D’après les lemmes (3.9)
et (3.10), on a γ < 1 ssi K2 vérifie une inégalité de Poincaré.

Définition 3.15 Soit K un noyau de Markov π-réversible. On définit le trou spectral de
K (le gap) par

gap = 0 si 1 n’est pas valeur propre simple isolée dans le spectre de K,

gap = dist(Spec(K) \ {1}, 1) sinon.
(3.28)
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Soit K un opérateur de Markov π-réversible, vérifiant une inégalité de Poincaré, et tel
que −1 /∈ Spec(K). On a alors ‖K −Ππ‖L2 = γ < 1. Comme K −Ππ est auto-adjoint, il
en résulte pour tout n ≥ 1

‖(K − Ππ)n‖L2 = γn (3.29)

Supposons de plus qu’il existe un entier p tel que Kp soit borné de L2(Ω, dπ) dans L∞(Ω).
Comme on a (K −Ππ)n = Kn−Ππ = Kp(Kn−p−Ππ) = Kp(K −Ππ)n−p pour n > p, on
obtient alors en utilisant aussi ‖f‖L2 ≤ ‖f‖L∞

‖(K − Ππ)n‖L∞ ≤ γn−p‖Kp‖L2→L∞ (3.30)

Le fait qu’il existe un entier p tel que Kp soit borné de L2(Ω, dπ) dans L∞(Ω) dépend
évidemment de la structure du noyau K. Ce ne sera pas le cas pour un noyau de type
Metropolis agissant sur un ouvert de Rd. Même quand cela a lieu, la constante ‖Kp‖L2→L∞

peut être trop grande pour que l’estimation (3.30) soit utilisable.

Une technique d’estimation de la vitesse de convergence adaptée aux opérateurs
de type Metropolis.

On explicite dans ce paragraphe une méthode de type L2 pour estimer la vitesse
de convergence vers l’équilibre pour un noyau de Markov K π-réversible. On suppose
d’abord que K s’écrit sous la forme K = m + K1, avec K1 opérateur borné auto-adjoint
sur L2(Ω, dπ), m un multiplicateur m(f)(x) = m(x)f(x) avec m ∈ L∞(Ω), et qu’on a

sup
x∈Ω
|m(x)| = α < 1

‖K1‖L2→L∞ = C2,∞ <∞
(3.31)

On a alors pour tout p ≥ 1, en utilisant ‖K‖L2→L2 = 1,

Kp = mp +Kp, Kp = mKp−1 +K1K
p−1

‖mp‖L∞→L∞ ≤ αp

‖Kp‖L2→L∞ ≤ C2,∞(1 + α + ...+ αp−1) ≤ C2,∞

1− α

(3.32)

On suppose ensuite qu’il existe des constantes α < 1− δ < γ < 1 telles qu’on ait

gap = 1− γ
Spec(K) ⊂ [−1 + δ, 1]

Spec(K) est discret dans [1− δ, 1]

(3.33)

On note alors
λ1 = 1 > λ2 ≥ λ3 ≥ ... ≥ λM ≥ 1− δ > 0 (3.34)

les valeurs propres avec multiplicité de K dans l’intervalle [1− δ, 1]. On notera (ek)1≤k≤M ,
avec K(ek) = λkek, une base orthônormale associée de vecteurs propres dans L2(Ω, dπ).
On a e1 = 1, λ2 = γ, et le spectre essentiel de K est contenu dans [−1 + δ, 1 − δ[. On a
aussi

‖K − Ππ‖L2 = γ (3.35)
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Pour tout k, on a λk > α, donc λk−m est inversible sur L∞, et on a (λk−m)−1K1(ek) = ek,
d’où en utilisant (3.31), ek ∈ L∞ et

‖ek‖L∞ ≤
1

λk − α
C2,∞ (3.36)

Pour 2 ≤ N ≤M , soit EN l’espace vectoriel engendré par les ek pour 2 ≤ k ≤ N . L’espace
EN est stable sous l’action de K. Pour f =

∑
fkek ∈ EN , on a (K(f)|f) =

∑
λk|fk|2 ≥∑

λ2
k|fk|2 = ‖K(f)‖2

L2 , d’où

∀f ∈ EN , E(f, f) = ((Id−K)f |f)π ≤ ‖f‖2
L2 − ‖K(f)‖2

L2 (3.37)

On suppose enfin qu’il existe p > 2, N ∈ [2,M ], et des constantes A > 0, h > 0 tels qu’on
ait l’inégalité de Sobolev suivante,

∀f ∈ EN , ‖f‖2
Lp ≤ Ah−2

(
E(f, f) + h2‖f‖2

L2

)
(3.38)

D’après l’inégalité de Holder, on a ‖f‖2
L2 ≤ ‖f‖

p
p−1

Lp ‖f‖
p−2
p−1

L1 , d’où avec 1/D = 2− 4/p > 0

∀f ∈ EN , ‖f‖2+1/D

L2 ≤ Ah−2
(
E(f, f) + h2‖f‖2

L2

)
‖f‖1/D

L1 (3.39)

En utilisant (3.37), on obtient donc avec D ∈]1/2,∞[

∀f ∈ EN , ‖f‖2+1/D

L2 ≤ Ah−2
(
‖f‖2

L2 − ‖K(f)‖2
L2 + h2‖f‖2

L2

)
‖f‖1/D

L1 (3.40)

On appelle (3.40) une inégalité de Nash.

On a (K − Ππ)n(e2) = Kn(e2)−
∫
e2dπ = γne2 et e2 ∈ L∞ d’après (3.36), donc

‖(K − Ππ)n‖L∞ ≥ γn (3.41)

Proposition 3.16 Soit K un opérateur de Markov π-réversible, vérifiant les hypothèses
(3.31), (3.33) et (3.38). Alors on a

‖(K − Ππ)n‖L∞ ≤ Cn = C1,n + C2,n + C3,n, ∀n ≥ 2 (3.42)

avec

C1,n = min
m+p+j=n,p≥1

γmAD(2 + C2,p + C3,p)(1 + 2D)D max(1,
(1 + h−2

1 + j

)D
)

C2,n =
C2,∞

1− δ − α

M∑
k=N+1

λnk

C3,n = min
p+j=n,p≥1,j≥1

(
αp
(

2 +
C2,∞

1− δ − α

M∑
k=2

λjk

)
+
C2,∞

1− α
(1− δ)j

)
(3.43)
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Remarque 3.17 Voyons comment utiliser cette proposition technique. Supposons les constantes
α, δ, A,D données, que h est un petit paramètre, et qu’on a

c0h
2 ≤ 1− γ ≤ c1h

2

M ≤ c3h
−b

C2,∞ ≤ c4h
−a

λN ≤ 1− c5h
2−c

(3.44)

avec des constantes ci, a, b, c > 0 indépendantes de h. Alors pour n ≥ h−2+c/2, on obtient
des deux dernières lignes de (3.43) qu’il existe C0 indépendant de h tel que C2,n+C3,n ≤ C0,
et en choisissant j ' h−2, p ' h−2+c/2 dans la première ligne, on obtient qu’il existe C1, C2

indépendants de h tel que pour n ≥ 2h−2, on a C1,n ≤ C1γ
n−2h−2 ≤ C1(1−c1h

2)−2h−2
γn ≤

C2γ
n. Comme γ ≤ 1− c0h

2, on obtient qu’il existe C indépendant de h tel que

‖(K − Ππ)n‖L∞ ≤ Cγn ≤ C(1− c0h
2)n, ∀n (3.45)

En comparant (3.41) et (3.45), on voit qu’il faut attendre n ' h−2 itération pour obtenir
la convergence, et que ceci est bien donnée par la valeur du gap. Obtenir les estimations
M ≤ c3h

−b et λN ≤ 1 − c5h
2−c correspond à obtenir des estimations de Weyl sur la

fonction de comptage des valeurs propres d’un opérateur elliptique. Noter toutefois que
sur un espace de grande dimension, la constante p d’injection de Sobolev sera très proche
de 2, donc D très grand, de sorte que l’estimation de C1,n devient très mauvaise. On a alors
intérêt à remplacer l’estimation de Sobolev (3.38) par une estimation de type Log-Sobolev

∀f ∈ EN ,
∫
|f(x)|2 log

( |f(x)|2

‖f‖2
L2

)
dπ(x) ≤ Ah−2

(
E(f, f) + h2‖f‖2

L2

)
(3.46)

Démonstration. Pour prouver la proposition 3.16, on décompose K − Ππ en somme de

trois opérateurs

K − Ππ = K1 +K2 +K3

K1(f) =
N∑
k=2

λk(f |ek)πek, K2(f) =
M∑
k=N

λk(f |ek)πek
(3.47)

Alors K1 (resp K2, resp K3) est la restriction de K au sous espace spectral associé à
l’intervalle [λN , 1[ (resp [1− δ, λN [, resp [−1 + δ, 1− δ[). Les opérateurs Kj vérifient

‖K1‖L2 ≤ γ, ‖K2‖L2 ≤ λN+1, ‖K3‖L2 ≤ 1− δ (3.48)

On a KiKj = 0 pour i 6= j, donc KKj = KjK = K2
j et pour tout n ≥ 1

(K − Ππ)n = Kn
1 +Kn

2 +Kn
3 (3.49)

On estime séparément les trois contributions dans (3.49). On a en utilisant (3.47), (3.36)
et |(f |ek)π| ≤ ‖f‖L2 ≤ ‖f‖L∞

‖(K1 +K2)n(f)‖L∞ ≤
M∑
k=2

λnk‖f‖L∞
C2,∞

λk − α
(3.50)
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d’où en utilisant (3.49) et ‖(K − Ππ)n‖L∞ = ‖Kn − Ππ‖L∞ ≤ 2

‖Kn
3 ‖L∞ ≤ 2 +

C2,∞

1− δ − α

M∑
k=2

λnk (3.51)

On obtient de même

‖Kn
2 ‖L∞ ≤

C2,∞

1− δ − α

M∑
k=N+1

λnk (3.52)

�
d’où l’estimation de la constante C2,n dans (3.43). On va maintenant améliorer l’estimation
(3.51). En utilisant (3.32), (3.48), KK3 = K2

3 , et pour tout opérateur E, ‖E‖L∞→L∞ ≤
‖E‖L2→L∞ , on obtient

‖Kp+n
3 ‖L∞→L∞ = ‖KpKn

3 ‖L∞→L∞ ≤ ‖mpKn
3 ‖L∞→L∞ + ‖KpKn

3 ‖L2→L∞

≤ αp
(

2 +
C2,∞

1− δ − α

M∑
k=2

λnk

)
+ ‖Kp‖L2→L∞‖Kn

3 ‖L2→L2

≤ αp
(

2 +
C2,∞

1− δ − α

M∑
k=2

λnk

)
+
C2,∞

1− α
(1− δ)n

(3.53)

d’où l’estimation de la constante C3,n. Pour estimer C1,n, on utilise l’estimation de Nash
(3.40). On a d’après (3.49)

‖Kn
1 ‖L∞ ≤ ‖Kn − Ππ‖L∞ + ‖Kn

2 ‖L∞ + ‖Kn
3 ‖L∞ ≤ 2 + C2,n + C3,n (3.54)

donc aussi, puisque K1 est auto-adjoint sur L2,

‖Kn
1 ‖L1 ≤ 2 + C2,n + C3,n (3.55)

Soit alors g ∈ L2(Ω, dπ) tel que ‖g‖L1 = 1. Fixons p ≥ 1 et considérons la suite (cn)n≥0

définie par
cn = ‖Kn+p

1 (g)‖2
L2 = ‖KnKp

1 (g)‖2
L2 (3.56)

Comme ‖K‖L2 = 1, la suite cn ≥ 0 est décroissante, et en utilisant (3.40) avec f =
Kn+p

1 (g) ∈ EN , ainsi que ‖f‖L1 = ‖KnKp
1 (g)‖L1 ≤ ‖Kp

1 (g)‖L1 et (3.55) on obtient

c1+1/2D
n ≤ Ah−2

(
cn − cn+1 + h2cn

)
(2 + C2,p + C3,p)

1/D (3.57)

Lemme 3.18 Soient D > 1/2 et h > 0 donnés. Soit B > 0 et cn ≥ 0 une suite
décroissante vérifiant

∀n ≥ 0, c1+1/2D
n ≤ Bh−2

(
cn − cn+1 + h2cn

)
(3.58)

Alors on a

∀n ≥ 0, cn ≤ B2D(1 + 2D)2D max(1,
(1 + h−2

1 + n

)2D

) (3.59)
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Démonstration. En posant cn = B2Dc′n, on se ramène à B = 1. D’après (3.58), on a alors

0 ≤ cn+1 ≤ cn(1 + h2 − h2c1/2D
n ) (3.60)

En particulier, c0 ≤ (1 + h−2)2D, donc puisque C = 1 + 2D > 1, (3.59) est vrai pour
n = 0. Supposons d’abord que (3.59) est vrai au rang n, avec n + 1 ≤ h−2. Si on avait

cn+1 > (C(1+h−2)
2+n

)2D, alors on aurait(C(1 + h−2)

2 + n

)2D

< cn+1 ≤ cn ≤
(C(1 + h−2)

1 + n

)2D

(3.61)

donc en utilisant (3.60)(C(1 + h−2)

2 + n

)2D

<
(C(1 + h−2)

1 + n

)2D(
1 + h2 − h2C(1 + h−2)

2 + n

)
(3.62)

ce qui équivaut à

C(1 + h2) < (n+ 2)
(
h2 + 1− (

n+ 1

n+ 2
)2D
)

(3.63)

Or la fonction x ≥ 2 → x(1− (1− 1
x
)2D) est croissante et tend vers 2D à l’infini et on a

pour n + 1 ≤ h−2, (2 + n)h2 ≤ 1 + h2. Donc (3.63) contredit C = 1 + 2D. Il en résulte
que (3.59) est vrai pour tout n ≤ h−2. Maintenant, pour n ≥ h−2, on a cn+1 ≤ cn ≤ C2D,
donc (3.59) est vrai au rang n+ 1.
Reste à étudier le cas h−2− 1 < n < h−2. Si on avait cn+1 > C2D, on aurait d’après (3.60)

C2D <
(C(1 + h−2)

1 + n

)2D

(1 + h2 − h2C) (3.64)

donc 1 < (1 + h2)2D(1 + h2 − h2C), d’où C < (1+h2)2D+1−1
h2(1+h2)2D

≤ 1 + 2D ce qui contredit à
nouveau la définition de C. �

D’après le lemme précédent, (3.56) et (3.57), on a donc pour tout n ≥ 0

‖Kn+p
1 (g)‖L2 = c1/2

n ≤ AD(2 + C2,p + C3,p)(1 + 2D)D max(1,
(1 + h−2

1 + n

)D
) (3.65)

donc

‖Kn+p
1 ‖L1→L2 ≤ AD(2 + C2,p + C3,p)(1 + 2D)D max(1,

(1 + h−2

1 + n

)D
) (3.66)

donc aussi, puisque Kn+p
1 est auto-adjoint sur L2

‖Kn+p
1 ‖L2→L∞ ≤ AD(2 + C2,p + C3,p)(1 + 2D)D max(1,

(1 + h−2

1 + n

)D
) (3.67)

et l’estimation de C1,n de (3.43) résulte de ‖K1‖L2 ≤ γ, de (3.66) et de

‖Kp+j+m
1 ‖L∞→L∞ ≤ ‖Kp+j+m

1 ‖L2→L∞ ≤ ‖Km
1 ‖L2→L2‖Kp+j

1 ‖L2→L∞ ≤ γm‖Kp+j
1 ‖L2→L∞

(3.68)
Ceci achève la preuve de la proposition 3.16.
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3.3 Le cas Ω ensemble fini

Dans cette section, Ω désigne un ensemble fini à N éléments, muni de la topologie
discrète et de la tribu des parties de Ω.

Ω = {x1, ..., xN} (3.69)

Une probabilité π sur Ω est simplement la donnée de N nombres réels π(xi) ≥ 0 tels que∑
i

π(xi) = 1 (3.70)

et un opérateur de Markov est une matrice N ×N , K = Ki,j, telle que

∀i, j Ki,j ≥ 0 et ∀i
N∑
j=1

Ki,j = 1 (3.71)

Une matrice qui vérifie (3.71) s’appelle une matrice stochastique. L’ensemble des matrices
stochastiques est un convexe fermé dont les points extrémaux sont les matrices Ki,j telles
que pour tout i, Ki,j n’est non nul que pour un seul indice j = F (i) et Ki,F (i) = 1, i.e la
matrice associée à l’application F de Ω dans Ω.

K opère sur les fonctions par

K(f)(xi) =
∑
j

Ki,jf(xj) (3.72)

et sur les probabilités par
tK(π)(xj) =

∑
i

π(xi)Ki,j (3.73)

On a
(f |g)π =

∑
f(xi)g(xi)π(xi) (3.74)

L’opérateur K est π-réversible (i.e autoadjoint sur L2(Ω, dπ)) ssi on a

∀i, j π(xi)Ki,j = π(xj)Kj,i (3.75)

On identifiera les fonctions f à des vecteurs colonnes t(f1, ...., fN) avec fi = f(xi) et les
probabilités ν à des vecteurs lignes (ν1, ..., νN) avec νi = ν(xi) et

∑
νi = 1.

Lemme 3.19 Soit K une matrice stochastique.
(i) 1 est valeur propre de K de vecteur propre associé t(1, ..., 1) = 1,
Spec(K) ⊂ {z ∈ C, |z| ≤ 1}, et si λ ∈ Spec(K) alors λ ∈ Spec(K).
(ii) L’équation (K − Id)a = 1 n’a pas de solution.

Démonstration. On a évidemment K(1) = 1. Soit λ ∈ Spec(K) et a 6= 0 tel que∑
jKi,jaj = λai. Soit i0 tel que |ai0| = supj |aj|. On a |ai0| > 0 et

|λ||ai0| ≤
∑
j

Ki0,j|aj| ≤ |ai0|
∑
j

Ki0,j = |ai0|
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ce qui prouve |λ| ≤ 1. L’invariance du spectre par conjuguaison complexe résulte du
fait que les coefficients Ki,j sont réels. Enfin, si (K − Id)a = 1, on a pour tout n ≥ 1
Kn(a) − a = n1. Or la suite de vecteurs Kn(a) − a est bornée puisque supj |Kn(a)j| ≤
supj |aj| : contradiction.

�

Exemple 3.20 Soit K la matrice stochastique (associée à la bijection 1→ 2→ 3→ 1)0 1 0
0 0 1
1 0 0

 (3.76)

On a K3 = Id et Spec(K) = {1, e2iπ/3, e4iπ/3}

Exemple 3.21 Soit K la matrice stochastique avec a > 0, c > 0, a+ c < 1a 0 1− a
c a 1− a− c
0 0 1

 (3.77)

On a det(K−λId) = (1−λ)(a−λ)2, Spec(K) = {1, a, a} et Ker(K−aId) = {t(x, y, z), x =
z = 0} qui est de dimension 1 de sorte que K n’est pas diagonalisable.

On remarquera qu’une matrice stochastique admet toujours une probabilité invariante.
En effet, comme 1 est valeur propre de K, 1 valeur propre de tK. Il existe donc une
mesure µ telle que tK(µ) = µ ; si µ = µ+ − µ− est la décomposition de µ en parties
positives et négatives, on a µ+ − µ− = tK(µ+)− tK(µ−), donc puisque tK(µ±) sont des
mesures positives, tK(µ±) = µ±+ θ, où θ est une mesure positive, et comme tK conserve
la masse totale, on obtient θ = 0. Les mesures positives µ± sont donc invariantes. Si
Ω est infini, K peut n’avoir aucune probabilité invariante ; par exemple, avec Ω = Z
l’opérateur de Markov K(g)(n + 1) = g(n) n’admet pas de probabilité invariante. On a
bien Spec(K) = Spec(tK), mais le fait que 1 ∈ Spec(tK) n’implique pas que 1 est valeur
propre de tK lorsque K opère sur un espace de dimension infinie.

A toute matrice stochastique K, on associe un graphe orienté G = G(K). Les sommets
de G sont les éléments {1, ..., N} de Ω et on trace une arête orientée de i vers j ssi Ki,j > 0.

Définition 3.22 Soit K = Ki,j une matrice stochastique.
(i) K est irréductible ssi ∀i, j, ∃n ≥ 1 Kn

i,j > 0
(ii) K est apériodique ssi ∀i, pgcd{n ≥ 1, Kn

i,i > 0} = 1

Le fait que K soit irréductible a une interprétation simple en terme du graphe G(K) :
Pour tout couple (i, j), on peut passer du sommet i au sommet j du graphe en suivant
des arêtes (orientées) du graphe.

Proposition 3.23 (Perron-Frobenius) Soit K une matrice stochastique.
(i) Si K est irréductible, K admet une unique probabilité invariante et le sous espace
caractéristique de K associé à la valeur propre 1 est de dimension 1, engendré par 1.
(ii) Si de plus K est apériodique, on a Spec(K) \ {1} ⊂ {z ∈ C, |z| < 1}.
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Démonstration. Pour (i), il s’agit juste de vérifier que 1 est valeur propre simple de K.
Soit a tel que K(a) = a. On a Kn(a) = a pour tout n ≥ 1, donc

∑
jK

n
i,jaj = ai. Soit i0

tel que |ai0| = sup |aj|. On peut supposer ai0 = 1. On a en utilisant Kn(1) = 1,

1 = ai0 = Re(
∑
j

Kn
i0,j
aj) =

∑
j

Kn
i0,j

(Re(aj)− 1) + 1 (3.78)

Puisque Kn
i0,j
≥ 0 et Re(aj) ≤ 1, on obtient pour tout n ≥ 1, j, Kn

i0,j
(1−Re(aj)) = 0. En

fixant j et en choisissant n tel que Kn
i0,j

> 0 on obtient Re(aj) = 1, et comme |aj| ≤ 1,
cela prouve aj = 1, donc a = 1.
Soit pour p ≥ 1, Ep = Ker(K − Id)p. Pour p ≥ 2 et b ∈ Ep, on a (K − Id)p−1(b) ∈ E1,
donc d’après ce qui précède (K − Id)p−1(b) = µ1, donc d’après le point (ii) du lemme
(3.19), µ = 0, donc b ∈ Ep−1. On a donc ∪p≥1Ep = E1.

Pour (ii), supposons de plus que K est apériodique. Soit λ ∈ Spec(K) avec |λ| = 1 et
λ 6= 1. Soit θ ∈]0, 2π[ tel que λ = eiθ et a 6= 0 tel que Ka = λa. Soit à nouveau i0 tel que
|ai0| = sup |aj|. On peut toujours supposer ai0 = 1. On a Kn(a) = einθa pour n ≥ 1, d’où

1 = |einθai0| ≤
∑
j

Kn
i0,j
|aj| =

∑
j

Kn
i0,j

(|aj| − 1) + 1 (3.79)

et comme K est irréductible, on obtient comme précédemment |aj| = 1 pour tout j.
Posons aj = eiφj . On a pour tout n ≥ 1∑

j 6=i0

Kn
i0,j
eiφj = einθ −Kn

i0,i0
(3.80)

Soit A = {n ≥ 1, Kn
i0,i0

> 0}. Comme K est irréductible, A est non vide, et de Kn+m
i0,i0

=∑
jK

n
i0,j
Km
j,i0
≥ Kn

i0,i0
Km
i0,i0

, on déduit que n+m ∈ A pour n,m ∈ A.

Pour n ∈ A, on a
∑

j 6=i0 K
n
i0,j

< 1, donc d’après (3.80) |einθ −Kn
i0,i0
| < 1. Il en résulte

n ∈ A =⇒ Re(einθ) > 0 (3.81)

Soit l = inf{n, n ∈ A}. Pour tout k ≥ 1 on kl ∈ A et donc d’après (3.81), klθ ∈]−π/2, π/2[
(mod 2π). Il en résulte

θ = 2πj/l avec j ∈ {1, ..., l − 1} (3.82)

Soit l = pb11 ...p
bk
k la décomposition en facteurs premiers de l. Comme K est apériodique,

pour tout j ∈ {1, ..., k}, il existe nj ∈ A non divisible par pj. Alors
∑

j(Πe6=jpe)nj = m ∈ A
n’est divisible par aucun des pj, donc est premier à l. Or en appliquant (3.81) aux
km ∈ A, on obtient comme précédemment mθ = 2πj′ avec j′ ∈ {1, ...,m − 1}, d’où
2π/θ = m/j′ = l/j, donc mj = lj′ donc m qui est premier à l divise j′ : contradiction. �

Remarque 3.24 La matrice stochastique (3.76) de l’exemple (3.20) est irréductible, mais
pas apériodique : on a pgcd{n ≥ 1, Kn

i,i > 0} = 3 pour tout i.

Le théorème suivant est une conséquence immédiate de la proposition (3.23) et de la
réduction de Jordan des matrices.
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Théorème 3.25 Soit Ω = {1, ..., N} et K une matrice stochastique sur Ω, irréductible
et apériodique. Alors K admet une unique probabilité π invariante. Le spectre de K avec
multiplicité est Spec(K) = {1, λ2, ..., λN} avec 1 > |λ2| ≥ ... ≥ |λN | et il existe des
constantes C,A telles que pour tout n on ait

sup
x
‖Kn(x, dy)− π‖V T ≤ C|λ2|nnA (3.83)

En particulier, si la matrice stochastique K est irréductible et apériodique, K est uni-
formément ergodique. La constante A qui intervient dans (3.83) se calcule à partir de la
structure des blocs de Jordan de K associés aux valeurs propres de module |λ2|.

3.4 Marche aléatoire

Rappelons qu’on note X = ΩN∗ l’espace produit dont les éléments sont les suites infi-
nies x = (x1, ..., xj, ...) avec xj ∈ Ω, et pj : X → Ω l’application coordonnée pj(x) = xj.
On munit X de la tribu produit B (la tribu engendrée par les p−1

j (B)).

Soit K un opérateur de Markov sur Ω de noyau K(x, dy), et x0 un point de Ω. Pour
tout cylindre C de X de la forme

C = A1 × ...× AN × Ω× Ω× ..., Aj ∈ B (3.84)

on pose
Px0(C) = K(1A1K(1A2K(...K(1AN

))))(x0) (3.85)

qu’on peut écrire aussi sous la forme

Px0(C) =

∫
...

∫
A1×A2×...×An

K(x0, dx1)K(x1, dx2)...K(xN−1, dxN) (3.86)

On vérifie aisémment que C → Px0(C) est une mesure positive additive sur l’algèbre des
cylindres, et bien sur que Px0(X) = 1.

Pour tout élément (x1, ..., xj, ...) de X, on dit que (x0, x1, ..., xj, ...) est une marche
aléatoire issue de x0, et on interprète Px0(C) comme la probabilité pour qu’on ait x1 ∈
A1, ..., xN ∈ AN , qu’on note

Px0(x1 ∈ A1, ..., xN ∈ AN) = Px0(C) (3.87)

Par exemple, on a d’après (3.85)

Px0(xn ∈ A) =

∫
A

Kn(x0, dy) (3.88)

qui est la probabilité pour que le nième terme de la marche appartienne à A. Il existe alors
une unique probabilité Px0 sur (X,B) qui vérifie (3.85) pour tout cylindre C. référence.
On remarquera qu’une marche aléatoire n’est pas une marche, mais une probabilité sur
l’espace des trajectoires. Les probabilistes appelent châıne de Markov la suite x1, ..., xn, ...
de variables aléatoires sur X.

Lorsque K(f) = (
∫
fdπ)1 pour une probabilité π sur Ω, on retrouve simplement

Px0 = π∞, la probabilité produit.
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Théorème 3.26 (Markov Chain Monte Carlo) Soit K un opérateur de Markov sur
Ω, x0 un point de Ω et Px0 la probabilité associée sur X. On suppose que K admet une
unique probabilité invariante π et qu’on a limn→∞ ‖(K−Ππ)n‖L∞ = 0, i.e on suppose que
K est uniformément ergodique.
Soit f ∈ L1(Ω, dπ). Pour Px0 presque toute suite x ∈ X on a

lim
N→∞

1

N

j=N∑
j=1

f(xj) =

∫
Ω

fdπ (3.89)

On remarquera que les variables aléatoires fj(x) = f(xj) ne sont pas en général
indépendantes sur X, mais que les corrélations entre fj et fj+n tendent vers zéro quand
n → ∞. Ce théorème est valable sous des conditions bien plus faibles que l’uniforme
ergodicité et il existe aussi dans ce cadre des versions du théorème de la limite centrale.
Pour une preuve de ce théorème, voir [Num84] et aussi [Tie94].

Un exemple typique de marche aléatoire associée à un noyau de Markov est le suivant.

Soit Ω un espace métrique, d(x, y) la distance sur Ω, B la tribu engendrée par les
ouverts de Ω, et µ une mesure positive sur (Ω,B). On suppose que pour tout x ∈ Ω et
tout h > 0, on a

0 < µ(B(x, h)) <∞ (3.90)

où B(x, h) = {y ∈ Ω, d(y, x) < h} est la boule ouverte de centre x et de rayon h. On fixe
h > 0 et considère le noyau de Markov

Kh(x, dy) =
1B(x,h)(y)

µ(B(x, h))
dµ(y) (3.91)

associé à l’opérateur

Kh(f)(x) =
1

µ(B(x, h))

∫
d(y,x)<h

f(y)dµ(y) (3.92)

La marche aléatoire correspondante est simplissime : si la marche est au point xn, on
choisit un point y ∈ B(x, h) uniforme pour µ, et on pose xn+1 = y.

Lorsque µ est une probabilité sur Ω, Kh est π-réversible pour la probabilité (qui dépend
de h)

dπ(x) =
µ(B(x, h))

Zh
dµ(x)

Zh =

∫ ∫
d(x,y)<h

dµ(x)dµ(y) > 0
(3.93)

La forme de Dirichlet et le laplacien associés sont

Eh(f, f) =
1

2Zh

∫ ∫
d(x,y)<h

|f(x)− f(y)|2dµ(x)dµ(y)

|4h|(f)(x) =
1

µ(B(x, h))

∫
d(y,x)<h

(f(x)− f(y))dµ(y)

(3.94)
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et la formule d’intégration par parties s’écrit

(|4h|f |g)π = Eh(f, g) (3.95)

Comprendre la théorie spectrale de Kh, la structure de l’algèbre des opérateurs en-
gendrée par Kh et les multiplicateurs par des fonctions, le comportement de cette marche
quand h→ 0, ..., autant de questions qui peuvent être simples ou difficiles en fonction de
la nature de l’espace métrique mesuré Ω.

Voici un exemple simple associé à la discrétisation par différences finies de l’opérateur
f → f ′′. On étudiera dans la section 5 un exemple analogue dans le cadre plus général du
laplacien sur une variété riemannienne.

Soit U le disque unité complexe U = {z ∈ C, |z| = 1} qu’on identifie à R/Z par
θ ∈ R/Z 7→ z = e2iπθ ∈ U . Pour N ≥ 2 soit ΩN = Ω = {z ∈ C, zN = 1} = {x1, ...xN} avec
xj = e2iπj/N . On pose h = 1/N . On note, pour k ∈ Z, ek la fonction sur U , ek(z) = zk.
Les restrictions des ek à Ω pour 0 ≤ k ≤ N − 1 forment une base des fonctions sur Ω, et
ek|Ω = ek+N |Ω pour tout k ∈ Z. Soit π la probabilité uniforme sur ΩN , i.e π(xj) = 1/N
pour tout j, et Kh le noyau de Markov défini par

Kh(f)(xj) =
1

3
(f(xj−1) + f(xj) + f(xj+1)) (3.96)

Alors Kh est π-réversible, et on a

Kh(ek) = (
1 + 2 cos(2πk/N)

3
)ek (3.97)

de sorte que

Spec(Kh) = {1 + 2 cos(2πhk)

3
, k = 0, ..., N − 1}.

En particulier, on a

Spec(K) ⊂ [−1/3, 1] et gap =
2

3
(1− cos(2hπ)) (3.98)

On a pour toute fonction régulière f(θ), θ ∈ R/Z, en notant aussi f par abus sa restriction
à ΩN

|4h|(f) = (Id−K)(f) = −1

3
h2f ′′ +O(h3) (3.99)

Pour tout t ∈ [0,∞[ on a, en désignant par Ent(x) ∈]x− 1, x] la partie entière de x

lim
h→0

K
Ent(t/h2)
h (ek) = lim

h→0
(
1 + 2 cos(2πhk)

3
)Ent(t/h

2)ek = e−
t
3

4π2k2

ek (3.100)

Lorsque h → 0 l’opérateur K
Ent(t/h2)
h converge donc vers le noyau de la chaleur e

t
3
4 sur

U ' R/Z. On prouve aussi facilement que la marche aléatoire associée converge vers le
mouvement brownien sur le cercle.
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4 Algorithme de Metropolis

4.1 Description de l’algorithme

Soit Ω un espace métrique localement compact et dénombrable à l’infini, et B la tribu
des boreliens sur Ω. Soit µ une mesure de Borel positive sur (Ω,B). Soit enfin ρ(x) ∈ [0,∞[
une densité sur Ω telle que dπ = ρ(x)dµ soit une probabilité, i.e∫

Ω

ρ(x)dµ = 1 (4.1)

L’algorithme de Metropolis construit une châıne de Markov qui admet π comme mesure
d’équilibre. Il s’agit donc d’une méthode MCMC dont le but est de construire un algo-
rithme qui permette de choisir un point au hasard selon π.

Pour ce faire, on se donne d’abord une fonction k(x, y) ≥ 0 mesurable sur Ω × Ω
telle que k(x, y)dµ(y) soit un noyau de Markov sur Ω. Dans la pratique, on devra savoir
choisir pour tout x un point y selon la probabilité k(x, y)dµ(y). On verra plus loin des
variantes de type N -corps pour lesquelles on travaille avec un noyau de Markov k(x, dy)
qui n’admet pas de densité par rapport à µ.

On définit ensuite le taux d’acceptation A(x, y) ≥ 0 comme suit :

A(x, y) = 1 si ρ(x)k(x, y) = 0

A(x, y) =
ρ(y)k(y, x)

ρ(x)k(x, y)
sinon

(4.2)

On définit alors l’opérateur de Metropolis M par

M(f)(x) = m(x)f(x) +

∫
Ω

k(x, y) min(1, A(x, y))f(y)dµ(y)

m(x) = 1−
∫

Ω

k(x, y) min(1, A(x, y))dµ(y) ∈ [0, 1]

(4.3)

Par définition, on a pour ρ(x) > 0, k(x, y) min(1, A(x, y)) = min(k(x, y), ρ(y)k(y,x)
ρ(x)

) et

lorsque ρ(x) = 0, k(x, y) min(1, A(x, y)) = k(x, y) .

On a par construction M(1) = 1, M(f) ≥ 0 si f ≥ 0 et le noyau associé à M est

M(x, dy) = m(x)δy=x + k(x, y) min(1, A(x, y))dµ(y) (4.4)

Pour tout borelien B, x→ m(x,B) est mesurable, et on a

M(x,B) = m(x)1B(x) +

∫
B

k(x, y) min(1, A(x, y))dµ(y) (4.5)

le fait que l’opérateur markovien M soit de type Feller, c’est à dire vérifie M(f) ∈
C0
b (Ω) pour f ∈ C0

b (Ω), dépend évidemment des données µ, k(x, y).
L’interprétation algorithmique en terme de marche aléatoire de l’opérateur markovien

M est simple : supposons que la marche soit au point xn.
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– 1. On choisit y selon k(xn, y)dµ.
– 2. Si A(xn, y) ≥ 1, on pose xn+1 = y.
– 3. Si A(xn, y) < 1, on tire à pile ou face avec probabilité de gagner égale à A(xn, y).

– Si on gagne, on pose xn+1 = y.
– Si on perd, on pose xn+1 = xn.

Il est donc facile d’implémenter sur machine cet algorithme, dès qu’on dispose d’une
méthode qui permette de réaliser le point 1 : choisir y selon k(xn, y)dµ. Le point clé de cet
algorithme est que même si le noyau de Markov k(xn, y)dµ utilisé dans l’étape 1. n’a rien
à voir avec la probabilité π qu’on souhaite échantillonner, l’introduction du taux d’accep-
tation donné par (4.2) va permettre d’assurer que π est une probabilité d’équilibre pour
le noyau de Markov M(x, dy). Un point fondamental de cet algorithme est qu’à chaque
étape, on a, en général, une probabilité non nulle de ne pas se déplacer (des variantes
de l’algorithme de Metropolis, de type dynamique moléculaire, sont telles qu’à chaque
étape de l’algorithme, on peut suivre un champ de vecteur déterministe X pendant un
certain temps). Cela introduit des difficultés notables, puisqu’on perd le phénomène de
régularisation locale des diffusions elliptiques ou hypo-elliptiques. D’une certaine manière,
cet algorithme interpole entre mouvement déterminisme (ici, rester sur place), et mou-
vement stochastique (se déplacer aléatoirement). Cela se voit très bien sur la formule
(4.3) qui écrit l’opérateur de Metropolis comme la somme de deux termes : l’opérateur de
multiplication par la fonction m (composante déterministe), et l’opérateur de moyenne
pondérée sur Ω (composante stochastique). C’est le point remarquable de cet algorithme.

Lemme 4.1 M est π-réversible, et donc π est invariante par M .

Démonstration. On a

(M(f)|g)π =∫
f(x)g(x)m(x)ρ(x)dµ(x) +

∫ ∫
k(x, y) min(1, A(x, y))f(y)g(x)ρ(x)dµ(y)dµ(x)

(4.6)

et par construction k(x, y) min(1, A(x, y))ρ(x) = min(ρ(x)k(x, y), ρ(y)k(y, x)) qui est réel
et symétrique en x, y, donc (M(f)|g)π = (f |M(g))π. �

Lemme 4.2 La forme de Dirichlet associée à M est

E(f, f) = ((Id−M)f |f)π

=
1

2

∫ ∫
|f(x)− f(y)|2 min(ρ(x)k(x, y), ρ(y)k(y, x))dµ(y)dµ(x)

(4.7)

Démonstration. Immédiat par ce qui précède. �

Le choix du noyau de Markov k(x, dy) va évidemment influer les performances de
l’algorithme. On parle d’algorithme local lorsque k(x, dy) n’autorise que des déplacements
en des points y voisins de x, et d’algorithme global sinon. La première chose à faire pour



Metropolis 29

étudier cet algorithme est de savoir s’il vérifie une inégalité de Poincaré, et d’estimer le
gap. L’inégalité de Poincaré s’écrit∫ ∫

|f(x)− f(y)|2ρ(y)ρ(x)dµ(y)dµ(x)

≤ A

∫ ∫
|f(x)− f(y)|2 min(ρ(x)k(x, y), ρ(y)k(y, x))dµ(y)dµ(x)

(4.8)

En particulier, si on sait minorer k(x, y) par une fonction p(x, y) qui est telle que l’inégalité
(4.8) est vraie avec p en place de k, alors (4.8) est trivialement vrai.

Plus généralement, pour démontrer une telle inégalité, on peut d’abord utiliser le
lemme 3.10, i.e montrer que Mn vérifie une inégalité de Poincaré pour un certain n ≥
1. En effet, il y a de bonnes chances que le noyau de Mn admette une minoration
plus intéressante que le noyau de M . En minorant le noyau de Markov Mn(x, dy) ≥
p(x, y)dµ(y) avec une fonction p(x, y) ≥ 0 telle que

∫
p(x, y)dµ(y) ≤ 1, on se ramène en

utilisant (3.10), à prouver une inégalité de la forme∫ ∫
|f(x)− f(y)|2ρ(y)ρ(x)dµ(y)dµ(x) ≤ C

∫ ∫
|f(x)− f(y)|2p(x, y)ρ(x)dµ(y)dµ(x)

(4.9)
Si la fonction p(x, y) est nulle (ou trop petite) lorsque les points x et y ne sont pas proches,
on peut enfin essayer de prouver cette dernière inégalité par un argument de chemins : pour
tout couple (x, y) on choisit des points intermédiaires z0(x, y) = x, z1(x, y), ..., zN(x, y) =
y, avec zj proche de zj+1, et on utilise

|f(x)− f(y)|2 ≤
√
N
∑
j

|f(zj)− f(zj+1)|2 (4.10)

ce qui ramène à vérifier

∫ ∫
|f(zj(x, y))−f(zj+1(x, y))|2dπ(y)dπ(x) ≤ C

∫ ∫
|f(x)−f(y)|2p(x, y)ρ(x)dµ(y)dµ(x)

(4.11)
Si (x, y) 7→ (zj(x, y), zj+1(x, y)) est une application raisonnable, on pourra alors effectuer
le changement de variables (x, y) 7→ (zj(x, y), zj+1(x, y)) dans le membre de gauche, et
donc relocaliser le problème sur le support de p. Evidemment, rien n’assure que ce type
de méthode donne autre chose qu’une borne inférieure sur le gap.

4.2 Algorithme de Metropolis de type N-corps

Dans les applications, on rencontre souvent la situation suivante, avec N entier :

- Y est un espace métrique localement compacte et dénombrable à l’infini.
- Z est un fermé de Y N .
- Ω est un ouvert de Z.

Pour j ∈ {1, ..., N} et y = (y1, ..., yN) ∈ Y N , on note yj = (y1, ..., yj−1, yj+1, ..., yN) ∈
Y N−1, et aussi y = (yj, yj). Pour x ∈ Ω, on pose

Ωx,j = {y ∈ Y, (xj, y) ∈ Ω} ⊂ Y (4.12)
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Evidemment, si x = (xj, xj), on a xj ∈ Ωx,j. On suppose que pour tout j ∈ {1, ..., N},
il existe une probabilité dνj sur Y N−1, et pour tout x ∈ Ω une probabilité dπxj sur Ωx,j,
dépendante de xj, telles qu’on ait∫

Ω

f(x)dπ(x) =

∫
Y N−1

(∫
Ωx,j

f(xj, z)dπxj(z)
)
dνj(xj) (4.13)

En d’autres termes, dπxj est une probabilité conditionnelle, toutes les coordonnées de
x ∈ Ω étant fixées, sauf la jième. L’opérateur de Metropolis de type N -corps est un
opérateur de la forme

M(f)(x) =
1

N

N∑
j=1

Mxj(f)(xj, xj) (4.14)

où Mxj est un opérateur de Metropolis sur Ωx,j, qui échantillonne la probabilité dπxj .

La marche associée est donc la suivante :
Si la marche est au point x ∈ Ω, on choisit un j ∈ {1, ..., N} au hasard pour la probabilité
uniforme. On a alors x = (xj, xj), et on ne modifie que la coordonnée xj en utilisant un
algorithme de Metropolis sur la tranche Ωx,j de Ω.

4.3 Exemples

A. L’exemple historique.
Soit Q =]0, 1[2 le carré unité ouvert dans le plan. On souhaite placer au hasard N disques
fermés de rayon ε > 0 dans Q, de sorte que 2 disques quelconques ne s’interceptent pas.
L’espace de configuration est l’ouvert C de R2N

C = CN,ε = {x = (x1, ..., xN), xj ∈]ε, 1− ε[2, ∀i 6= j dist(xi, xj) > 2ε} (4.15)

Les xj sont les centres des disques, et on munit C de la mesure de Lebesgue. Dans cet
exemple, il faut garder à l’esprit que ε peut être très petit et N très grand. Choisir un
point au hasard dans C est alors hautement non trivial. On peut bien sur travailler aussi
en dimension 3 avec Q =]0, 1[3, et avec des sphères à la place des disques, mais si on pense
ainsi modéliser une répartition de molécules dans une bôıte, le nombre d’Avogadro, i.e
le nombre d’atomes dans 12 grammes de carbone-12 étant NA = 6.022141 × 1023 mol−1,
la dimension d = 3N de C est gigantesque. Même pour des valeurs beaucoup plus pe-
tites de N , la complexité numérique de ce problème reste hors de portée des méthodes
déterministes.

La structure topologique et métrique de l’espace de configuration C est très mal connue.
C’est un ouvert borné semi-algébrique de R2N , évidemment non vide dès que la densité
de disques Nπε2 = δ n’est pas trop grande, dont l’ahérence est contenue dans

Cf = CfN,ε = {x = (x1, ..., xN), xj ∈ [ε, 1− ε]2, ∀i 6= j dist(xi, xj) ≥ 2ε} (4.16)

On peut avoir C 6= Cf , et Cf peut avoir des composantes connexes d’intérieur vide, dès que
2Nε = µ est grand avec δ arbitrairement petit (voir [Kah09]). Comme on a CfN,ε ⊂ CN,ε′
pour ε′ < ε, il en résulte qu’il est faux ( !) que C soit un ouvert connexe si la densité δ
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est assez petite. Dans [DLM08] il est prouvé que le bord de C est lipschitz lorsque µ est
assez petit, mais il y a des singularités de type cusp dans le bord de C par exemple pour
des valeurs de µ proches de 1.

L’intérêt de cet exemple est qu’il est censé être un modèle qui permettrait de com-
prendre la nature des transitions de phase liquide-solide (voir [Rad08]). Beaucoup de tests
numériques ont été effectués sur ce modèle (voir [Kra09]). Ils semblent confirmer une tran-
sition de phase pour des valeurs de la densité δ des disques de l’ordre de 0.7, la densité
maximale de remplissage étant δ = π

2
√

3
' 0.9, lorsque les disques de rayon ε petit sont

centrés sur le réseau hexagonal. Mais en fait, malgré 50 ans d’effort, on ne sait pratique-
ment pas grand chose...

L’algorithme de Metropolis et al. [MRR+53] est le suivant :
On part d’une configuration admissible de disques x = (x1, ..., xN) ∈ C. On choisit un
j au hasard pour la mesure uniforme sur {1,...,N} et on choisit un y ∈]ε, 1 − ε[2 au
hasard pour la mesure de Lebesgue (on sait faire). On remplace xj par y. Si le nouveau
point de R2N , x′ = (x1, ..., xj−1, y, xj+1, ..., xN) est dans C, on va en x′, sinon, on reste en x.

Il s’agit donc d’un algorithme de Metropolis global et de type N -corps.

B. Mesure de Gibbs.
Soit Ω = Rd et dµ = dx =la mesure de Lebesgue. Soit U(x) une fonction sur Rd telle que
e−U(x) soit intégrable. Posons

Z =

∫
e−U(x)dx (4.17)

On appelle Z la fonction de partition (lorsque U dépend de paramètres auxiliaires, par
exemple la température, Z est fonction de ces paramètres). En pratique, Z est souvent
incalculable. On définit la densité de probabilité π(x) par

π(x) =
1

Z
e−U(x) (4.18)

Enfin, on choisit une fonction ϕ(x) ≥ 0 sur Rd, symétrique (ϕ(x) = ϕ(−x)) et d’intégrale
1,
∫
ϕ(x)dx = 1. On définit alors k(x, y) par

k(x, y) = ϕ(x− y) (4.19)

Le taux d’acceptation de l’algorithme de Metropolis est

A(x, y) =
π(y)

π(x)
= e−(U(y)−U(x)) si ϕ(x− y) 6= 0, A(x, y) = 1 si ϕ(x− y) = 0 (4.20)

et le point fondamental est que ce taux d’acceptation ne dépend pas de Z, mais seulement
de la fonction U qu’on sait calculer en pratique.

Dans les applications à la physique statistique, la variable sans dimension x repère les
états possibles du système physique. On a

U(x) = H(x)/kT (4.21)
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où H(x) est l’énergie du système dans l’état x, k = 1.3806503 10−23kgm2s−2K−1 est la
constante de Boltzmann et T la température mesurée en Kelvin. Il est illusoire de vouloir
calculer näıvement la fonction de partition Z(T ) pour un système à N particules.

La probabilité π(x)dx = 1
Z(T )

e−H(x)/kTdx s’appelle la distribution de Gibbs ou de
Boltzmann. L’énergie interne du système est

< H >= Eπ(H) =
1

Z(T )

∫
H(x)e−H(x)/kTdx (4.22)

L’énergie libre F est définie par

F = −kT log(Z(T )) (4.23)

et l’entropie du système est par définition

S = (< H > −F )/T (4.24)

La chaleur spécifique C est la quantité macroscopique

C = ∂T < H >=
1

kT 2
varπ(H) (4.25)

Les transitions de phases correspondent à des variations très rapides de la fonction de
partition T → Z(T ). En posant β = 1/kT , on a trivialement

∂β logZ = − < H > (4.26)

de sorte que le calcul de l’énergie interne < H >= Eπ(H) du système permet de calculer
les variations de Z(T ). Or d’après le théorème 3.26, le calcul de l’espérance Eπ(H) peut
être effectué par une méthode de type Monte-Carlo fondée sur un algorithme de type
Metropolis. On remarquera que pour un système à N particules, même si à N fixé, Z(T )
est analytique en T , son comportement pour N grand peut ressembler à celui d’une
fonction discontinue pour des valeurs d̂ıtes critiques de la température.

C. Métropolis sur un ouvert borné.
Soit Ω un ouvert borné de Rd, ρ(x) ≥ 0 une densité de probabilité sur Ω, et dπ = ρ(x)dx
la probabilité associée.

Lorsque ρ(x) = 1Ω(x)/V ol(Ω) est la densité uniforme, une méthode simple pour choisir
un point au hasard dans Ω consiste à choisir une boite Q = Πd

i=1[ai, bi] qui contienne
Ω et à implémenter l’algorithme de Metropolis correspondant au choix k(x, y) =

1Q
V ol(Q)

.
Essentiellement, cela revient à faire tomber des points au hasard dans Q, et à ne conserver
que ceux qui tombent dans Ω. Le taux d’acceptation est alors

A(x, y) = 1Q\Ω(x) + 1Ω(x)1Ω(y) (4.27)

L’algorithme s’écrit :

Si la marche aléatoire est en xn ∈ Q, on choisit y pour la mesure uniforme dans le
cube Q (on sait faire),
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– si xn /∈ Ω ou y ∈ Ω on va en y, xn+1 = y
– si xn ∈ Ω et y /∈ Ω on reste en xn, xn+1 = xn.
On remarquera que dès que la marche est rentrée dans Ω, elle ne peut plus en sortir.

Pour faire tourner cet algorithme, il n’est pas nécessaire de connâıtre le volume de Ω. Le
noyau markovien associé est de type Metropolis

M(f)(x) = 1Ω(x)(1− V ol(Ω)

V ol(Q)
)f(x) +

1Ω(x)

V ol(Q)

∫
Ω

f(y)dy +
1Q\Ω(x)

V ol(Q)

∫
Q

f(y)dy (4.28)

En décomposant toute fonction f sur Q en f = g + h, avec g = 1Ωf et h = 1Q\Ωf , on
écrit M sous forme matricielle

M =

(
A 0
B D

)
(4.29)

Avec C = V ol(Ω)
V ol(Q)

, on a

A(g) = (1− C)g + C

∫
Ω

gdπ, B(g) = C

∫
Ω

gdπ, D(h) =
1

V ol(Q)

∫
Q\Ω

hdx (4.30)

Si on se restreint à choisir le point de départ de la marche dans Ω, seul le noyau de
Markov A opérant sur L∞(Ω) intervient. Comme A = (1 − C)Id + CΠπ, on a gap = C,
Spec(A) = {1− C, 1} et on obtient d’après (3.21), en utilisant (Id− Ππ)n = Id− Ππ

sup
x∈Ω
‖(tA)n(δy=x)− π‖V T =

1

2
‖(1− C)n(Id− Ππ)‖L∞(Ω) = (1− C)n (4.31)

Il est donc clair que cette méthode est désastreuse si C = V ol(Ω)
V ol(Q)

est trop petit. Evidem-

ment, si V ol(Ω) est très petit devant V ol(Q), en faisant tomber des points au hasard dans
Q, il y a peu de chances qu’ils tombent dans Ω ! Par exemple, si Ω est la boule unité de
R2m, on a V ol(Ω) = πm

m!
, le volume du cube standard qui contient la boule unité est 22m,

et C = πm

4mm!
est bien trop petit dès que m est grand.

L’algorithme précédent est de type global. Voici un algorithme local pour échantillonner
une probabilité dπ = ρ(x)dx sur l’ouvert borné Ω de Rd, avec ρ > 0 sur Ω.

On se donne une fonction ϕ(x) ≥ 0 sur Rd, radiale, telle que
∫
ϕ(x)dx = 1. Ce peut

être une gaussienne, la fonction caractéristique d’une boule... On pose ϕh(x) = h−dϕ(x
h
)

et on définit alors l’opérateur de Metropolis Mh par

Mh(f)(x) = mh(x)f(x) +

∫
Ω

ϕh(x− y) min(1, ρ(y)/ρ(x))f(y)dy

mh(x) = 1−
∫

Ω

ϕh(x− y) min(1, ρ(y)/ρ(x))dy

(4.32)

L’algorithme pour construire le point xn+1 de la marche, la marche étant en xn ∈ Ω,
est le suivant.

1. On choisit un point y de Rd pour la probabilité h−dϕ(xn−y
h

)dy.
2. Si y /∈ Ω, on pose xn+1 = xn.
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3. Si y ∈ Ω et ρ(y) ≥ ρ(x), on pose xn+1 = y.
4. Si y ∈ Ω et ρ(y) < ρ(x), on tire à pile ou face avec probabilité de gagner ρ(y)/ρ(x) ; si
on gagne, on pose xn+1 = y, si on perd on pose xn+1 = xn.

On trouvera dans [DLM08] des résultats sur cet algorithme, lorsque le bord de Ω est
lipschitz, et la fonction ρ lisse sur Ω. En particulier, on a le fait que pour h petit, la
convergence vers l’équilibre est contrôlée par la première valeur propre non triviale de
l’opérateur elliptique

−4+
∇(ρ)

ρ
∇ (4.33)

avec conditions de Neumann au bord, qui est le laplacien associé à la forme de Dirichlet∫
Ω

|∇f |2ρ(x)dx (4.34)

On remarquera que le fait que le bord de Ω soit lipschitz assure qu’il existe c < 1 tel
que mh(x) ≤ c pour tout x ∈ Ω et tout h assez petit. On trouvera aussi dans [DL09] des
résultats beaucoup plus précis dans le cas Ω =]− 1, 1[, ρ = 1/2, et où on constate que les
phénomènes de bord en x = ±1 ne sont pas triviaux.

D. Marche aléatoire sur un espace métrique mesuré.
Reprenons l’exemple de la marche aléatoire sur un espace métrique mesuré (Ω,B, µ) avec
µ une probabilité. D’après (3.93), µ n’est pas en général invariante. On peut appliquer
à cette marche la stratégie de Metropolis pour rendre µ invariante et Kh µ-réversible. Il
suffit de poser

Mh(f)(x) = mh(x)f(x) +

∫
d(y,x)<h

min(
1

µ(B(x, h))
,

1

µ(B(y, h))
)f(y)dµ(y)

mh(x) = 1−
∫
d(y,x)<h

min(
1

µ(B(x, h))
,

1

µ(B(y, h))
)dµ(y)

(4.35)

La marche associée est la suivante : si la marche est en xn, on choisit y ∈ B(x, h)
uniforme pour µ. Si µ(B(y, h)) ≥ µ(B(x, h)), on pose xn+1 = y, sinon, on tire à pile ou
face avec probabilité de gagner µ(B(y, h))/µ(B(x, h)). Si on gagne, on pose xn+1 = y, si
on perd, on pose xn+1 = xn.

4.4 Quelques problèmes ouverts

– 1. La théorie spectrale des opérateurs de type Metropolis n’est pas bien connue :
structure du spectre loin de 1, formules de Weyl précises près de 1...

– 2. Pour un algorithme de Metropolis dans un ouvert borné Ω, le comportement des
fonctions propres près du bord de Ω fait apparâıtre des phénomènes de couches
limites qui restent à analyser.

– 3. La régularité des fonctions propres.
– 4. Que peut-on dire de la convergence vers la mesure invariante lorsque 1 est dans

le spectre essentiel de M ?
– 5. Last but not least, pour les algorithmes à N corps, étudier l’asymptotique N

grand.
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5 Marche aléatoire sur une variété

5.1 Marche aléatoire et laplacien

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, connexe, de dimension d, dgx sa forme
volume canonique, et dg(x, y) la distance riemannienne sur M×M . Pour x ∈M et h > 0,
soit B(x, h) = {y, dg(x, y) < h} la boule de rayon h centrée en x, et |B(x, h)| =

∫
B(x,h)

dgy

son volume. Pour tout h > 0, on note Kh l’opérateur Markovien

(Khf)(x) =
1

|B(x, h)|

∫
B(x,h)

f(y)dgy (5.1)

Alors Kh est réversible pour la probabilité, qui dépend de h,

dνh =
|B(x, h)|
Zhcdhd

dgx (5.2)

où cd est le volume de la boule unitée de Rd. On a pour h petit

|B(x, h)| = cdh
d
(

1− S(x)

6(d+ 2)
h2 + 0(h3)

)
(5.3)

où S(x) est la courbure scalaire en x, i.e la trace du tenseur de Ricci. La constante de
normalisation Zh est telle que dνh(M) = 1. Pour h petit, dνh est proche de dgx/V ol(M) et
Zh proche de V ol(M). Les espaces de Hilbert L2(M,dνh) et L2(M,dgx) sont égaux en tant
qu’espaces vectoriels, et leurs normes sont uniformément en h équivalentes. L’opérateur
Kh est compact sur L2(M,dνh). On note

0 < ... ≤ µk+1(h) ≤ µk(h) ≤ ...µ1(h) < µ0(h) = 1 (5.4)

la suite décroissante des valeurs propres positives, avec multiplicitée, de Kh (Kh a aussi
des valeurs propres négatives si h est assez petit). L’inégalité µ1(h) < µ0(h), qui équivaut
au fait que, à h fixé, Kh vérifie une inégalité de Poincaré, est trivialement conséquence
de la compacité de Kh et de la connexité de M : Si Kh(f) = f , on a E(f, f) = 0, donc
d’après (3.10), f(x) = f(y) p.p pour dg(x, y) < h, donc f est constante.

On note Gd(ξ) la fonction de ξ ∈ Rd,

Gd(ξ) =
1

cd

∫
|y|≤1

eiyξdy (5.5)

Au facteur 1
cd

près, la fonction Gd est la transformée de Fourier de la fonction ca-

ractéristique de la boule unitée de Rd, et ne dépend que de |ξ|2. On notera Γd(s) la
fonction définie sur [0,∞[ par

Gd(ξ) = Γd(|ξ|2). (5.6)

La fonction Γd est analytique réelle, |Γd(s)| ≤ 1, et lims→∞Γd(s) = 0, puisque Gd(ξ) est
la transformée de Fourier d’une fonction réelle paire de L1 de masse totale 1. On a près
de s = 0

Γd(s) = 1− s

2(d+ 2)
+O(s2) (5.7)
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On notera aussi ∆g l’opérateur de Laplace-Beltrami sur (M, g), et par 0 = λ0 < λ1 ≤
λ2 ≤ ... ≤ λn ≤ ... le spectre de l’opérateur −∆g sur L2(M,dgx).

Le théorème suivant est démontré dans [LM].

Théorème 5.1 Soit h0 > 0 petit. 1 est valeur propre simple de Kh et il existe γ < 1 tel
que pour tout h ∈]0, h0] on a Spec(Kh) ⊂ [−γ, 1]. Il existe c0 > 0, c1 > 0 tels que

c0h
2 ≤ gap ≤ c1h

2 (5.8)

Plus précisément, pour tout L > 0, il existe C tel que pour tout h ∈]0, h0] et tout k ≤ L,
on a

|1− µk(h)

h2
− λk

2(d+ 2)
| ≤ Ch2 (5.9)

Soit |∆h| l’opérateur autoadjoint sur L2(M,dνh) défini par

1−Kh =
h2

2(d+ 2)
|∆h| (5.10)

Soit F1 et F2 les deux fermés de C, F1 = {z, dist(z, spec(−∆g)) ≤ ε},
F2 = {z,Re(z) ≥ A, |Im(z)| ≤ εRe(z)}. Soit ε > 0 petit, A > 0 grand, F = F1 ∪ F2 et
U = C \ F . Il existe C, h0 > 0 tels que pour tout h ∈]0, h0], et tout z ∈ U , on a

‖(z − |∆h|)−1 − (z + ∆g)
−1‖L2 ≤ Ch2 (5.11)

Soit pour a > 0, N(a, h) le nombre de valeurs propres de Kh comptées avec multiplicité
dans l’intervalle [a, 1]. Pour tout δ ∈]0, 1[, il existe Cδ,i indépendant de h ∈]0, h0], tel que :
Pour tout τ ∈ [0, (1− δ)h−2], N(1− τh2, h) vérifie la loi de Weyl

|N(1− τh2, h)− (2πh)−d
∫

Γd(|ξ|2x)∈[1−τh2,1]

dxdξ| ≤ Cδ,1(1 + τ)
d−1
2 (5.12)

où dxdξ est la forme volume canonique de la variété symplectique T ∗M , et |ξ|x la longueur
riemannienne du vecteur cotangent ξ au point x. En particulier, on a

N(1− τh2, h) ≤ Cδ,2(1 + τ)d/2 (5.13)

De plus, pour toute fonction propre ehk de Kh associée à la valeur propre µk(h) ∈ [δ, 1], on
a avec τk(h) = h−2(1− µk(h))

‖ehk‖L∞ ≤ Cδ,3(1 + τk(h))d/4‖ehk‖L2 . (5.14)

On remarquera que dans le cas M = (R/2πZ)d , on a l’égalité

Kh = Γd(−h2∆g) (5.15)

de sorte que les opérateurs Kh and ∆g ont exactement les mêmes fonctions propres eikx.
Dans ce cas, (et plus généralement si (M, g) est un espace symétrique), le théorème 5.1 est
élémentaire. Sur une variété générale (M, g), les deux opérateurs Kh et ∆g ne commutent
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pas et la formule 5.15 est fausse. Toutefois, on montre en utilisant des techniques pseudo-
différentielles que la formule 5.15 est ‘presque” vraie pour h petit, modulo des termes
d’ordre inférieur qui font apparâıtre les variations de la courbure de M .

La stratégie de Metropolis permet de modifier la châıne de Markov précédente, de
sorte que la nouvelle châıne admette comme probabilité invariante dµM = dgx/V ol(M),
qui ne dépend pas de h. Il suffit de poser (voir (4.35))

Mh(f)(x) = mh(x)f(x) +

∫
dg(y,x)<h

min(
1

|B(x, h)|
,

1

|B(y, h)|
)f(y)dg(y)

mh(x) = 1−
∫
dg(y,x)<h

min(
1

|B(x, h)|
,

1

|B(y, h)|
)dg(y) ∈ [0, 1[

(5.16)

L’opérateur Mh est un opérateur de Metropolis local. Il n’est évidemment pas compact,
à cause de la présence du multiplicateur mh(x), mais est auto-adjoint sur L2(M,dgx), et
donc le volume riemannien dgx est une mesure stationnaire pour Mh quel que soit h. On
remarquera que pour h petit, Mh est une petite perturbation de Kh, puisque d’après (5.3)
et (5.16) on a supx∈M mh(x) ∈ O(h3). Le théorème suivant (voir [LM]) dit que la vitesse
de convergence vers l’équilibre est estimée pour h petit, par la première valeur propre non
triviale λ1 du laplacien −∆g.

Théorème 5.2 Soit h0 > 0 petit. Il existe A tel que pour tout h ∈]0, h0] on a :

e−γ
′(h)nh2 ≤ 2 sup

x∈M
‖Mn

h (x, dy)− dµM‖TV ≤ Ae−γ(h)nh2

pour tout n (5.17)

où γ(h), γ′(h) sont deux fonctions positives telles que γ(h) ' γ′(h) ' λ1

2(d+2)
quand h→ 0.

5.2 Calcul h-pseudo-différentiel

L’étude d’une famille d’opérateurs de type Kh ou Mh fait naturellement interve-
nir le calcul h-pseudo-différentiel. Ici h est une longueur caractéristique. Les analystes
qui travaillent sur l’équation de Schrödinger de la mécanique quantique ont pris l’ha-
bitude de désigner par la lettre h leur petit paramètre. La vraie constante de Planck,
h ' 6.626 × 10−34kgm2s−1 est une action, l’énergie d’un photon de fréquence ν étant
E = hν.

La limite semi-classique consiste à étudier le régime h→ 0. En mécanique quantique,
on retrouve ainsi la mécanique classique. Dans le cadre qui est le nôtre, on trouve que dans
la limite h→ 0, la marche aléatoire associée à Mh (ou à Kh) converge vers le mouvement
brownien sur M , ce qui est facile à vérifier dans le cas plat M = (R/2πZ)d.

Pour m ∈ R, on note Sm l’ensemble des fonctions a(x, ξ, h) de classe C∞ en (x, ξ) ∈
R2d, qui dépendent de plus du paramètre h ∈]0, 1], et qui vérifient que pour tout α, β, il
existe une constante Cα,β telle que pour tout (x, ξ) ∈ R2d et tout h ∈]0, 1] on a

|∂αx∂
β
ξ a(x, ξ, h)| ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−|β| (5.18)
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Pour a ∈ Sm, on note Op(a) l’opérateur agissant sur l’espace de Schwartz S(Rd)

Op(a)(f)(x) = (2πh)−d
∫
ei(x−y)ξ/ha(x, ξ, h)f(y)dydξ (5.19)

Un opérateur de la forme (5.19) s’appelle un opérateur h-pseudo-différentiel.

Théorème 5.3 Pour tout a ∈ S0, l’opérateur Op(a) est uniformément borné en h sur
l’espace L2(Rd). De plus, on a ‖Op(a)‖L2 ≤ C où C ne dépend que d’un nombre fini de
constantes Cα,β intervenant dans (5.18)

Pour a ∈ Sm, b ∈ Sk, on a Op(a)Op(b) = Op(c) où c = a]b ∈ Sm+k est donné par
l’intégrale osccillante

c(x, ξ, h) = (2πh)−d
∫
e−izθ/ha(x, ξ + θ, h)b(x+ z, ξ, h)dzdθ (5.20)

et admet le développement asymptotique

c(x, ξ, h) =
∑
|α|<N

h|α|

i|α|α!
∂αξ a(x, ξ, h)∂αx b(x, ξ, h) + hNrN(x, ξ, h), rN ∈ Sm+l−N (5.21)

On note Smcl le sous ensemble de Sm des a(x, ξ, h) ∈ Sm tels qu’il existe une suite an(x, ξ) ∈
Sm−n, n ≥ 0, telle que pour tout N , on a

a(x, ξ, h) =
∑

0≤n<N

(h/i)nan(x, ξ) + hNrN(x, ξ, h), rn ∈ Sm−N (5.22)

D’après 2.6, on a a]b ∈ Sm+k
cl pour a ∈ Smcl et b ∈ Skcl.

Soit à présent (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension d. Dans un
système de coordonnées locales, un vecteur tangent u ∈ TxM en x à M s’écrit u =

∑
i ui∂xi

et sa longueur est

|u|2x =
∑
i,j

gi,j(x)uiuj (5.23)

L’élément de volume riemannien est donné par

dg(x) =
√
det(g)(x)dx =

√
det(gi,j)(x)dx (5.24)

Rappelons que le laplacien 4g sur M est l’opérateur différentiel d’ordre 2 qui s’écrit

4g(f) =
1√

det(g)(x)

∑
i,j

∂xi
(
gi,j(x)

√
det(g)(x)∂xj(f)

)
(5.25)

où (gi,j)(x) est la matrice inverse de la matrice (gi,j)(x).

Soit ej(x) ∈ C∞(M), j ≥ 0 une base orthonormale dans L2(M,dgx) de fonctions
propres réelles de −∆g avec −∆gej = λjej. Pour toute distribution f ∈ D′(M), les
coefficients de Fourier de f sont définis par fj =

∫
fejdgx, et on a f(x) =

∑
j fjej(x)
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où la série converge dans D′(M). Pour s ∈ R, soit Hs(M) = (1 − ∆g)
−s/2L2(M,dgx)

l’espace de Sobolev usuel sur M . pour f ∈ D′(M), on a f ∈ Hs(M) ssi ‖f‖2
Hs(M) =∑

j(1 + λj)
s|fj|2 <∞. On utilise aussi les normes semi-classique définies par

‖f‖2
h,s =

∑
j

(1 + h2λj)
s|fj|2 (5.26)

Une famille d’opérateurs Rh, h ∈]0, 1], agissant sur l’espace des distributions D′(M)
est d̂ıte régularisante si pour tout s, t, N , Rh envoie Hs(M) dans H t(M) et il existe des
constantes Cs,t,N telles que pour tout h ∈]0, 1] on a

‖Rh(f)‖Ht(M) ≤ Cs,t,Nh
N‖Rh(f)‖Hs(M) (5.27)

Définition 5.4 On dit qu’une famille d’opérateurs Ah, h ∈]0, 1], agissant sur l’espace
des distributions D′(M), appartient à l’espace Emcl des opérateurs h-pseudo-différentiels
classiques d’ordre m, ssi pour tout x0 ∈ M , il existe un ouvert de carte U centré en x0

et deux fonctions ϕ, ψ ∈ C∞0 (U) égales à 1 près de x0, avec ψ égale à 1 au voisinage du
support de ϕ, tels qu’on a

Ahϕ = ψAhϕ+Rh

avec Rh régularisant et il existe a '
∑

n≥0(h/i)nan(x, ξ) ∈ Smcl , tel que dans la carte locale
U , on a ψAhϕ = Op(a).

Le symbole principal de Ah, σ0(Ah)(x, ξ), est par définition le premier terme a0(x, ξ)
du développement de a(x, ξ, h). C’est une fonction C∞ bien définie sur l’espace cotangent
à M , T ∗M , caractérisée par le fait que pour toute fonction ϕ ∈ C∞(M), on a

e−iϕ(x)/hAh(e
iϕ(x)/h) = σ0(Ah)(x, dϕ(x)) +O(h) (5.28)

On note Ecl = ∪m∈REmcl l’algèbre des opérateurs h-pseudo-differentiels classiques sur M .
Pour Ah ∈ Emcl et Bh ∈ Ekcl, on a AhBh ∈ Em+k

cl , σ0(AhBh) = σ0(Ah)σ0(Bh). Le commuta-
teur [Ah, Bh] = AhBh −BhAh vérifie [Ah, Bh] ∈ hEm+k−1

cl . On a

σ0(
i

h
[Ah, Bh]) = {σ0(Ah), σ0(Bh)}

où {f, g}(x) =
∑

i
∂f
∂ξi

∂g
∂xi
− ∂f

∂xi

∂g
∂ξi

est le crochet de Poisson. Si Ah ∈ Emcl , son adjoint A∗h
vérifie A∗h ∈ Emcl , et on a σ0(A∗h) = σ0(Ah). Enfin si Ah ∈ Emcl , pour tout s ∈ R, il existe Cs
indépendant de h ∈]0, 1] tel que

‖Ahf‖h,s−m ≤ Cs‖f‖h,s ∀f ∈ Hs(M) (5.29)

Lemme 5.5 Soit Ah ∈ E0
cl vérifiant pour un c > 0, inf(x,ξ)∈T ∗M |σ0(Ah(x, ξ))| ≥ c. Alors

il existe h0 > 0 tel que pour tout h ∈]0, h0] l’opérateur Ah est inversible sur L2(M) et son
inverse A−1

h appartient à E0
cl.
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L’opérateur −h24g appartient à E2
cl et son symbole principal est

σ0(−h24g) = |ξ|2x =
∑
i,j

gi,j(x)ξiξj (5.30)

où |ξ|x est la longueur riemannienne du covecteur ξ =
∑

i ξjdxj ∈ T ∗xM . Rappelons aussi

que pour toute fonction Φ ∈ C∞0 ([0,∞[), l’opérateur Φ(−h2∆g) défini par

Φ(−h2∆g)(f) =
∑
j

Φ(h2λj)fjej(x) (5.31)

appartient à E−∞cl = ∩mEmcl , et que son symbole principal est donné par

σ0(Φ(−h2∆g))(x, ξ) = Φ(|ξ|2x) (5.32)

Pour l’étude d’opérateurs de type Kh, on a besoin d’étendre un peu la définition
des opérateurs h-pseudo-differentiel. En effet un opérateur tel que Kh ne se comporte
pas comme un opérateur h-pseudo-differentiel à des échelles très petites devant h (il se
comporte comme une somme d’opérateurs intégraux de Fourier). Techniquement, cela
entrâıne qu’on a pas le contrôle des hautes fréquences donné par (5.18) pour |ξ| → ∞. Ce
point n’a de conséquences que pour l’étude de la théorie spectrale de Kh près de la valeur
spectrale 0, et donc est sans importance dans l’analyse de la châıne de Markov associée.

Définition 5.6 On dira qu’une famille d’opérateurs Ch, h ∈]0, 1] agissant sur l’espace

des distributions D′(M), appartient Ẽ0
cl ssi Ch est borné uniformément en h sur L2(M),

et pour tout Φ0 ∈ C∞0 ([0,∞[), on a

Φ0(−h2∆g)Ch et ChΦ0(−h2∆g) appartient à E−∞cl (5.33)

Par exemple, soit Γd,h l’opérateur Γd,h = Γd(−h2∆g), défini par

Γd,h(f)(x) =
∑
j

Γd(h
2λj)fjej(x). (5.34)

Comme Φ0Γd ∈ C∞0 ([0,∞[), on a évidemment Γd,h ∈ Ẽ0
cl. On a bien sur E0

cl ⊂ Ẽ0
cl.

5.3 Quelques propriétés de Kh.

Soit U ⊂M un ouvert de carte muni du système de coordonnées x = (x1, ..., xd) ∈ Rd.
Pour x ∈ U et r > 0 petit, la boule géodésique de rayon r centrée en x est de la forme

B(x, r) = {x+ u,
∑

ki,j(x, u)uiuj < r2} (5.35)

où (ki,j(x, u)) est une matrice symétrique définie positive , C∞ en (x, u) telle que ki,j(x, 0) =
gi,j(x). Pour toute fonction f à support compact dans U et h petit, Khf est à support
dans U et on a

Khf(x) =
1

|B(x, h)|

∫
tuk(x,u)u<h2

f(x+ u)
√
det(g(x+ u))du (5.36)
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En utilisant la variable hv = w = k1/2(x, u)u dans (5.36), on obtient

Khf(x) =
hd

|B(x, h)|

∫
|v|<1

f(x+ hm(x, hv)v)ρ(x, hv)dv (5.37)

où m(x,w) est une matrice symétrique définie positive, C∞ en x,w, et telle que près de
u = 0 on a w = k1/2(x, u)u ⇔ u = m(x,w)w, donc m(x, 0) = g−1/2(x), et ρ(x,w) =√
det(g(x+ u))|det ∂u

∂w
| est C∞ en (x,w) et ρ(x, 0) = 1.

Lemme 5.7 Pour h0 > 0 petit et tout k, Kh est un opérateur borné sur Ck(M) uni-
formément en h ∈]0, h0]. De plus, il existe C indépendant de h tel que, avec |4h| défini
en (5.10), on a pour tout f ∈ C2(M)

‖|4h|f‖L∞ ≤ C‖f‖C2 (5.38)

Dans l’ouvert de carte U précédent, on peut définir le symbole de Kh, σ(Kh) par

σ(Kh)(x, ξ, h) = e−ixξ/hKh(e
ixξ/h) (5.39)

Pour tout compact K ⊂ U , il existe hK > 0 tel que σ(Kh)(x, ξ, h) est bien défini pour
x ∈ K, ξ ∈ Rd et h ∈]0, hK ]. D’après (5.39) on a

σ(Kh)(x, ξ, h) =
hd

|B(x, h)|

∫
|v|≤1

ei
tξ.m(x,hv)vρ(x, hv)dv (5.40)

et donc, pour tout α, β, il existe Cα,β indépendant de h tel que

|∂αx∂
β
ξ σ(Kh)(x, ξ, h)| ≤ Cα,β(1 + |ξ|)|α| (5.41)

Comme m(x, 0) = g−1/2(x) et ρ(x, 0) = 1, on a

σ(Kh)(x, ξ, 0) = Γd(|ξ|2x) (5.42)

Le lemme suivant est conséquence de la formule (5.37).

Lemme 5.8 Soit h0 petit. Pour h ∈]0, h0], l’opérateur Kh appartient à Ẽ0
cl.

Le lemme suivant est le point clé de l’analyse de Kh.

Lemme 5.9 Soit Φ0 ∈ C∞0 ([0,∞[), et Ah = h−2(Kh − Γd,h)Φ0(−h2∆g). Alors Ah appar-
tient à E−∞cl . Son symbole principal, σ0(Ah), vérifie près de ξ = 0,

σ0(Ah)(x, ξ) =
(S(x)

3
|ξ|2x(Γ′′d(0)− Γ′d(0)2) +

Γ′′d(0)

3
Ric(x)(ξ, ξ)

)
Φ0(|ξ|2x) +O(ξ3) (5.43)

où Ric(x) est le tenseur de Ricci et S(x) la courbure scalaire en x. Soit U un ouvert de
carte, K un compact de U , et ϕ ∈ C∞0 (U) tel que ϕ(x) = 1 au voisinage de K. Soit
a(x, ξ, h) '

∑
(h/i)kak(x, ξ) ∈ S−∞cl tel que dans cette carte on a Ahϕ = Op(a) +Rh avec

Rh régularisant. Alors, pour tout k et tout x ∈ K on a ak(x, 0) = 0.
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5.4 Convergence vers le mouvement brownien

On expose ici les étapes de la preuve de la convergence de la marche de Metropolis
associée à Mh vers le mouvement Brownien sur la variété M (on a le même résultat pour
la marche associée à Kh). Cette preuve ne fait pas usage des équations différentielles sto-
chastiques (voir ([EM89]) et ([Hsu03])). Elle est l’analogue de la preuve classique du fait
que la marche aléatoire standard sur le réseau hZd converge vers le mouvement brownien
standard sur Rd quand h → 0 (voir [KS88], chapter 2.4). Il y a essentiellement deux
étapes : la première consiste à vérifier que la famille de mesures associées à la marche est
compact dans l’espace de mesures sur C0([0,∞[,M) ; la deuxième consiste a vérifier que
n’importe quelle valeur d’adhérence de cette famille est la mesure de Wiener associée à
l’équation de la chaleur sur M . Cette preuve donne en particulier l’existence du mouve-
ment brownien sur M .

Pour x0 ∈ M , on note Xx0 = {ω ∈ C0([0,∞[,M), ω(0) = x0} l’ensemble des tra-
jectoires continues de [0,∞[ dans M , partant de x0. On munit Xx0 de la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts de [0,∞[, et on note B la tribu engendrée par les
ouverts de Xx0 .

Soit pt(x, y)dgy le noyau de la chaleur sur M , i.e le noyau de l’opérateur auto-adjoint
et4g/2. La mesure de Wiener, Wx0 , est une probabilité sur (Xx0 ,B), telle que pour tout
0 < t1 < t2 < ... < tk et tout boréliens A1, ..., Ak de M , on ait

Wx0(ω(t1) ∈ A1, ω(t2) ∈ A2, ..., ω(tk) ∈ Ak) =∫
A1×A2×...×Ak

ptk−tk−1
(xk, xk−1)...pt2−t1(x2, x1)pt1(x1, x0)dgx1dgx2...dgxk

(5.44)

D’après le théorème 4.15 of [KS88], si cette mesure existe, elle est uniquement déterminée
par la condition (5.44).

Pour h ∈]0, 1], soit MN
h,x0

le sous espace fermé de l’espace produit MN,

MN
h,x0

= {x = (x1, x2, ..., xn, ...), ∀j ≥ 0, dg(xj, xj+1) ≤ h} (5.45)

Equippé de la topologie produit, MN est un espace compact métrisable, et la châıne de
Metropolis issue de x0 définit une probabilité Px0,h sur MN, telle que Px0,h(MN

h,x0
) = 1,

en posant pour tout k et tout boréliens A1, ..., Ak de M ,

Px0,h(x1 ∈ A1, x2 ∈ A2, ..., xk ∈ Ak) =

∫
A1×A2×...×Ak

Mh(xk−1, dxk)...Mh(x1, dx2)Mh(x0, dx1)

(5.46)
Soit jx0,h l’application de MN

h,x0
dans Xx0 définie par

jx0,h(x) = ω ⇐⇒ ∀j ≥ 0 ω(jh2/(d+ 2)) = xj, et ∀t ∈ [
jh2

d+ 2
,
(j + 1)h2

d+ 2
]

ω(t) est la géodésique reliant xj to xj+1 à la vitesse h−2(d+ 2)dg(xj, xj+1).
(5.47)
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Pour h > 0 fixé et plus petit que le rayon d’injectivité de la variété riemannienne M ,
l’application jx0,h est bien définie et continue, donc mesurable. Soit Px0,h la probabilité sur
Xx0 image de Px0,h par l’application mesurable jx0,h. Remarquer que dans (5.47), le temps
macroscopique t et le temps microscopique n sont reliés par t ' nh2, ce qui correspond
bien à l’homogénéité de l’équation de la chaleur, et est le seul régime intéressant dans ce
cadre.

Théorème 5.10 La limite faible Wx0 = limh→0 Px0,h existe, i.e il existe une mesure Wx0

sur Xx0 telle que pour toute fonction continue et bornée ω 7→ f(ω) sur Xx0, on a

lim
h→0

∫
fdPx0,h =

∫
fdWx0 (5.48)

De plus, Wx0 vérifie (5.44).

La première étape de la preuve consiste à vérifier la proposition suivante. Essentiel-
lement, cette proposition dit que les trajectoires qui sont vues par la probabilité Px0,h

restent uniformément dans la classe de Holder C1/2−0. La régularité C1/2−0 est une pro-
priété classique des trajectoires browniennes.

Proposition 5.11 Soit ε0 > 0 plus petit que le rayon d’injectivité de M . Il existe des
constantes C,A, a, c0, h0 > 0 telles que pour tout ε ∈]0, ε0], tout δ ∈]0, c0ε

2], et tout
h ∈]0, h0], on a

sup
x0∈M,nh2≤δ

Px0,h(dg(X
n
h,x0

, x0) > ε) ≤ Cε−Ae−aε
2/δ (5.49)

On renvoie a [LM] pour la preuve détaillée de cette proposition. Le lemme simple 5.12
suivant, qui fait intervenir des estimations L2 à poids exponentiels, et qui est une estima-
tion de type vitesse finie de propagation, y joue un rôle clé.

Si ϕ est une fonction lipschitzienne sur M, on note Mh,ϕ l’opérateur borné sur L2

Mh,ϕ = eϕ/hMhe
−ϕ/h

Lemme 5.12 Soit ψ une fonction lipschitzienne et à valeurs réelles sur M , ρ > 0 et
0 < θ < 2π. On suppose que l’on a

ρ sin(θ/2)−
∞∑
k=2

ρk/2‖ψ‖kLips
k!

| sin((k − 1)θ/2)| = c > 0 (5.50)

Alors, avec w = ρeiθ ∈ C \ [0,∞[ et ϕ = iρ1/2eiθ/2ψ, on a

‖(1−Mh,ϕ − w)−1‖L2 ≤ 1/c (5.51)

Démonstration. Pour k(x, y) ∈ C fonction mesurable et bornée sur M ×M , on note Ak,h
l’opérateur borné sur L2

Ak,h(f)(x) =

∫
dg(x,y)<h

min(
1

|B(x, h)
,

1

|B(y, h)|
)k(x, y)f(y)dgy (5.52)
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Avec k∗(x, y) = k(y, x), l’adjoint sur L2 de Ak,h est égal à Ak∗,h, et on a les estimations

‖Ak,h‖L2 ≤ ‖k‖L∞(M×M) (5.53)

D’après (5.16), on a Mh = mh +A1,h, et un calcul facile donne

Mh,ϕ = mh +Akϕ,h kϕ(x, y) = 1dg(x,y)≤he
ϕ(x)−ϕ(y)

h (5.54)

Soit τ(x, y) = 1dg(x,y)≤hi(ψ(x)− ψ(y))/h. Avec ϕ = iρ1/2eiθ/2ψ, on obtient donc

Mh,ϕ = mh +
∞∑
k=0

(ρ1/2eiθ/2)k

k!
Aτk,h (5.55)

En utilisant 5.55 et w = ρeiθ, on obtient, avec S = −e−iθ/2(1−Mh,ϕ − w)

S = −e−iθ/2(1−Mh) + ρ1/2Aτ,h + ρeiθ/2Id+N

N = e−iθ/2
∞∑
k=2

(ρ1/2eiθ/2)k

k!
Aτk,h

(5.56)

Puisque τ ∗ = τ , le deuxième terme de la première ligne de (5.56) est auto-adjoint, d’où

Im(S) = sin(θ/2)(1−Mh) + ρ sin(θ/2)Id+ Im(N)

Im(N) =
∞∑
k=2

ρk/2

k!
sin((k − 1)θ/2)Aτk,h

(5.57)

Comme sin(θ/2)(1−Mh) ≥ 0, et puisque d’après (5.53) l’opérateur auto-adjoint Aτk,h a
une norme ≤ ‖ψ‖kLips, (5.50) et (5.57) impliquent Im(S) ≥ cId, qui est le résultat voulu. �

Soit à présent T > 0 donné. On a pour 0 < δ ≤ c0ε
2 et h ∈]0, h0]

Px0,h(∃j < l ≤ h−2T, (l − j)h2 ≤ δ, dg(X
j
x0
, X l

x0
) > 4ε)

≤C
δ

sup
y0∈M

Py0,h(∃j < l ≤ h−2δ, dg(X
j
y0
, X l

y0
) > 4ε)

≤C
δ

sup
y0∈M

Py0,h(∃j ≤ h−2δ, dg(X
j
y0
, y0) > 2ε)

≤2C

δ
sup

z0∈M,nh2≤δ
Pz0,h(dg(Xn

z0
, z0) > ε)

(d’après 5.49) ≤ C ′δ−(1+A/2)e−aε
2/δ

(5.58)

Pour la première inégalité dans (5.58), on utilise juste le fait que l’intervalle [0, T ] est
union de ' C/δ intervalles de longueur δ/2. La deuxième inégalité est évidente puisque
l’évenement {∃j < l ≤ h−2δ, dg(X

j
y0
, X l

y0
) > 4ε} est un sous-ensemble de {∃j ≤

h−2δ, dg(X
j
y0
, y0) > 2ε}. Pour la troisième, on utilise le fait que l’évenement A = {∃j ≤

h−2δ, dg(X
j
y0
, y0) > 2ε} est contenu dans B ∪j<k (Cj ∩Dj), avec B = {dg(Xk

y0
, y0) > ε}

(k est le plus grand entier ≤ δh−2), Cj = {dg(Xj
y0
, Xk

y0
) > ε}, Dj = {dg(Xj

y0
, y0) >

2ε et dg(X
l
y0
, y0) ≤ 2ε pour l < j}, et le fait que les évenements Cj and Dj sont

indépendants.



Metropolis 45

En utilisant la définition (5.47) de l’application jx0,h, (5.58) implique pour T > 0 et
ε > 0

lim
δ→0

(
lim sup
h→0

Px0,h( max
|s−t|≤δ, 0≤s,t≤T

dg(ω(s), ω(t)) > ε)
)

= 0 (5.59)

Donc la famille de probabilités Px0,h est ”tendue”, donc compacte par le théorème de
Prohorov.

Il reste à vérifier que toute limite faible Px0 d’une suite Px0,hk , hk → 0 vérifie la
caractérisation (5.44) de la mesure de Wiener Wx0 . Il suffit pour cela de montrer que pour
tout m, tout 0 < t1 < ... < tm, et toute fonction continue f(x1, ..., xm), on a

lim
k→∞

∫
f(ω(t1), ..., ω(tm))dPx0,hk =∫

f(x1, ..., xm)ptm−tm−1(xm, xm−1)...pt2−t1(x2, x1)pt1(x1, x0)dgx1dgx2...dgxm

(5.60)

Comme dans [KS88], on peut supposer m = 2 pour alléger les notations. Pour t ≥ 0
donné, soit n(t, h) ∈ N le plus grand entier tel que h2n(t, h) ≤ (d+ 2)t. D’après (5.47), on

a dist(ω(t), X
n(t,h)
h,x0

) ≤ h et donc Px0,h

(
dist(ω(t), X

n(t,h)
h,x0

) > ε
)

= 0 pour h ≤ ε. Il s’agit

donc de vérifier

lim
h→0

∫
f(X

n(t1,h)
h,x0

, X
n(t2,h)
h,x0

)dPx0,h

=

∫
f(x1, x2)pt2−t1(x2, x1)pt1(x1, x0)dgx1dgx2

(5.61)

On obtient d’après (5.46)∫
f(X

n(t1,h)
h,x0

, X
n(t2,h)
h,x0

)dPx0,h

=

∫
f(x1, x2)M

n(t2,h)−n(t1,h)
h (x1, dx2)M

n(t1,h)
h (x0, dx1)

(5.62)

D’après (5.61), et (5.62), on doit vérifier que pour toute fonction continue f(x1, x2) sur
M ×M , on a

lim
h→0

∫
M×M

f(x1, x2)M
n(t2,h)−n(t1,h)
h (x1, dx2)M

n(t1,h)
h (x0, dx1)

=

∫
M×M

f(x1, x2)pt2−t1(x2, x1)pt1(x1, x0)dgx1dgx2

(5.63)

ou de manière équivalente

lim
h→0

M
n(t1,h)
h

(
M

n(t2,h)−n(t1,h)
h (f(x1, .))(x1)

)
(x0)

= et14g/2
(
e(t2−t1)4g/2(f(x1, .))(x1)

)
(x0)

(5.64)

Puisque ‖Mn(t,h)
h ‖L∞ ≤ 1 et ‖et4g/2‖L∞ ≤ 1, la proposition suivante conclut la preuve du

théorème 5.10.

Proposition 5.13 Pour tout f ∈ C0(M), et tout t > 0, on a

lim
h→0
‖et4g/2(f)−Mn(t,h)

h (f)‖L∞ = 0 (5.65)
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