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Résumé

Les méthodes de type Monté-Carlo et les algorithmes MCMC (Markov Chain
Monte Carlo) sont utilisés en pratique pour effectuer des calculs inaccessibles aux
méthodes déterministes. Ces stratégies de calcul stochastique ont des applications
nombreuses en physique, chimie, biologie, sciences de I'ingénieur, économie...
L’algorithme de Metropolis (et ses variantes) est un des algorithmes MCMC les plus
utilisés (peut étre le plus utilisé), mais son analyse mathématique en est sur bien
des aspects a ses débuts.
Ce mini-cours propose une introduction & l’analyse de 'algorithme de Metropolis
destiné a des analystes sans connaissances particulieres en probabilités. On y expose
certains liens avec 'analyse des EDP.
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1 Introduction

Un des problemes les plus important en mathématique est de savoir calculer cer-
taines quantités, méme si prouver l'existence de ces quantités peut déja étre bien difficile.
L’archétype de cette problématique est de savoir calculer des intégrales, ou méme simple-

ment des moyennes :
a + ... +ay

N
Si on peut calculer chacun des a;, mais si on ne dispose pas de formule analytique ou
de méthodes d’approximations pour la somme , des que N est trop grand, ce calcul est
simplement infaisable pour des raisons de temps de calcul.

A:

Mais supposons que chaque a; appartienne a [0, 1], soit connu avec une incertitude
1073, et qu’on souhaite calculer la moyenne avec la méme incertitude. Alors tout se passe
comme si les a; ne pouvaient prendre que au plus 10° valeurs, et si IV est tres grand, disons
N = 10", la redondance dans la suite des valeurs prises par les a; va étre gigantesque,
de sorte qu’on peut espérer n’avoir a calculer les a; que pour un nombre de valeurs de j
raisonnable. C’est le fondement des techniques dites probabilistes qui consistent a poser
le probleme sous la forme : pour chaque k < 1000, quelle est la proportion p des j pour

k_ k4l

lesquels a; € [1555: 101

Evidemment, on n’a fait que déplacer le probleme, puisque si on a bien

1 999
= m Z kpk a 10_3 pI‘éS
k=0

et que faire la somme de 10? termes est moins effrayant que faire la somme de 10'%° termes,
il faut quand méme étre capable de calculer les py, i.e savoir calculer pratiquement une
probabilité, ou encore, savoir choisir parmi les 10'%° valeurs de j possibles, par exemple
10° valeurs qui vont donner une bonne approximation des py.

L’algorithme de Metropolis est justement une méthode permettant de choisir astu-
cieusement les j en question, c’est a dire dans un cadre plus abstrait, et avec des mots du
vocabulaire courant, choisir un point au hasard pour une probabilité bien définie, mais
a-priori difficilement ”calculable”.

Ce mini-cours est organisé comme suit :

Apres un bref rappel de calcul des probabilités, on expose dans la section 3 les bases
de la théorie des chaines de Markov, en mettant ’accent sur les propriétés des opérateurs
markoviens réversibles, puisque ce sera le cas pour 'algorithme de Metropolis. Le para-
graphe sur la convergence vers 1’équilibre contient des définitions basiques et une propo-
sition (3.16) un peu technique mais qui illustre I'usage des inégalités de Nash. Le petit
paragraphe sur les matrices stochastiques est surtout la pour rappeler le théoreme clas-
sique de Perron-Frobenius sur les matrices irréductibles et apériodiques. Enfin, le dernier
paragraphe de la section 3 explique ce qu’est une marche aléatoire associée a un noyau
markovien, par exemple la marche aléatoire canonique sur un espace métrique mesuré.
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La section 4 est surtout descriptive. On y donne la définition de 1’algorithme de Metro-
polis, et de sa variante pour les problemes a N-corps. Suivent quelques exemples : d’abord
I'exemple historique de N. Metropolis et al. | | pour le probleme des spheres dures,
puis celui relié au calcul des quantités macroscopiques associées aux mesures de Gibbs, et
enfin le probleme d’échantillonnage d’une densité de probabilité sur un ouvert borné de
R?. La section 4 s’acheve par une liste non exhaustive de problémes ouverts.

La section 5 contient une étude plus détaillée de ce type d’algorithme dans un cas tres
particulier de marche aléatoire sur une variété. Les résultats exposés sont extraits d'un
article (avec L. Michel), [L)M] & paraitre a Annals of Probability. On y expose en particu-
lier les bases du calcul h-pseudo-différentiel, outil qui s’avere tres commode pour I’analyse
des opérateurs de Markov de type Metropolis local, contenant un petit parametre h qui
quantifie la taille du déplacement local a chaque pas de I'algorithme. On y prouve aussi
la convergence, quand h — 0, de la marche aléatoire vers le mouvement brownien.

Garder a l'esprit que ce mini-cours n’est pas rédigé par un probabiliste. En particu-
lier, il ne contient rien sur les techniques purement probabilistes d’analyse des chaines
de Markov, (couplage, récurrence de Harris, ), ni les résultats abstraits sur l'ergodicité
des chaines de Markov. L’auteur n’a pas non plus de connaissances sur les finesses des
applications pratiques... Par contre, il espere que le lecteur y trouvera de bonnes raisons
de s’intéreser a ce type de problemes d’analyse mathématique.

Voici enfin quelques références bibliographiques.

Pour une introduction générale aux chaines de Markov le livre de E. Nummelin
[ | et pour une analyse plus détaillée sur les ensembles finis ou discrets, les livres
de J.-S. Liu | |, de L. Brémaud | | et de L. Saloff-Coste [ .
Pour I'analyse des formes de Dirichlet et des processus de Markov réversibles, le livre de
M. Fukushima, Y. Oshima et M. Takeda | ].
Pour des résultats probabilistes sur ’analyse de 'algorithme de Metropolis, les articles
[ 1, [ | et leurs références. Pour 'utilisation des techniques microlocales les ar-
ticles | |, [LM]. L’article | | pour des résultats sur le probleme a N corps. Et
bien sur larticle fondateur de Metropolis et al. | | et sa généralisation par W.-K.
Hastings [ ].
Pour I’étude du mouvement brownien et ’analyse stochastique sur les variétés, les livres
de E. Hsu | ], de I. Karatzas et S.-E. Shreve | ], de M. Emery et P.-A. Meyer
[ J
Pour une introduction a I'analyse semi-classique et au calcul pseudo-différentiel, les livres
de A. Martinez [ ] et de M. Dimassi et J. Sjostrand | ).

Enfin, on trouvera dans l'article de survey de P. Diaconis, [Dia], une bibliographie tres
complete sur le sujet, beaucoup d’exemples (cryptographie, théorie des groupes, statistique
sur les variétés) et des références sur I'usage des techniques MCMC en physique, biologie,
chimie, calcul scientifique...
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2 Quelques rappels de probabilités

Soit 2 un espace métrique, localement compact, dénombrable a l'infini et B la tribu
des boreliens sur €. Une probabilité sur €2 est une mesure positive 7 sur (€2, B) de masse
totale 1, i.e 7(2) = 1. L’ensemble des probabilités sur €2 est un convexe dans 'espace des
mesures. Si A € B est un borelien, on appelle A un évenement et on note

©(A) = /Adw (2.1)

la probabilité de A. Deux évenements A et B sont indépendants ssi 7(ANB) = w(A)7(B).

La forme linéaire sur CP(Q) (espace des fonctions continues bornées muni de la norme
sup) f — f fdm est continue, positive, de norme 1, et d’apres le théoreme de Riesz, si
® est une forme linéaire sur CP (), continue, positive, telle que ®(1) = 1, il existe une
unique probabilité m telle que ®(f) = [ fdr. On note, pour p € [1, 00[, LP(2, dr) 'espace
des fonctions mesurables sur & valeurs réelles telles que [ |f[Pdr < co. L®(£, dr) est
I’espace des fonctions f mesurables sur €2 a valeurs réelles, et telles qu’il existe un borelien
A avec m(A) = 1 et supy | f| < oo. L®(Q2) est 'espace des fonctions mesurables et bornées
sur €). On a alors les injections pour p > ¢

L>®(Q) C L®(Q,dr) C LP(Q,dr) C LY(Q,dr) C LY(Q,dn) (2.2)

Une fonction mesurable f de © dans R s’appelle une variable aléatoire (v.a). Une
probabilité 7 étant donnée, on définit pour f € L'(Q,dr) l'espérance de f par

Bf) = [ tir (23)
et pour f € L*(Q,dr) la variance de f par

vary(f / Frdr — ( / fdr)? / / f(z) — f(y)|Pdr(x)dr(y) (2.4)

de sorte que var,(f) est le carré de la distance de f au sous-espace des fonctions constantes
dans L?(,dr). L’écart type o > 0 est défini par 0? = var,(f).

Si F = (fi,..., fm) est une v.a a valeurs dans R™, la loi up de F est la probabilité sur
R™ image de 7w par F', i.e pour tout borélien B de R™

up(B) = w(F(B)) (2.5)
et la fonction caractéristique de F est la transformée de Fourier de sa loi, i.e
Q) = (€)= [l = B0 (26)

Deux v.a a valeurs réelles f et g sont indépendantes ssi pour tous boreliens A, B de R,
les évenements f~'(A) et g~'(B) sont indépendants. On a alors

1 = 1(f) ® ulg) (2.7)
et il en résulte pu(f + g) = py * fg €t X9 = XfXg-

On dispose de plusieurs notions de convergence d’une suite de v.a f, vers une v.a f,
parmi lesquelles :
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— 1. f, converge faiblement vers f ssi la suite de probabilités sur R duy, converge
faiblement vers duy, i.e pour toute fonction g € CP(R) on a

n—oo

lim [ gduy, = /gduf & lim /g(fn)d7T = / g(f)dnm (2.8)
R R n—eo Ja Q
— 2. f, converge en probabilité vers f ssi pour tout € > 0 on a
lim 7(|f, — f]| >¢)=0 (2.9)
— 3. f, converge presque surement vers f ssi
m(lim |f, — f|=0)=1 (2.10)

La convergence presque stre implique la convergence en probabilité qui elle méme im-
plique la convergence faible.

Les deux premiers théoremes basiques de la théorie des probabilités sont la loi forte
des grands nombres et le théoreme de la limite centrale.

Théoréme 2.1 (Loi forte des grands nombres) Si f,, est une suite de v.a indépendantes,
de méme loi, avec E(|f1]) < oo alors la suite de v.a

IN:%(fw...JrfN) (2.11)

converge presque sturement vers la constante E(f1).

Théoréme 2.2 (Théoréme de la limite centrale) Sous les hypothéses du théoréme
(2.1) et si de plus 0® = var(f1) < 0o, alors la loi de la v.a

VN(Iy — E(f)) (2.12)

1
oV 2m

converge faiblement vers la gaussienne N(0,0?), i.e la probabilité sur R de densité €37 |

La loi forte des grands nombres est a la base de la méthode de Monte Carlo. Soit
7 une probabilité sur Q et f € L'(Q,dr) une v.a. On souhaite évidemment pouvoir
calculer E(f) = [ fdr. On introduit 'espace produit X = QN dont les éléments sont les
suites infinies = (1, ...,xj,...) avec x; € Q. Soit p; : X — Q l'application coordonnée
pj(z) = x;. On munit X de la topologie produit (la topologie la moins fine pour laquelle
les applications p; sont continues) et de la tribu produit B (la tribu engendrée par les
p; ' (B)). Un cylindre C' est un sous-ensemble de X de la forme

C=A x..xAvxQxQx .., AeB (2.13)

et B est la plus petite tribu qui contient tous les cylindres. Il existe alors une unique
probabilité P = 7> sur (X, B) telle que pour tout cylindre C' de la forme (5.31) on ait

P(C) =T 7(A;) (2.14)

Soit f, la v.a sur X définie par f,(x) = f(z,). Les f,, forment une suite de v.a sur X
indépendantes, de méme loi if, et intégrables. Par la loi forte des grands nombres, on a
donc
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Théoréme 2.3 (Monte Carlo)
Soit f € LY(Q,dr). Pour presque toute suite x € X on a

1 X
> 1o = | sax (2.15)

Le théoreme précédent est de type ergodique : on a égalité entre une moyenne spa-
tiale ([, fdm) et une moyenne temporelle (limy_ ij’ (x)). De plus, dans le cas

[ 1f]?dmr < oo, le théoréme de la limite centrale dit qu’avec Iy(z) = %Z?:Jf (z;), la

distribution de la v.a v/ N(Iy — E(f)) est proche de la gaussienne N(0,0?), et donc la
vitesse de convergence de Iy vers sa limite est d’ordre N~/2.

Exemple 2.4 Soit Q = [0,1]% muni de la probabilité dv = dx;...dzq, et f une fonc-
tion réguliere sur €). Si on veut estimer numériquement l’intégrale f[O,l]d f(z)dz par une
méthode de type Riemann avec p points pour discrétiser lintervalle [0, 1], il faudra évaluer
f en p? points, ce qui est hors de portée en dimension d grande (2°° ~ 1.126 x 101).
Malheureusement, dans de nombreuses applications, d est grand (plusieurs centaines a
plusieurs milliers pour des calculs sur des molécules). Le calcul déterministe étant infai-
sable, on est réduit a utiliser un calcul probabiliste. Voici un exemple, avec d = 50 et
f = sin(2n(zy1 + ... + 24)). Dans ce cas, on a évidemment par un calcul analytique et
élémentaire E(f) = f[O,l]d f(z)dz = 0. La figure (2.1) donne le comportement de la suite

In(z) pour N € [1,50000], pour un choiz aléatoire de (z1,...,x5100) € ([0,1]%)%10" qui
nécessite 50 x 50000 = 2.5 x 10° tirages d’un point au hasard dans lintervalle [0, 1]. La fi-
gure (2.2) illustre le comportement de la convergence en N=V/2 et la figure (2.3) représente
[’histogramme pour 8000 expériences du type précédent et illustre le théoreme de la limite
centrale.

Plusieurs remarques s’imposent concernant le théoreme (2.3).

D’abord, la fonction f étant donnée, la moyenne temporelle Iy (z) = + Z;j[ ()
ne dépend que de la suite z € OV, alors que fQ fdm dépend de la probabilité 7. La phrase
sibylinne ‘Pour presque toute suite x € X” signifie qu’il existe un ensemble A € B de
suites dans X = QN avec P(A4) = 1 tel que 2.15 soit vrai pour toute suite z € A. Or
la probabilité produit P = 7 sur X dépend treés fortement de 7. Le théoreme (2.3)
implique en particulier que si m; et m sont deux probabilités différentes, les probabilités
produit P; = 7{° et P, = w3° sur X sont étrangeres : Il existe A € B tel que Pi(A) =1
et Po(A) = 0. Le fait de constater la convergence numérique de Iy(x) n’entraine donc
pas qu’on a bien estimé fﬂ fdm. 1l est essentiel pour cela de disposer d'une méthode qui
permette de choisir correctement un point au hasard pour 7w dans €2, ce qui est loin d’étre
simple en général, et est justement la raison d’étre des méthodes MCMC.

De plus, la convergence dans (2.15) peut étre tres lente, la convergence en N~1/2 n’étant
qu’une indication asymptotique. Reprenons ’exemple précédent ; en divisant chaque in-
tervalle [0,1] en deux, on écrit [0,1]°° comme la réunion de 2°° cubes de volume 27°°.
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MonteCarlo approximation error abs(l)
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Histogram of sqrt(N)*lN for various experiments
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Si la fonction f est nulle sauf sur un de ces cubes, il faudra bien qu’au moins un des
points x; tombe dans ce cube si on veut estimer 'intégrale, donc on ne pourra pas faire
mieux que la complexité déterministe... Il n’y a pas de miracle! Si f est tres petite sur
des ensembles de grande probabilité et tres grande sur des ensembles de tres petite pro-
babilité, Monte Carlo ne marchera pas. On peut contourner cette difficulté en écrivant
Jo fdm = [(f/9)gdm avec [, gdm =1 avec un choix de g > 0 qui rend f/g raisonnable,
mais il faut alors savoir choisir des points au hasard pour la probabilité gr...

On a évidemment [ fdr = [ydus(y) ot dus est la loi de f. Si on dispose de N
expériences 1, ..., xy, I'histogramme de f(z1), ..., f(xy) fournit une loi empirique qui est
bien souvent la seule information dont on dispose en pratique, de sorte que le théoreme 2.3
peut étre vu comme une justification de type auto-cohérence du formalisme mathématique
de la théorie des probabilités.

Le théoreme 2.3 implique qu'il existe au moins une suite 1, ..., T, ... telle que (2.15)
soit vrai, mais il n’en exhibe aucune... Tout le probleme est de construire une suite telle
que (2.15) soit vrai. Dans chaque situation concrete, rien n’exclut que cela puisse étre fait
par des techniques non-probabilistes, avec une vitesse de convergence bien plus rapide que
celle qui intervient pour I'ensemble de suites de probabilité 1 donné par ce théoreme, et
ceci d’autant plus que les suites qui donnent une convergence rapide forment un ensemble
de probabilité 0! Le médiocre est presque sur, pas le talent...
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3 Chaines de Markov

3.1 Opérateur de Markov

Soit €2 un espace métrique, localement compact, dénombrable a l'infini, muni de la
tribu borelienne B. On note L*>(Q2) 'espace des fonctions f mesurables et bornées de §2
dans R muni de la norme sup,cq |f(z)|. On note 1 la fonction constante égale a 1 sur €.

Définition 3.1 Un noyau de Markov sur € est la donnée, pour tout x € €2, d’une proba-
bilité K(x,dy) sur ) telle que

VAeB, z=— K(z,A)= / K (x,dy) est mesurable. (3.1)
A

Pour f € L>®(Q), on note K(f) la fonction sur )

K@) = [ 1K .dy) 32
Alors K(f) est mesurable, bornée, et on a
K(1)=1
f20= K(f)=20 (3.3)
1K ()llzee < (| fllzee

Un opérateur K défini par (3.2) s’appelle un opérateur markovien. Un opérateur marko-
vien K a la propriété de Feller ssi K envoie CP(Q) dans CP(1Q).

Si A est un borelien, [ 1 K(z,dy) s’interpréte comme la probabilité de transition de z vers
un élément de A. Le produit K = K; K5 de deux opérateurs markoviens (resp markoviens
et Feller) est markovien (resp markovien et Feller). En effet, si on pose pour A borelien,
K(z,A) = K1K>(14)(x), x — K(z,A) est mesurable, 'opérateur K défini par (3.2)
est égal a KK, sur les fonctions étagées, donc aussi sur L>(2), et on a K(z,Q) = 1.
Il reste a vérifier que A — K(x,A) est une mesure. Si A est la réunion disjointe des
A, € B,n € N*, posons fy(y) = ij:l Ky(y,An). On a fy(y) € [0,1], la suite fy est
croissante et limy_o fn(y) = K3(14)(y) pour tout y. Par le théoreme de convergence
dominée, il en résulte

Ko, 4) = [ KL @Kiwdy) = lim [ fx(@)Eiedy) = lim 3 Kz A,)

Exemple 3.2 Soit F' une application mesurable de 2 dans Q. Alors K(g)(x) = g(F(x))
est markovien (et Feller si F' est continue). C’est le cas déterministe : on o K(x,dy) =
dy—r(z). Les opérateurs markoviens généralisent donc les applications, et I’étude du com-
portement asymptotique quand n — oo de K™ contient en particulier la théorie des
systemes dynamiques...Sans hypothése supplémentaire sur K, on ne pourra pas dire grand
chose.

Exemple 3.3 Soit m une probabilité sur € et

K(g) = ( / gdﬂ) 1 (3.4)

Alors K est un projecteur de rang 1, markovien et Feller.
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Dans toute la suite, si K est un opérateur markovien ot markovien et Feller, on dira
simplement que K est un opérateur de Markov, et K(x,dy) un noyau de Markov. Lorsque
cela sera utile, on précisera si K est Feller.

Soit K un opérateur de Markov et M (2) I’espace des probabilités sur 2. Alors M ()
et CP(2) sont en dualité par

Mg > = /gdw (3.5)

et par dualité, K opere sur M () par la formule
Vg€ O, <'K(r)g> = [ K(g)dr (3.6
Q

ou on a utilisé le fait que K(g) € L*°(2) est intégrable pour la probabilité .

Définition 3.4 Une probabilité w est invariante par K ssi 'K(r) = 7.

Définition 3.5 Soit m une probabilité et K un opérateur de Markov. On dit que K est
w-réversible ssi K est autoadjoint sur L*(Q, dr), c’est a dire

/ K(f)gdr = / [K(g)dn, ¥f.ge L(Q) (3.7)

Lemme 3.6 Soit K un opérateur de Markov mw-réversible. Alors w est invariante par K
et pour tout p € [1,00], K s’etend en opérateur continu et de norme 1 sur LP(Q,dr).

Démonstration. D’apres (3.7) on a pour tout g € CP(£2)

<'K(r),g > = /QK(g)dﬂ = /QgK(l)dﬂ =<mg> (3.8)

donc 7 est invariante. De plus, pour f € L*(2), on a

1Kl = s | / K(f)gdr| < 1l iam

llgllzoe <

Comme L*°(2) est dense dans L'(, dr), ceci prouve que K s’étend de maniére unique en
opérateur continu sur L' (Q, dr) et qu’on a || K (f)||z: < ||f]lz:- En particulier, si 7(A) = 0,
|K(1a)]|zr =0, donc K(14) est nul m presque partout, donc K opere sur L>(§2, dr). Le
cas p €]1, 00| s’obtient par interpolation, et le fait que K soit de norme exactement égale
a 1 sur LP(Q,dr) résulte de K (1) = 1. O

Lorsque K est m-réversible, K définit donc un opérateur auto-adjoint sur L?*(£2,dr),
de norme 1. On notera Spec(K) le spectre de K agissant sur L?(£2, dr). On a Spec(K) C
[—1,1], et 1 € Spec(K) puisque K (1) = 1. On notera (f|g)r = | fgdr le produit scalaire
de deux fonctions f, g a valeurs complexes.
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Définition 3.7 Soit K un opérateur de Markov w-réversible. Sa forme de Dirichlet E(f, g)
est

E(f,9)=(Ud—K)f|g)x (3.9)
On a

—5 [ [ @)= rwPK e dy)ano (3.10)

Comme Id — K est auto-adjoint positif sur L*(Q, dr), on a évidemment E(f, f) > 0, et
comme K(1) =1, £(1,1) = 0. L’opérateur Id — K s’appelle le laplacien (positif) associé
a K.

Définition 3.8 Soit K un opérateur de Markov w-réversible. On dit que K vérifie l'inégalité
de Poincaré avec constante A ssi on a pour tout f € L*(S, dr)

var,(f) < AE(f, f) (3.11)

L’inégalité (3.11) équivaut a

[ 1@ - tranan@ < 4 [ [17@) - ro)PK @ dine) 612

Soit L2, = {f € L*(Q,dr), [ fdm = 0} le sous espace de L*(Q,dr) orthogonal a 1.
Comme on a £(1,g) = 0 pour tout g € L?(2, dr), 'inégalité (3.11) équivaut aussi a

Vi€ L2, /|f|2d7r < A//|f V) 2K (z, dy)dr(z) (3.13)

Lemme 3.9 Soit K un opérateur de Markov mw-réversible. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) K vérifie 'inégalité de Poincaré avec constante A.

(11) 1 est valeur propre simple de K et Spec(K)\ {1} C [-1,1 —1/A].

Démonstration. Immédiat par la théorie spectrale des opérateurs bornés auto-adjoints. [

Dans la pratique, il peut étre plus facile de prouver une inégalité de Poincaré pour un
itéré K™ de K, et d’utiliser le lemme suivant.

Lemme 3.10 Soit K un opérateur de Markov w-réversible. Si K™ vérifie l'inégalité de
Poincaré avec constante A, alors K vérifie l'inégalité de Poincaré avec constante nA.

Démonstration. K™ est m-réversible, et il s’agit de vérifier qu’on a

((Id = K") 1)z = Exn(f, f) < n&x(f, [) =n((Id = K)f|[)x (3.14)

Si on pose |A| = (Id — K), Vopérateur auto-adjoint |A| est positif, Spec(|A]) € [0, 2], et
(3.14) résulte de
net—1+(1—2x)">0, Vzel0,?2]
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3.2 Convergence

Lorsque l'opérateur de Markov K possede une unique probabilité invariante 7, on
appelle 7 la mesure d’équilibre de K. On espere alors que pour toute probabilité v, la suite
de probabilités (*K)"(v) converge vers 1'unique probabilité invariante 7. Pour donner un
sens a cette convergence, il faut disposer d’une notion de distance entre deux probabilités.
On travaillera ici avec la distance en variation totale.

Définition 3.11 Soient m et my deux probabilités. Leur distance en variation totale est

||m1 — mo|lyr = sup |m1(A) — m(A)| = 5 sup |/fd7r1 /fd7r2| (3.15)
AeB feL=,|f|<1

On remarquera qu’on a toujours
|1 — maflvr <1 (3.16)

Soit K un opérateur de Markov. Pour n > 1 soit K"(x,dy) le noyau de l'opérateur de
Markov K™. On a

K"(z,dy) = ("K)"(0y=z) (3.17)
D’apres (3.15), pour toute probabilité 7 on a pour tout z € 2
1
1K™ (2, dy) = 7llvr = 5 sup  [K"(f /fdw\ (3.18)
feL=|f|<1

Si 7 une probabilité, on notera II; le projecteur orthogonal sur le sous espace des constantes
dans L*(Q, dr) :

IL(f) = ([ fam)1= (1 (3.19)
Soit K un opérateur de Markov tel que 7 soit invariante par K. On a alors KII, = 1L,
et aussi IL K = II, car IL,K(f) = ([ K(f)dm)l = (< 'K(n),f>)1= (<7 [f>)1l=

I1:(f). Il en résulte pout tout entler n>1
K" —1I, = (K — II,,)" (3.20)
Il résulte alors de (3.18) et (3.20) qu'on a :

Lemme 3.12 Soit K un opérateur de Markov et m une probabilité invariante par K.

Alors .
sup [|("K)" (0y=z) — 7llvr = SN = TL2)" | e (3.21)

€N
Pour toute probabilité v, on a

n 1 n
ICK)" () = wllvr < SICE = TTe)" || (3.22)
D’apres le lemme précédent, la vitesse de convergence vers la mesure d’équilibre est
controlée par ||(K — IL;)"|| pe.

Lemme 3.13 La suite n > 1 — |[(K — I1;)"||p~ est décroissante, et il existe r € [0, 1]

tel que
lim (|[(K — IL)"| )™ = 7 (3.23)
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Démonstration. On apour n > 1, ||(K—1IL,)" || p= = [| K (K —11,)"| e < [[(K—11)"|| 1o
L’opérateur K —II; étant borné sur L>°(2), d’apres le théoréeme du rayon spectral, il existe
r < || K = T|lze < 2, tel que lim, _oo(||(K — ;)" ||z )" = 7. Le fait qu'on a r < 1
résulte de (3.21) qui implique |[(K — II;)"||z~ < 2. O

Voici deux définitions, usuelles en probabilité, d’ergodicité pour un noyau de Markov.

Définition 3.14 Soit K un opérateur de Markov et m une probabilité invariante par K.
On dit que K est géométriquement ergodique s’il existe v < 1 et c(x) € L'(Q,dr) tels que

ICK)"(8y=z) — Tllvr < c(x)r”, Vz e, Vn>1 (3.24)
On dit que K est uniformément ergodique s’il existe r < 1 et une constante C' tels que

sup [|("K)"(8y=z) — wllyr < Cr",  ¥n>1 (3.25)

e
Si K est géométriquement ergodique, 7 est évidemment ['unique probabilité invariante
par K. L’ergodicité uniforme implique trivialement lim,, o (||(K — IL;)"||z=)"™ < 1, et
réciproquement, si on a lim,, oo (||(K —IL;)"|| )" = r < 1, il résulte de (3.21) que pour
tout 1’ €]r, 1], il existe C' tel que

Vn, sup||(*K)"(0y=z) — 7||yr < min(1, Cr"™) (3.26)

e

donc K est uniformément ergodique. Toutefois, si on ne sait pas estimer les constantes C'
et r dans (3.25), (3.25) ne dit rien d’utilisable en pratique.

I1 n’est pas simple en général de pouvoir estimer (et a fortiori calculer...) la norme
(K —11,,)"|| L. Lorsque K est m-réversible, une méthode naturelle consiste a utiliser des
estimations L? couplées avec des inégalités qui assurent que K ou un de ses itéré K? est
régularisant. On supposera dans la suite de ce paragraphe que l'opérateur de Markov K
est m-réversible.

La constante v = ||K — I1;|[z2 joue un role essentiel dans I'analyse de la vitesse de
convergence vers 1'équilibre. Pour avoir v < 1, il faut qu'on ait —1 ¢ Spec(K), ce qui
équivaut a I'existence d’une constante ¢ > 0 telle que pour tout f € L*(Q2,dr) on ait

(I + K)f1f)e = 3 / / @)+ F@)PE @ dy)dn(z) > | fI2 (3.27)

et que 1 soit valeur propre simple isolée dans le spectre de K. D’apres les lemmes (3.9)
et (3.10), on a v < 1 ssi K? vérifie une inégalité de Poincaré.

Définition 3.15 Soit K un noyau de Markov w-réversible. On définit le trou spectral de
K (le gap) par

gap = 0 si 1 n’est pas valeur propre simple isolée dans le spectre de K,

gap = dist(Spec(K) \ {1},1) sinon. (3.28)
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Soit A un opérateur de Markov w-réversible, vérifiant une inégalité de Poincaré, et tel
que —1 ¢ Spec(K). On a alors | K — I, ||z = v < 1. Comme K — I, est auto-adjoint, il
en résulte pour tout n > 1

IR = L) = 7 (3.29)
Supposons de plus qu’il existe un entier p tel que K” soit borné de L?(Q2, dr) dans L>(12).
Comme on a (K —1II;)" = K" —1I, = KP(K" P —1I,) = KP(K —I1;)""? pour n > p, on
obtient alors en utilisant aussi || f||z2 < ||.f]| L=

[(F = TL)" | oo < A" 7P| KP|| 2 oo (3.30)

Le fait qu’il existe un entier p tel que K? soit borné de L?*(f2, dr) dans L>°(€2) dépend
évidemment de la structure du noyau K. Ce ne sera pas le cas pour un noyau de type
Metropolis agissant sur un ouvert de RY. Méme quand cela a lieu, la constante || KP||z2_, 1
peut étre trop grande pour que 'estimation (3.30) soit utilisable.

Une technique d’estimation de la vitesse de convergence adaptée aux opérateurs
de type Metropolis.

On explicite dans ce paragraphe une méthode de type L? pour estimer la vitesse
de convergence vers 1’équilibre pour un noyau de Markov K w-réversible. On suppose
d’abord que K s’écrit sous la forme K = m + Ky, avec Ky opérateur borné auto-adjoint
sur L*(Q, dr), m un multiplicateur m(f)(z) = m(z)f(z) avec m € L>=(Q), et qu'on a

sup m(z)| =a < 1
2€Q (3.31)
||IC1||L2_>LOO = 02700 < 0

On a alors pour tout p > 1, en utilisant || K||z2 .72 = 1,

KP=mP + K, K,=mK, +K K

p D

[P || oo o0 < v . (3.32)
2,00

11—«

”,Cp”L?—»LOO < 02,00(1 +a+ ...+ a/p—l) <
On suppose ensuite qu’il existe des constantes a < 1 —§ < v < 1 telles qu’on ait

gap =1—7
Spec(K) C [-1+0,1] (3.33)
Spec(K) est discret dans [1 — 4, 1]

On note alors

les valeurs propres avec multiplicité de K dans 'intervalle [1 — ¢, 1]. On notera (ex)i1<g<ns,
avec K(ep) = Apey, une base orthonormale associée de vecteurs propres dans L2(£2, dr).
On a e; =1, Ay = v, et le spectre essentiel de K est contenu dans [—1+d,1 — §[. On a
aussi

1K = el =~ (3-35)
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Pour tout k, on a A\, > «, donc A\, —m est inversible sur L, et on a (\y—m) K1 (ex) = ey,
d’ou en utilisant (3.31), e € L™ et

1

k—

ler||Lee < 3 Cr,00 (3.36)

Pour 2 < N < M, soit Ey 'espace vectoriel engendré par les e, pour 2 < k < N. L’espace
Ex est stable sous l'action de K. Pour f =Y frex € En, on a (K(f)|f) = > Al fel> >

SNl = 1K ()2, don
Vf€En, Eff)=(Ud=E)fIf)x<IflIz2 = 1K (3.37)

On suppose enfin qu'il existe p > 2, N € [2, M], et des constantes A > 0, h > 0 tels qu'on
ait I'inégalité de Sobolev suivante,

Ve By, IfI3 < AN (& 1) + RIS (3.38)

p—2

_pP_ p—z
D’apres I'inégalité de Holder, on a || f[|7. < [[f[I7," [l fll}:", d'oltavec 1/D =2 —4/p >0

Ve By, IFIEY7 < AR (& 1) + BRI (3.39)
En utilisant (3.37), on obtient donc avec D €]1/2, o0
Vi€ Ex, A7 < An 2 (1513 = IK(HIR + R2IFB)IFILY (3.40)
On appelle (3.40) une inégalité de Nash.
On a (K —II;)"(e2) = K™(e2) — [ eadm = "eq et e3 € L™ d’apres (3.36), donc
I(K = Tz)" [ e > 7" (3.41)

Proposition 3.16 Soit K un opérateur de Markov m-réversible, vérifiant les hypotheses
(5.31), (3.33) et (3.38). Alors on a

(K =1IL)"|pee < Cp =Ch+Cop+C5,, Vn>2 (3.42)
avec

: m 1+ h™2\D

Cip= i Y AP (2 + Cop + C3,) (1 + 2D)P max(1, ( 155 ) )
C’2,00 al n
Cop = FR— Z Ak (3.43)
k=N+1
C 7 C
_ . D 2,00 j 2,00 Y

Can pHi=np2121 (a (2 T 5 a Z)\k) Tz a(l 2 >
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Remarque 3.17 Voyons comment utiliser cette proposition technique. Supposons les constantes
a,0, A, D données, que h est un petit paramétre, et qu’on a
coh? <1 -7 < c1h?
M < csh™
Coco < cgh™
Av <1 —csh? ¢

(3.44)

avec des constantes ¢;,a,b,c > 0 indépendantes de h. Alors pour n > h=**%/2 on obtient
des deux derniéres lignes de (3.43) qu’il eziste Cy indépendant de h tel que Cs ,+Cs,, < Cp,
et en choisissant j ~ h™2,p ~ h=27¢/2 dans la premiére ligne, on obtient qu’il existe Cy, Cy
indépendants de h tel que pour n > 2h™2, on a Cy,, < C’w"*%fz < Ci(1 —clh2)*2h727" <
Coy™. Comme v < 1 — coh?, on obtient qu’il existe C indépendant de h tel que

(K —TL)"| e < Cy" < C(1 — coh®)", Vn (3.45)

En comparant (3.41) et (3.45), on voit qu’il faut attendre n ~ h~? itération pour obtenir
la convergence, et que ceci est bien donnée par la valeur du gap. Obtenir les estimations
M < csh™ et Ay < 1 — c5h?>~¢ correspond & obtenir des estimations de Weyl sur la
fonction de comptage des valeurs propres d’un opérateur elliptique. Noter toutefois que
sur un espace de grande dimension, la constante p d’injection de Sobolev sera tres proche
de 2, donc D tres grand, de sorte que I'estimation de ' ,, devient tres mauvaise. On a alors
intérét a remplacer I'estimation de Sobolev (3.38) par une estimation de type Log-Sobolev

|f ()
1F11Z2

Démonstration. Pour prouver la proposition 3.16, on décompose K — Il en somme de

vf € By, [ If(@)Plog (o Jan(o) < A0 + RISE) (349

trois opérateurs

K-1II,=K + Ky + K3

() = DMl flewdmen, Kalf) = 3 Ml flew)ren (347
k=2 k=N

Alors K (resp Ky, resp K3) est la restriction de K au sous espace spectral associé a
I'intervalle [Ay, 1] (resp [1 — 0, An], resp [—1 + 0,1 — 0[). Les opérateurs K vérifient

Kl <7, [[Kallze < Awgr, [ Ksl[2 <1=6 (3.48)
On a K;K; =0 pour i # j, donc KK; = K;K = Kf et pour tout n > 1
(K —1I1;)" = K+ K} + K3 (3.49)

On estime séparément les trois contributions dans (3.49). On a en utilisant (3.47), (3.36)

et [(flew)x| < I fllee < 1f]lze

CQ,OO

i (3.50)

M
I+ Ka)" ()l < Y AN fllee
k=2
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d’ou en utilisant (3.49) et [[(K —IL;)"||pee = || K™ — Ilx|[ 1o < 2

C 0
B3N < 24 = ZA" (3.51)
On obtient de méme
C, M
[ K5 [ p < T 5—=a Z Ak (3.52)
k=N+1
O

d’ou 'estimation de la constante Cy,, dans (3.43). On va maintenant améliorer I’estimation
(3.51). En utilisant (3.32), (3.48), KK3 = K2, et pour tout opérateur E, ||E||1~_1~ <
|E| 121, on obtient

IKY ™| pooroe = ||KPKY || poopoo < |mPKY || poopoo + [[KCp K5 || p2— oo

C o0 n n
<o L0 3) ol a5

gap(2+1_cz°j ZA”) e = (1-0)"

d’ol 'estimation de la constante Cj,,. Pour estimer C ,, on utilise I’estimation de Nash
(3.40). On a d’apres (3.49)

BT [poe < K™ = Tal[poe + [ K5 ||oe + [ K3 ][Le <24 Con + Can (3.54)

donc aussi, puisque K; est auto-adjoint sur L?,
| KTl <24 Cy,p + Cs (3.55)
Soit alors g € L?(Q2,dr) tel que ||g|/z: = 1. Fixons p > 1 et considérons la suite (¢,)n>0

définie par
cn = K77 (9)]172 = 1K KT (9) |72 (3.56)

Comme ||K||z2 = 1, la suite ¢, > 0 est décroissante, et en utilisant (3.40) avec f =
K"(g) € Ey, ainsi que |||z = [|[K"KY(9)|lr < [|KV(g)||z1 et (3.55) on obtient

cLHL2D < Ap~? <cn — g1 h%n) (2+ Chp + Cs,) 7 (3.57)

Lemme 3.18 Soient D > 1/2 et h > 0 donnés. Soit B > 0 et ¢, > 0 une suite
décroissante vérifiant

Vn >0, ™ < Bh72 (e, — cpir + hcy) (3.58)
Alors on a
14 h2\2D
Vi >0, ¢, < B?P(1+2D)?P max(1, ( - ) ) (3.59)
n
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Démonstration. En posant ¢, = B*’¢,, on se rameéne & B = 1. D’apres (3.58), on a alors
0 < g1 < cn(14 2 — R2c/?D) (3.60)

En particulier, ¢g < (1 + h™2)?P donc puisque C = 1 + 2D > 1, (3.59) est vrai pour

n = 0. Supposons d’abord que (3.59) est vrai au rang n, avec n + 1 < h™2. Si on avait

C(1+h~2?) )2D

Cny1 > (75 . , alors on aurait

C(1+ h%)\2P C(1+ h2)\2D
SIS <o o< (A0 7
< T ) <cn+1_cn_< T ) (3.61)
donc en utilisant (3.60)
CA+h72)\2P _ (C(L+h72)\2P o 20(1L+1h7?)
< 2+n > << l+n ) <1+h BT > (3.62)
ce qui équivaut a
1
C(1+h?%) < (n+2) <h2 vl (Z—j:z>2D> (3.63)

Or la fonction z > 2 — x(1 — (1 — 2)?P) est croissante et tend vers 2D & D'infini et on a
pour n +1 < h™2 (2 + n)h?* < 1+ h% Donc (3.63) contredit C' = 1+ 2D. Il en résulte
que (3.59) est vrai pour tout n < h™2 Maintenant, pour n > h™2, on a ¢, 1 < ¢, < c?P,
donc (3.59) est vrai au rang n + 1.

Reste a étudier le cas h™2 —1 < n < h™2. Si on avait ¢, 1, > C?P| on aurait d’aprés (3.60)

C(1 4 h=2)\2D
2P < (%) (1+ h2 — h2C) (3.64)
n
donc 1 < (14 h?)?P(1 + h? — h2C), dou C < % < 1+ 2D ce qui contredit &
nouveau la définition de C'. g

D’apres le lemme précédent, (3.56) et (3.57), on a donc pour tout n > 0

n 1+ h™2\D
IKT P (g)ll2 = e/? < AP(2+ Capp + Cs) (1 + 2D)” max(1, < 1+n ) ) (3.65)
donc
n 1+ h2\D
I P € AP+ Cop o Cop)(1 4 2D) P max(1, (57— ) ) (366)
donc aussi, puisque K777 est auto-adjoint sur L?
n 1+ h™2\D
|7 o < AP(24 Gy + Cap)(142D) P max(l, (7)) (367)

et estimation de C,, de (3.43) résulte de | K|z < 7, de (3.66) et de

BT [ pomnoe < KT | pempoe < KT 22| KT |2 poe <A™ KT (1210
(3.68)
Ceci acheve la preuve de la proposition 3.16.
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3.3 Le cas () ensemble fini

Dans cette section, {2 désigne un ensemble fini a N éléments, muni de la topologie
discrete et de la tribu des parties de €.

Q={zy,...,xn} (3.69)

Une probabilité 7 sur €2 est simplement la donnée de N nombres réels 7(z;) > 0 tels que
Zﬂ(x,) =1 (3.70)
et un opérateur de Markov est une matrice N x N, K = K, ;, telle que

N
Vij Kij>0 et Vi » Kij=1 (3.71)

=1

Une matrice qui vérifie (3.71) s’appelle une matrice stochastique. I’ensemble des matrices
stochastiques est un convexe fermé dont les points extrémaux sont les matrices K ; telles
que pour tout 7, K;; n’est non nul que pour un seul indice j = F'(i) et K; pu) = 1, i.e la
matrice associée a ’application F' de ) dans €.

K opere sur les fonctions par

K(f)w:) =D Kiif(x;) (3.72)

et sur les probabilités par
LK (m)(x;) = Z () Ky (3.73)
On a
(flg)e = flai)g(a:)m(as) (3.74)

L’opérateur K est m-réversible (i.e autoadjoint sur L?(2, dr)) ssi on a
VLJ W(in)Ki’j = ﬂ([Ej)KjJ‘ (375)

On identifiera les fonctions f & des vecteurs colonnes *(fi, ...., fx) avec f; = f(x;) et les
probabilités v a des vecteurs lignes (v, ..., vy ) avec v; = v(x;) et > v, = 1.

Lemme 3.19 Soit K une matrice stochastique.

(1) 1 est valeur propre de K de vecteur propre associé *(1,...,1) =1,
Spec(K) C {2z € C,|z| <1}, et si A € Spec(K) alors X € Spec(K).
(i1) L’équation (K — Id)a =1 n’a pas de solution.

Démonstration. On a évidemment K (1) = 1. Soit A € Spec(K) et a # 0 tel que
> Kija; = Aa;. Soit g tel que [a;,| = sup; |a;]. On a |a;,| > 0 et

Mlaio| < Koy
j

aj‘ < ‘aio‘ ZKZ'O,J' = |ai0’
J
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ce qui prouve |[A| < 1. L'invariance du spectre par conjuguaison complexe résulte du
fait que les coeflicients K ; sont réels. Enfin, si (K — Id)a = 1, on a pour tout n > 1
K"(a) —a = nl. Or la suite de vecteurs K"(a) — a est bornée puisque sup; |K"(a);| <
sup, |a;| : contradiction.

g

Exemple 3.20 Soit K la matrice stochastique (associée a la bijection 1 — 2 — 3 — 1)

010
00 1 (3.76)
100

On a K3 = Id et Spec(K) = {1, %™/3 ¢4im/3}

Exemple 3.21 Soit K la matrice stochastique avec a > 0,¢ > 0,a+c <1

a 0 1-a
¢c a l—a-c (3.77)
0 0 1

On adet(K—M\d) = (1-X\)(a—M\)?, Spec(K) = {1,a,a} et Ker(K—ald) = {!(x,y,2),x =
z =0} qui est de dimension 1 de sorte que K n’est pas diagonalisable.

On remarquera qu'une matrice stochastique admet toujours une probabilité invariante.
En effet, comme 1 est valeur propre de K, 1 valeur propre de ‘K. Il existe donc une
mesure p telle que *K(u) = p; si p = py — p_ est la décomposition de p en parties
positives et négatives, on a puy, — pu_ ="K (uy) — "K(p_), donc puisque 'K (u+) sont des
mesures positives, 'K (1) = ps + 6, olt f est une mesure positive, et comme 'K conserve
la masse totale, on obtient # = (0. Les mesures positives p4 sont donc invariantes. Si
Q) est infini, K peut n’avoir aucune probabilité invariante; par exemple, avec )} = Z
l'opérateur de Markov K(g)(n + 1) = g(n) n’admet pas de probabilité invariante. On a
bien Spec(K) = Spec(*K), mais le fait que 1 € Spec(* K) n’implique pas que 1 est valeur
propre de ‘K lorsque K opere sur un espace de dimension infinie.

A toute matrice stochastique K, on associe un graphe orienté G = G(K). Les sommets
de G sont les éléments {1, ..., N} de § et on trace une aréte orientée de i vers j ssi K; ; > 0.

Définition 3.22 Soit K = K, ; une matrice stochastique.
(i) K est irréductible ssi Vi, j, 3In>1 K; >0
(i) K est apériodique ssi Vi, pged{n > 1, K}, >0} =1

Le fait que K soit irréductible a une interprétation simple en terme du graphe G(K) :
Pour tout couple (7, ), on peut passer du sommet ¢ au sommet j du graphe en suivant
des arétes (orientées) du graphe.

Proposition 3.23 (Perron-Frobenius) Soit K une matrice stochastique.

(i) Si K est irréductible, K admet une unique probabilité invariante et le sous espace
caractéristique de K associé a la valeur propre 1 est de dimension 1, engendré par 1.
(i1) Si de plus K est apériodique, on a Spec(K)\ {1} C {z € C,|z| < 1}.
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Démonstration. Pour (i), il s’agit juste de vérifier que 1 est valeur propre simple de K.
Soit a tel que K(a) = a. On a K"(a) = a pour tout n > 1, donc ; KJ;a; = a;. Soit ig
tel que |a;,| = sup |a;|. On peut supposer a;, = 1. On a en utilisant K"(1) =1,

1 = a;, = Re( Z noa ZKW Re(a;) —1) + 1 (3.78)

Puisque K ; > 0 et Re(a;) <1, on obtient pour tout n > 1, j, K7 ;(1 — Re(a;)) = 0. En
fixant j et en choisissant n tel que K7 ; > 0 on obtient Re(a;) = 1, et comme |a;| < 1,
cela prouve a; = 1, donc a = 1.

Soit pour p > 1, E, = Ker(K — Id)?. Pour p > 2 et b € E,, on a (K — Id)P~(b) € Ey,
donc d’apres ce qui précede (K — Id)P~1(b) = ul, donc d’apres le point (ii) du lemme
(3.19), =0, donc b € E,_;. On a donc U,>1 E, = E.

Pour (ii), supposons de plus que K est apériodique. Soit A € Spec(K) avec |A| =1 et
A # 1. Soit 6 €]0, 27[ tel que A = €% et a # 0 tel que Ka = Aa. Soit & nouveau iy tel que
lai,| = sup |a;|. On peut toujours supposer a;, = 1. On a K"(a) = ¢™?a pour n > 1, d’out

1 = |61n9a10| < Z Zojla’]| - Z 10,] |a]| - 1) + 1 (379)

et comme K est irréductible, on obtient comme précédemment |a;| = 1 pour tout j.
Posons a; = e, On a pour tout n > 1
DKt = = Ko, (3.80)
J#io

Soit A = {n > 1, K7, > 0}. Comme K est irréductible, A est non vide, et de K" =

Z > K. K", ondéduitquen—l—mGApournmEA

lo] J7«0— 10,0 20207
Pourn € A,ona ) P <1, donc d’apres (3.80) [e™? — | < 1.1l en résulte

j#io z 20 10

n € A= Re(e¢™) >0 (3.81)

Soit [ = inf{n,n € A}. Pour tout k > 1 on kl € A et donc d’apres (3.81), klf €] —n/2,7/2]
(mod 27). 11 en résulte

0 =2mj/l avec je{l,..l—1} (3.82)

Soit | = p?l...pzk la décomposition en facteurs premiers de [. Comme K est apériodique,
pour tout j € {1, ..., k}, il existe n; € A non divisible par p;. Alors Zj(H#jpe)nj =meA
n'est divisible par aucun des p;, donc est premier a [. Or en appliquant (3.81) aux
km € A, on obtient comme précédemment mé = 275’ avec j/ € {1,....,m — 1}, d’on
21/0 = m/j' =1/j, donc mj = lj’ donc m qui est premier a [ divise j' : contradiction. [J

Remarque 3.24 La matrice stochastique (3.76) de l'exemple (3.20) est irréductible, mais
pas apériodique : on a pged{n > 1, K7\, > 0} = 3 pour tout i.

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate de la proposition (3.23) et de la
réduction de Jordan des matrices.
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Théoréme 3.25 Soit Q = {1,..., N} et K une matrice stochastique sur ), irréductible
et apériodique. Alors K admet une unique probabilité w invariante. Le spectre de K avec
multiplicité est Spec(K) = {1, Ag, .., AN} avec 1 > |Xo| > ... > |Ay| et il existe des
constantes C, A telles que pour tout n on ait

sup | K" (z, dy) — |lyr < C|Ao["n? (3.83)

En particulier, si la matrice stochastique K est irréductible et apériodique, K est uni-
formément ergodique. La constante A qui intervient dans (3.83) se calcule a partir de la
structure des blocs de Jordan de K associés aux valeurs propres de module |\y.

3.4 Marche aléatoire

Rappelons qu’on note X = QN I'espace produit dont les éléments sont les suites infi-
nies = (x1,...,xj,...) avec z; € €, et p; : X — Q 'application coordonnée p;(z) = x;.
On munit X de la tribu produit B (la tribu engendrée par les p;*(B)).

Soit K un opérateur de Markov sur 2 de noyau K (x,dy), et xo un point de €. Pour
tout cylindre C' de X de la forme

C=A X . XAy xQx0x.., A;eB (3.84)

on pose
Py (C) = K(1a, K(1a, K(.. K(1ay))))(20) (3.85)

qu’on peut écrire aussi sous la forme

P (C) = / /A (e dm) K@ de). K (o, doy) (3.86)

On vérifie aisémment que C' — P, (C') est une mesure positive additive sur I'algebre des
cylindres, et bien sur que P, (X) = 1.

Pour tout élément (zy,...,2;,...) de X, on dit que (zg, 21, ...,xj,...) est une marche
aléatoire issue de x¢, et on interprete P, (C) comme la probabilité pour qu'on ait z; €
Ay, ...,y € Ay, qu'on note

on(ml EAl,...,ZEN GAN) :PIO(C) (387)

Par exemple, on a d’apres (3.85)

P, (x, € A) = /AK”(a:o, dy) (3.88)

qui est la probabilité pour que le nieme terme de la marche appartienne a A. Il existe alors
une unique probabilité P, sur (X,B) qui vérifie (3.85) pour tout cylindre C. référence.
On remarquera qu’une marche aléatoire n’est pas une marche, mais une probabilité sur
I’espace des trajectoires. Les probabilistes appelent chaine de Markov la suite 1, ..., x,, ...
de variables aléatoires sur X.

Lorsque K(f) = ([ fdr)1 pour une probabilité 7 sur €, on retrouve simplement
P,, = 7, la probabilité produit.
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Théoréme 3.26 (Markov Chain Monte Carlo) Soit K un opérateur de Markov sur
Q, xg un point de Q) et P,, la probabilité associée sur X. On suppose que K admet une
unique probabilité invariante m et qu’on a lim,, . || (K —11;)"||z~ = 0, i.e on suppose que
K est uniformément ergodique.

Soit f € LY(Q,dr). Pour P, presque toute suite x € X on a

1 X
i 5 > fGay = [ o (3.9
On remarquera que les variables aléatoires f;(z) = f(x;) ne sont pas en général

indépendantes sur X, mais que les corrélations entre f; et f;i, tendent vers zéro quand
n — oo. Ce théoreme est valable sous des conditions bien plus faibles que 'uniforme
ergodicité et il existe aussi dans ce cadre des versions du théoreme de la limite centrale.
Pour une preuve de ce théoreme, voir | | et aussi | ].

Un exemple typique de marche aléatoire associée a un noyau de Markov est le suivant.

Soit 2 un espace métrique, d(x,y) la distance sur , B la tribu engendrée par les
ouverts de 2, et x4 une mesure positive sur (€2, ). On suppose que pour tout = € ) et
tout h > 0, on a

0 < u(B(z,h)) < oo (3.90)

ou B(x,h) ={y € Q,d(y,z) < h} est la boule ouverte de centre z et de rayon h. On fixe
h > 0 et considere le noyau de Markov

R, dy) = 2 W) (3.91)
associé a 'opérateur
KN = gy L (0w (3.92)

La marche aléatoire correspondante est simplissime : si la marche est au point x,, on
choisit un point y € B(z, h) uniforme pour u, et on pose x,11 = y.

Lorsque p est une probabilité sur €2, K, est m-réversible pour la probabilité (qui dépend
de h)
p(B(z,h))

dr(z) = ————du(z)
h (3.93)
Zn = // dp(x)dp(y) > 0
d(z,y)<h
La forme de Dirichlet et le laplacien associés sont
1
it =gy [ [ 150 - f@)Pdulz)duty)
27, d(z,y)<h
1 (3.94)

[ 8wl (F)(2) = (f(x) = f(y))du(y)

p(B(z,h)) /d(y,m)<h
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et la formule d’intégration par parties s’écrit

(1801 f19)x = En(f, 9) (3.95)

Comprendre la théorie spectrale de K}, la structure de l'algebre des opérateurs en-
gendrée par K}, et les multiplicateurs par des fonctions, le comportement de cette marche
quand h — 0, ..., autant de questions qui peuvent étre simples ou difficiles en fonction de
la nature de I'espace métrique mesuré €.

Voici un exemple simple associé a la discrétisation par différences finies de 'opérateur
f — f". On étudiera dans la section 5 un exemple analogue dans le cadre plus général du
laplacien sur une variété riemannienne.

Soit U le disque unité complexe U = {z € C,|z| = 1} qu’on identifie & R/Z par
0 ER/Z s z =% c U.Pour N > 2s0it Qy = Q={z€C,z"N =1} = {x,,..xn5} avec
z; = e*™/N_On pose h = 1/N. On note, pour k € Z, e, la fonction sur U, e,(z) = z*.
Les restrictions des e; a 2 pour 0 < k < N — 1 forment une base des fonctions sur 2, et
exlo = extn|a pour tout k € Z. Soit 7w la probabilité uniforme sur Qp, i.e w(z;) = 1/N

pour tout j, et K} le noyau de Markov défini par

Kl )(e5) = 5(Flza) + (o) + Fa00) (3.96)

Alors K, est m-réversible, et on a

1+ 2cos(27k/N)

Kn(er) = ( 3 Jex (3.97)
de sorte que
142 2
Spec(Ky) = { + C038< th),k: =0,...,N—1}.
En particulier, on a
2
Spec(K) C [-1/3,1] et gap = 5(1 — cos(2h)) (3.98)

On a pour toute fonction réguliere f(6),0 € R/Z, en notant aussi f par abus sa restriction
a Oy

I8() = (T = K)(f) = — 524"+ O(1?) (3.99)

Pour tout ¢ € [0, 00 on a, en désignant par Ent(z) €|x — 1, ] la partie entiere de x

hm KhEnt(t/hz)(ek> _ hm< 1 + 2 COS(27Thk) )Ent(t/hQ)ek _ 67%47"2]“2

P P 3 (A3 (3100)

Kf]nt(t /h?) A

, t
Lorsque h — 0 l'opérateur converge donc vers le noyau de la chaleur e3~ sur
U ~ R/Z. On prouve aussi facilement que la marche aléatoire associée converge vers le
mouvement brownien sur le cercle.
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4 Algorithme de Metropolis

4.1 Description de I’algorithme

Soit €2 un espace métrique localement compact et dénombrable a I'infini, et B la tribu
des boreliens sur 2. Soit p une mesure de Borel positive sur (2, 8). Soit enfin p(x) € [0, 00|
une densité sur Q telle que drm = p(z)du soit une probabilité, i.e

/ plx)du =1 (4.1)
Q

L’algorithme de Metropolis construit une chaine de Markov qui admet m comme mesure
d’équilibre. Il s’agit donc d’une méthode MCMC dont le but est de construire un algo-
rithme qui permette de choisir un point au hasard selon 7.

Pour ce faire, on se donne d’abord une fonction k(x,y) > 0 mesurable sur Q x Q
telle que k(z,y)du(y) soit un noyau de Markov sur 2. Dans la pratique, on devra savoir
choisir pour tout x un point y selon la probabilité k(z,y)du(y). On verra plus loin des
variantes de type N-corps pour lesquelles on travaille avec un noyau de Markov k(z, dy)
qui n’admet pas de densité par rapport a .

On définit ensuite le taux d’acceptation A(z,y) > 0 comme suit :

A(l‘,y) =1 si p(x)k(x,y) =0

Az, y) = p(y)]]zﬂ sinon

)
p(x)k(z,y)
On définit alors 'opérateur de Metropolis M par

M(f)(z) :m(ar)f(af)Jr/k(:v,y) min(1, Az, y)) f(y)du(y)
@ (4.3)

m(z)=1- / Kz, y) min(1, A(z, 9))du(y) € [0, 1]

p(W)k(y,x)
o)) et

Par définition, on a pour p(z) > 0, k(z,y)min(1, A(z,y)) = min(k(z,y),
lorsque p(z) = 0, k(z,y) min(1, A(z, y)) = k(z,y) .

On a par construction M(1) =1, M(f) > 0si f > 0 et le noyau associé¢ a M est
M (2, dy) = m(2)8y—e + k(z,y) min(1, A(z, 1) du(y) (4.4

Pour tout borelien B, x — m(x, B) est mesurable, et on a

Ma,B) = m()Lae) + [ Kr.y)min(1, Az, )du(y) (45)
B
le fait que 'opérateur markovien M soit de type Feller, c’est a dire vérifie M(f) €
CP(Q) pour f € CP(2), dépend évidemment des données p, k(z,y).
L’interprétation algorithmique en terme de marche aléatoire de I’'opérateur markovien
M est simple : supposons que la marche soit au point x,,.
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On choisit y selon k(z,,y)du.

Si A(z,,y) > 1, on pose Ty =Y.

Si A(x,,y) < 1, on tire a pile ou face avec probabilité de gagner égale a A(x,,y).
Si on gagne, on pose T,y = ¥.

Si on perd, on pose T, 1 = T,.

!
w =

Il est donc facile d’'implémenter sur machine cet algorithme, des qu’on dispose d’une
méthode qui permette de réaliser le point 1 : choisir y selon k(xz,, y)du. Le point clé de cet
algorithme est que méme si le noyau de Markov k(x,,, y)du utilisé dans 1’étape 1. n’a rien
a voir avec la probabilité m qu’on souhaite échantillonner, I'introduction du taux d’accep-
tation donné par (4.2) va permettre d’assurer que 7 est une probabilité d’équilibre pour
le noyau de Markov M (z,dy). Un point fondamental de cet algorithme est qu’a chaque
étape, on a, en général, une probabilité non nulle de ne pas se déplacer (des variantes
de I'algorithme de Metropolis, de type dynamique moléculaire, sont telles qu’a chaque
étape de I'algorithme, on peut suivre un champ de vecteur déterministe X pendant un
certain temps). Cela introduit des difficultés notables, puisqu’on perd le phénomene de
régularisation locale des diffusions elliptiques ou hypo-elliptiques. D’une certaine maniere,
cet algorithme interpole entre mouvement déterminisme (ici, rester sur place), et mou-
vement stochastique (se déplacer aléatoirement). Cela se voit treés bien sur la formule
(4.3) qui écrit 'opérateur de Metropolis comme la somme de deux termes : 'opérateur de
multiplication par la fonction m (composante déterministe), et 'opérateur de moyenne
pondérée sur 2 (composante stochastique). C’est le point remarquable de cet algorithme.

Lemme 4.1 M est m-réversible, et donc 7 est invariante par M.

Démonstration. On a
M(f)lg)r =

[ r@a@m@paane) + [ [ Ky ming, A p)s@aepeine

et par construction k(z,y) min(1, A(z,y))p(x) = min(p(x)k(x,y), p(y)k(y, x)) qui est réel
et symétrique en z,y, donc (M (f)|g)r = (f|M(g))x- O

Lemme 4.2 La forme de Dirichlet associée a M est

EL ) = (Ud=M)f[f)x

. (4.7)
=5 [ [ 1@ = 1) min(p(@)h(z, ). p0)k(y,2)) duy)dut)

Démonstration. Immédiat par ce qui précede. O

Le choix du noyau de Markov k(z,dy) va évidemment influer les performances de
I'algorithme. On parle d’algorithme local lorsque k(z, dy) n’autorise que des déplacements
en des points y voisins de z, et d’algorithme global sinon. La premiere chose a faire pour
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étudier cet algorithme est de savoir s’il vérifie une inégalité de Poincaré, et d’estimer le
gap. L’inégalité de Poincaré s’écrit

/ / |f(x) = f(y)Ppy)p(x)du(y)du(z)
(4.8)
gA//uwwwwwmmMMMme@mmmmmwmu>

En particulier, si on sait minorer k(x, y) par une fonction p(z, y) qui est telle que I'inégalité
(4.8) est vraie avec p en place de k, alors (4.8) est trivialement vrai.

Plus généralement, pour démontrer une telle inégalité, on peut d’abord utiliser le
lemme 3.10, i.e montrer que M" vérifie une inégalité de Poincaré pour un certain n >
1. En effet, il y a de bonnes chances que le noyau de M" admette une minoration
plus intéressante que le noyau de M. En minorant le noyau de Markov M"(z,dy) >

p(z,y)du(y) avec une fonction p(z,y) > 0 telle que [ p(x,y)du(y) < 1, on se ramene en
utilisant (3.10), a prouver une inégalité de la forme

[ [ 1@ = ts@p@adntwant < € [ 156 - 1)t o)p@dnto)duto
(4.9)
Si la fonction p(z,y) est nulle (ou trop petite) lorsque les points z et y ne sont pas proches,
on peut enfin essayer de prouver cette derniere inégalité par un argument de chemins : pour
tout couple (x,y) on choisit des points intermédiaires zo(x,y) = x, z1(x,y), ..., 2y (2, y) =
y, avec z; proche de z;,1, et on utilise

F@) = FWI* < VN 1F(z) = fz)l? (4.10)

ce qui ramene a vérifier

| [ 11wt Parwre) <€ [ [ 1101w @)

(4.11)
Si(x,y) — (2j(x,y), zj+1(x,y)) est une application raisonnable, on pourra alors effectuer
le changement de variables (z,y) — (2;(2,v), zj+1(z,y)) dans le membre de gauche, et
donc relocaliser le probleme sur le support de p. Evidemment, rien n’assure que ce type
de méthode donne autre chose qu’une borne inférieure sur le gap.

4.2 Algorithme de Metropolis de type N-corps
Dans les applications, on rencontre souvent la situation suivante, avec N entier :
- Y est un espace métrique localement compacte et dénombrable a I'infini.

- Z est un fermé de YV.
- 2 est un ouvert de Z.

POUI‘j € {1 N} et Yy = (yh' 7yN) € YN7 on note y] = (y17"'ayj—1ayj+1a 7yN) €
YN 1 , et aussi Yy = (y y]> Pour x € Q, on pose

Qj={yeY, (2),y)eQ}CY (4.12)
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Evidemment, si @ = (27, x;), on a x; € Q,;. On suppose que pour tout j € {1,..., N},
il existe une probabilité dv/ sur YV~1 et pour tout x € Q une probabilité dr,; sur Q, ;,
dépendante de 27, telles qu’on ait

/Q f(@)dn(z) = /Y | /Q ) £l 2, (2)) A (a) (4.13)

En d’autres termes, dm,; est une probabilité conditionnelle, toutes les coordonnées de
r € Q) étant fixées, sauf la j°m¢. L’opérateur de Metropolis de type N-corps est un
opérateur de la forme

M) = 3 32 M £)?, ) (4.14)

ou M,; est un opérateur de Metropolis sur €2, ;, qui échantillonne la probabilité dm,;.

La marche associée est donc la suivante :
Si la marche est au point x € €, on choisit un j € {1, ..., N} au hasard pour la probabilité
uniforme. On a alors x = (27, z;), et on ne modifie que la coordonnée z; en utilisant un
algorithme de Metropolis sur la tranche €2, ; de Q.

4.3 Exemples

A. L’exemple historique.
Soit @ =]0, 1[* le carré unité ouvert dans le plan. On souhaite placer au hasard N disques
fermés de rayon € > 0 dans @), de sorte que 2 disques quelconques ne s’interceptent pas.
L’espace de configuration est I'ouvert C de R?V

C=Cn.={z=(21,..,7N), 7j €le,1 —¢[*, Vi#j dist(z;,z;) > 2¢} (4.15)

Les x; sont les centres des disques, et on munit C de la mesure de Lebesgue. Dans cet
exemple, il faut garder a 'esprit que € peut étre tres petit et N tres grand. Choisir un
point au hasard dans C est alors hautement non trivial. On peut bien sur travailler aussi
en dimension 3 avec Q =0, 1[3, et avec des spheres a la place des disques, mais si on pense
ainsi modéliser une répartition de molécules dans une boite, le nombre d’Avogadro, i.e
le nombre d’atomes dans 12 grammes de carbone-12 étant Ny = 6.022141 x 10% mol *,
la dimension d = 3N de C est gigantesque. Méme pour des valeurs beaucoup plus pe-
tites de N, la complexité numérique de ce probleme reste hors de portée des méthodes
déterministes.

La structure topologique et métrique de 'espace de configuration C est tres mal connue.
C’est un ouvert borné semi-algébrique de R?V, évidemment non vide deés que la densité
de disques N7we? = § n’est pas trop grande, dont ’ahérence est contenue dans

¢l = CJ{,’E ={z=(21,..,an), 7 € [e,1 —€]?, Vi#j dist(z;,z;) > 2¢} (4.16)

On peut avoir C # Cf, et Cf peut avoir des composantes connexes d’intérieur vide, des que
2Ne = 1 est grand avec 0 arbitrairement petit (voir | ]). Comme on a C]’:[’E C Cnye
pour ¢’ < ¢, il en résulte qu’il est faux (!) que C soit un ouvert connexe si la densité o
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est assez petite. Dans | | il est prouvé que le bord de C est lipschitz lorsque u est
assez petit, mais il y a des singularités de type cusp dans le bord de C par exemple pour
des valeurs de p proches de 1.

L’intéréet de cet exemple est qu’il est censé étre un modele qui permettrait de com-
prendre la nature des transitions de phase liquide-solide (voir | |). Beaucoup de tests
numériques ont été effectués sur ce modele (voir | |). Tls semblent confirmer une tran-
sition de phase pour des valeurs de la densité ¢ des disques de l'ordre de 0.7, la densité
maximale de remplissage étant 6 = ﬁg ~ (.9, lorsque les disques de rayon ¢ petit sont
centrés sur le réseau hexagonal. Mais en fait, malgré 50 ans d’effort, on ne sait pratique-

ment pas grand chose...

L’algorithme de Metropolis et al. | | est le suivant :
On part d’une configuration admissible de disques z = (z1,...,2y) € C. On choisit un
j au hasard pour la mesure uniforme sur {1,...N} et on choisit un y €|e,1 — ¢[* au
hasard pour la mesure de Lebesgue (on sait faire). On remplace z; par y. Si le nouveau
point de R*N 2/ = (x4, ..., xj_1,Y, 11, ..., Tx) est dans C, on va en 2, sinon, on reste en z.

Il s’agit donc d’un algorithme de Metropolis global et de type N-corps.

B. Mesure de Gibbs.
Soit 2 = R? et du = dz =la mesure de Lebesgue. Soit U(x) une fonction sur R telle que
e~U(®) s0it intégrable. Posons

Z = / e V@ dyg (4.17)

On appelle Z la fonction de partition (lorsque U dépend de parametres auxiliaires, par
exemple la température, Z est fonction de ces parametres). En pratique, Z est souvent
incalculable. On définit la densité de probabilité 7(z) par

1
m(x) = EG_U(J:) (4.18)

Enfin, on choisit une fonction ¢(x) > 0 sur RY, symétrique (¢(z) = ¢(—r)) et d’intégrale
1, [¢(x)dr = 1. On définit alors k(x,y) par

k(z,y) = o(r —y) (4.19)

Le taux d’acceptation de I'algorithme de Metropolis est

Az, y) = % = WW-UE) g olx—y)#0, A(z,y)=1 sipx—y)=0 (4.20)

et le point fondamental est que ce taux d’acceptation ne dépend pas de Z, mais seulement
de la fonction U qu’on sait calculer en pratique.

Dans les applications a la physique statistique, la variable sans dimension x repere les
états possibles du systeme physique. On a

U(z) = H(z)/kT (4.21)
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olt H(x) est énergie du systéme dans I'état x, k = 1.3806503 10~2kgm?2s2K ! est la
constante de Boltzmann et T la température mesurée en Kelvin. Il est illusoire de vouloir
calculer naivement la fonction de partition Z(7') pour un systéme a N particules.

La probabilité m(z)dr = e @)/kTdg s’appelle la distribution de Gibbs ou de
Boltzmann. L’énergie interne du systeme est
1

<H>=E.(H)=—— [ H)e ""/"q 4.2

(1) = s [ H@e " (4.22)

L’énergie libre F' est définie par

F =—kTlog(Z(T)) (4.23)
et I'entropie du systeme est par définition

S=(<H>-F)/T (4.24)

La chaleur spécifique C' est la quantité macroscopique

1
C=0r<H>= mvarﬂ(H) (4.25)
Les transitions de phases correspondent a des variations tres rapides de la fonction de
partition T'— Z(T). En posant = 1/kT, on a trivialement

Oslog Z = — < H > (4.26)

de sorte que le calcul de Iénergie interne < H >= E(H) du systéme permet de calculer
les variations de Z(T'). Or d’apres le théoreme 3.26, le calcul de 'espérance E,(H) peut
étre effectué par une méthode de type Monte-Carlo fondée sur un algorithme de type
Metropolis. On remarquera que pour un systeme a N particules, méme si a N fixé, Z(T')
est analytique en 7', son comportement pour N grand peut ressembler a celui d’une
fonction discontinue pour des valeurs dites critiques de la température.

C. Métropolis sur un ouvert borné.
Soit © un ouvert borné de R?, p(z) > 0 une densité de probabilité sur Q, et dr = p(z)dz
la probabilité associée.

Lorsque p(x) = 1g(x)/Vol(2) est la densité uniforme, une méthode simple pour choisir
un point au hasard dans 2 consiste a choisir une boite Q@ = % ,[a;, b;] qui contienne
Q2 et a implémenter I'algorithme de Metropolis correspondant au choix k(x,y) = #&(?Q)‘
Essentiellement, cela revient a faire tomber des points au hasard dans (), et a ne conserver

que ceux qui tombent dans €2. Le taux d’acceptation est alors

Az, y) = 1g\a(r) + 1a(z)1a(y) (4.27)

L’algorithme s’écrit :

Si la marche aléatoire est en x,, € (), on choisit y pour la mesure uniforme dans le
cube @ (on sait faire),
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—siz, ¢ Qouy€eQonvaeny, r,1 =y

—six, € Qety ¢ Qonreste en x,, T, = T,.

On remarquera que des que la marche est rentrée dans €2, elle ne peut plus en sortir.
Pour faire tourner cet algorithme, il n’est pas nécessaire de connaitre le volume de €). Le
noyau markovien associé est de type Metropolis

~ Vol(Q)
Vol(Q)

En décomposant toute fonction f sur Q en f = g+ h, avec g = 1lof et h = Ig\af, on

écrit M sous forme matricielle
A 0
M = ( B D) (4.29)

M(f)(z) = 1a(z)(1

lo(z) loo(2)
)+ iy . Tyl | sy 429

Avec C = gz;gg;, on a

Alg) = (1—C)g—i—C'/di7r, B(g) zC/diﬂ, D(h) = Voll(Q) /Q\Q bz (4.30)

Si on se restreint a choisir le point de départ de la marche dans €2, seul le noyau de
Markov A opérant sur L>(2) intervient. Comme A = (1 — C)Id + CIl,, on a gap = C,
Spec(A) = {1 — C,1} et on obtient d’apres (3.21), en utilisant (Id — I1;)" = Id — I,

sup [|(*A)" (dy=s) — 7|l = %Il(l — O)"(Id = )| ooy = (1 = C)" (4.31)

z€Q

Vol(Q)
Vol(Q)
ment, si Vol(2) est tres petit devant Vol(Q), en faisant tomber des points au hasard dans

@, il y a peu de chances qu’ils tombent dans 2! Par exemple, si €2 est la boule unité de
R*™, on a Vol(Q) = =%, le volume du cube standard qui contient la boule unité est 2%,

et C'= 47T—m est bien trop petit des que m est grand.

M|

Il est donc clair que cette méthode est désastreuse si C' = est trop petit. Evidem-

L’algorithme précédent est de type global. Voici un algorithme local pour échantillonner
une probabilité dr = p(x)dx sur Pouvert borné Q de R? avec p > 0 sur €.

On se donne une fonction ¢(x) > 0 sur R?, radiale, telle que [ p(z)dz = 1. Ce peut
étre une gaussienne, la fonction caractéristique d'une boule... On pose ¢, (x) = h™ % (%)
et on définit alors 'opérateur de Metropolis M), par

My(f)(z) = mp(z) f(2) + / en(x —y)min(L, p(y)/p(x)) f(y)dy
@ (4.32)

() = 1 - / on(z — y)min(L, p(y)/p(x))dy

L’algorithme pour construire le point x,,.; de la marche, la marche étant en x,, € €,
est le suivant.

1. On choisit un point y de R* pour la probabilité h~%p(*2=4)dy.
2. Siy ¢ Q, on pose x,11 = Ty.
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3.Siy e et p(y) > p(x), on pose x,11 = y.
4. Siy e Qet p(y) < p(x), on tire a pile ou face avec probabilité de gagner p(y)/p(x); si
on gagne, on pose T,41 = ¥, si on perd on pose T, = Tp.

On trouvera dans | | des résultats sur cet algorithme, lorsque le bord de € est
lipschitz, et la fonction p lisse sur Q. En particulier, on a le fait que pour h petit, la
convergence vers ’équilibre est controlée par la premiere valeur propre non triviale de
Iopérateur elliptique

Vip)

el (4.33)

avec conditions de Neumann au bord, qui est le laplacien associé a la forme de Dirichlet

/Q VP pla)da (4.34)

On remarquera que le fait que le bord de €2 soit lipschitz assure qu’il existe ¢ < 1 tel
que mp(x) < ¢ pour tout x € §2 et tout h assez petit. On trouvera aussi dans | | des
résultats beaucoup plus précis dans le cas Q =] — 1, 1], p = 1/2, et ol on constate que les
phénomenes de bord en x = 41 ne sont pas triviaux.

D. Marche aléatoire sur un espace métrique mesuré.
Reprenons 'exemple de la marche aléatoire sur un espace métrique mesuré (2, B, ) avec
p une probabilité. D’apres (3.93), p n’est pas en général invariante. On peut appliquer
a cette marche la stratégie de Metropolis pour rendre p invariante et K, p-réversible. Il
suffit de poser

1 1
(B(z,h))" n(B(y, h))

)dp(y)

Mi(f) (@) = mi (@) (z) + / )F()du(y)

d(y,z)<h

@ =1= [ G

La marche associée est la suivante : si la marche est en z,, on choisit y € B(x,h)
uniforme pour p. Si u(B(y,h)) > w(B(z,h)), on pose z,+1 = y, sinon, on tire a pile ou
face avec probabilité de gagner p(B(y,h))/u(B(x,h)). Si on gagne, on pose Z, 1 = ¥, si
on perd, on pose Tpi1 = Tp.

min(
I

(4.35)

4.4 Quelques problemes ouverts

— 1. La théorie spectrale des opérateurs de type Metropolis n’est pas bien connue :
structure du spectre loin de 1, formules de Weyl précises pres de 1...

— 2. Pour un algorithme de Metropolis dans un ouvert borné 2, le comportement des
fonctions propres pres du bord de () fait apparaitre des phénomenes de couches
limites qui restent a analyser.

— 3. La régularité des fonctions propres.

— 4. Que peut-on dire de la convergence vers la mesure invariante lorsque 1 est dans
le spectre essentiel de M 7

— 5. Last but not least, pour les algorithmes a N corps, étudier I'asymptotique N
grand.
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5 Marche aléatoire sur une variété

5.1 Marche aléatoire et laplacien

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, connexe, de dimension d, d,z sa forme
volume canonique, et dy(z,y) la distance riemannienne sur M x M. Pour z € M et h > 0,
soit B(z,h) = {y,d,(x,y) < h} la boule de rayon h centrée en z, et |B(x, h)| = fB(Lh) dgy
son volume. Pour tout h > 0, on note K}, I'opérateur Markovien

1
Kyf)(x) = —/ fly)d,y 5.1
( h )( ) |B($,h)| Bla.h) ( ) g ( )
Alors K}, est réversible pour la probabilité, qui dépend de h,
| B(z, h)]
dy, = ——2—1( 5.2
Yh thdhd g% ( )

oll ¢4 est le volume de la boule unitée de R, On a pour h petit

S(x)

|B(z,h)| = cdhd<1 @D

K2+ 0(h3)> (5.3)

ou S(x) est la courbure scalaire en z, i.e la trace du tenseur de Ricci. La constante de
normalisation Zj, est telle que duv, (M) = 1. Pour h petit, dvj, est proche de d,z/Vol(M) et
Zy, proche de Vol(M). Les espaces de Hilbert L*(M, dvy,) et L*(M, dgz) sont égaux en tant
qu’espaces vectoriels, et leurs normes sont uniformément en h équivalentes. L’opérateur
K}, est compact sur L?(M, dvy,). On note

0< .. <pygsr(h) < pp(h) < ..up(h) < po(h) =1 (5.4)

la suite décroissante des valeurs propres positives, avec multiplicitée, de K, (K, a aussi
des valeurs propres négatives si h est assez petit). L'inégalité uy(h) < po(h), qui équivaut
au fait que, a h fixé, K} vérifie une inégalité de Poincaré, est trivialement conséquence
de la compacité de K}, et de la connexité de M : Si K,(f) = f, on a E(f, f) = 0, donc
d’apres (3.10), f(x) = f(y) p.p pour dy(x,y) < h, donc f est constante.

On note G4(€) la fonction de ¢ € R,

Gale) =+ / e (5.5)

Cd

Au facteur é pres, la fonction Gy est la transformée de Fourier de la fonction ca-

ractéristique de la boule unitée de R? et ne dépend que de [£]2. On notera [y(s) la
fonction définie sur [0, co[ par

Ga(€) = Ta(l€P)- (5.6)

La fonction I'y est analytique réelle, |I'y(s)| < 1, et lims_ooLq(s) = 0, puisque G4(§) est
la, transformée de Fourier d’une fonction réelle paire de L' de masse totale 1. On a pres

des=0
Tu(s) =1 — m +O(s?) (5.7)
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On notera aussi A, 'opérateur de Laplace-Beltrami sur (M, g), et par 0 = Ay < Ay <
A2 < ... <\, < ... le spectre de Popérateur —A, sur L*(M, d,x).

Le théoreme suivant est démontré dans [L)].

Théoreme 5.1 Soit hy > 0 petit. 1 est valeur propre simple de K}, et il existe v < 1 tel
que pour tout h €]0, ho| on a Spec(K}) C [—v,1]. 1l existe co > 0,¢1 > 0 tels que

coh? < gap < c1h? (5.8)

Plus précisément, pour tout L > 0, il existe C tel que pour tout h €0, hy] et tout k < L,

on a
h? 2(d+2)
Soit |Ay| Uopérateur autoadjoint sur L*(M, dvy,) défini par

| < OR? (5.9)

h?

1-Kp=———
T o(d+2)

| A (5.10)

Soit Fy et Fy les deuz fermés de C, Fy = {z,dist(z, spec(—A,)) < €},
Fy = {z,Re(z) > A, |Im(2)| < eRe(z)}. Soit ¢ > 0 petit, A > 0 grand, F = F; U F; et
U=C\F. Il existe C, hy > 0 tels que pour tout h €]0, ho], et tout z € U, on a

Iz = 1A ™" = (2 + Ag) |2 < C? (5.11)

Soit pour a > 0, N(a, h) le nombre de valeurs propres de K}, comptées avec multiplicité
dans lintervalle [a, 1]. Pour tout 6 €]0,1[, il existe Cs; indépendant de h €]0, ho), tel que :
Pour tout 7 € [0, (1 — §)h™2], N(1 — 7h% h) vérifie la loi de Weyl

IN(1 —7h* h) — (27rh)d/ drdé| < Cs1(1+7)F (5.12)

La(€12)€[t—7h?1]

ot dzxd§ est la forme volume canonique de la variété symplectique T*M , et ||, la longueur
riemannienne du vecteur cotangent & au point x. En particulier, on a

N(1 —1h* h) < Csa(1 4 7)¥? (5.13)

De plus, pour toute fonction propre e} de Ky associée a la valeur propre ug(h) € [6,1], on
a avec 7,(h) = h=2(1 — pg(h))

lellzo < Coa(1 + me(h) e 2. (5.14)

On remarquera que dans le cas M = (R/27Z)¢ , on a D'égalité

Ky, = Tq(—h*A,) (5.15)
de sorte que les opérateurs Kj, and A, ont exactement les mémes fonctions propres e’
Dans ce cas, (et plus généralement si (M, g) est un espace symétrique), le théoreme 5.1 est
élémentaire. Sur une variété générale (M, g), les deux opérateurs K}, et A, ne commutent
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pas et la formule 5.15 est fausse. Toutefois, on montre en utilisant des techniques pseudo-
différentielles que la formule 5.15 est ‘presque” vraie pour h petit, modulo des termes
d’ordre inférieur qui font apparaitre les variations de la courbure de M.

La stratégie de Metropolis permet de modifier la chaine de Markov précédente, de
sorte que la nouvelle chaine admette comme probabilité invariante dyuy, = dgya/Vol(M),
qui ne dépend pas de h. Il suffit de poser (voir (4.35))

MA()@) = @ @)+ [ min(p ) 1), ()

dg (y,$)<h

; : (5.16)

ma(e) =1 - /<> min(Ee T Be,m) ) € 01

L’opérateur M), est un opérateur de Metropolis local. Il n’est évidemment pas compact,
a cause de la présence du multiplicateur my (), mais est auto-adjoint sur L?(M, d,z), et
donc le volume riemannien d,x est une mesure stationnaire pour M; quel que soit h. On
remarquera que pour h petit, M}, est une petite perturbation de K}, puisque d’apres (5.3)
et (5.16) on a sup,c,; mp(z) € O(h?). Le théoreme suivant (voir [LM]) dit que la vitesse
de convergence vers I’équilibre est estimée pour h petit, par la premiere valeur propre non
triviale A\; du laplacien —A,.

Théoréme 5.2 Soit hy > 0 petit. Il existe A tel que pour tout h €)0, hg| on a :

e~ < 9 gqup | Mz, dy) — dps||7y < Ae PR pour tout n (5.17)
zeM
ot y(h),~' (h) sont deux fonctions positives telles que v(h) ~ ~'(h) ~ % quand h — 0.

5.2 Calcul h-pseudo-différentiel

L’étude d'une famille d’opérateurs de type Kj; ou M, fait naturellement interve-
nir le calcul h-pseudo-différentiel. Ici h est une longueur caractéristique. Les analystes
qui travaillent sur I’équation de Schrodinger de la mécanique quantique ont pris ’ha-
bitude de désigner par la lettre h leur petit parametre. La vraie constante de Planck,
h ~ 6.626 x 1073*kgm?s~! est une action, 'énergie d’un photon de fréquence v étant
E = hv.

La limite semi-classique consiste a étudier le régime h — 0. En mécanique quantique,
on retrouve ainsi la mécanique classique. Dans le cadre qui est le notre, on trouve que dans
la limite A — 0, la marche aléatoire associée a M;, (ou a K},) converge vers le mouvement
brownien sur M, ce qui est facile & vérifier dans le cas plat M = (R/27Z)%.

Pour m € R, on note S™ 'ensemble des fonctions a(x,&, h) de classe C™ en (z,§) €
R qui dépendent de plus du parametre h €]0, 1], et qui vérifient que pour tout «, 3, il
existe une constante C,, 5 telle que pour tout (z,£) € R*? et tout h €]0,1] on a

050 a(w, &, h)| < Cop(1+ €)™V (5.18)
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Pour a € S™, on note Op(a) 'opérateur agissant sur l'espace de Schwartz S(R¢)

oqumwzeﬂw%/Z“yW<x5Mﬂw@& (5.19)

Un opérateur de la forme (5.19) s’appelle un opérateur h-pseudo-différentiel.

Théoréme 5.3 Pour tout a € S°, l'opérateur Op(a) est uniformément borné en h sur
Uespace L*(RY). De plus, on a ||Op(a)||z2 < C ot C ne dépend que d’un nombre fini de
constantes Cy g intervenant dans (5.18)

Pour a € S™ b € S* on a Op(a)Op(b) = Op(c) on ¢ = afh € S™* est donné par
I'intégrale osccillante

ol €.) = 2t [ e HMhaf, ¢+ 0. Wb + €, h)dadd (5.20)

et admet le développement asymptotique

cla, & h) =) |h|a|' a(z, &, h)0%b(x, &, h) + hNry(z, 6 h), ry € S™THN (5.21)

la|<N

On note S le sous ensemble de S™ des a(x, &, h) € S™ tels qu'il existe une suite a,(z,§) €
S™" n > 0, telle que pour tout NV, on a

a(z,&,h) = > (h/i)'an(z,€) + Wy (2,6 h), 1€ 5™ (5.22)

0<n<N
D’apres 2.6, on a affb € S:;+k pour a € ST et b € Sk.

Soit a présent (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension d. Dans un
systeme de coordonnées locales, un vecteur tangent u € T, M en x a M s’écrit u = ), u;0,,
et sa longueur est

ul2 = gij(@)uiu (5.23)
i,
L’élément de volume riemannien est donné par

= /det(g)(x)dz = y/det(g; ;)(z)dx (5.24)

Rappelons que le laplacien A, sur M est I'opérateur différentiel d’ordre 2 qui s’écrit

Bul1) = o 2 Ol VA0, 1) (5.25)

ot (¢"7)(z) est la matrice inverse de la matrice (g; ;)(z).

Soit ej(x) € C*(M),j > 0 une base orthonormale dans L?(M,d,z) de fonctions
propres réelles de —A, avec —Age; = \je;. Pour toute distribution f € D'(M), les
coefficients de Fourier de f sont définis par f; = [ fe;dga, et on a f(x) = 3, fie;(x)
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ol la série converge dans D'(M). Pour s € R, soit H*(M) = (1 — A,)~*2L*(M, d,x)
I'espace de Sobolev usuel sur M. pour f € D'(M), on a f € H*(M) ssi ||f||%{s(M) =
>, (1+X)°|fi]> < oo. On utilise aussi les normes semi-classique définies par

1. = SO+ B (5.26)
J
Une famille d’opérateurs Ry, h €]0, 1], agissant sur I'espace des distributions D’(M)
est dite régularisante si pour tout s,t, N, R, envoie H*(M) dans H'(M) et il existe des
constantes C;; v telles que pour tout h €]0, 1] on a

IR ()| evry < Cog nBY || R ()]

Hs (M) (5.27)

Définition 5.4 On dit qu’une famille d’opérateurs Ay, h €]0,1], agissant sur l’espace
des distributions D' (M), appartient a lespace EY des opérateurs h-pseudo-différentiels
classiques d’ordre m, ssi pour tout xqg € M, il existe un ouvert de carte U centré en x
et deuz fonctions g, € C°(U) égales a 1 prés de xg, avec 1 égale a 1 au voisinage du
support de @, tels qu’on a

App = v App + Ry,

avec Ry, régularisant et il existe a >~ Y - (h/i)"a,(x,§) € Sif, tel que dans la carte locale
U, on apApp = Op(a).

Le symbole principal de Ay, 0¢(Ax)(z,£), est par définition le premier terme ag(z, )
du développement de a(x, &, h). C’est une fonction C'* bien définie sur I’espace cotangent
a M, T*M, caractérisée par le fait que pour toute fonction ¢ € C*°(M), on a

e @/ 4, (@) = oo (Ap)(x, dp(x)) + O(h) (5.28)

On note &; = U, er&] l'algebre des opérateurs h-pseudo-differentiels classiques sur M.
Pour A, € ET et By, € EX on a Ay By, € E;"l’”“k, 00(ArBr) = 09(Ap)oo(By). Le commuta-
teur [Ah, Bh] = AhBh — BhAh vérifie [Ah, Bh] € h(€27+k71. On a

1

h[Ah’ By]) = {o0(An), 00(Br)}

O'o(

ou {f,gHx) =>, g—g% - %g—g est le crochet de Poisson. Si A, € £7, son adjoint Aj
vérifie A € E

cl»

et on a oo(Aj) = oo(Ap). Enfin si A, € £, pour tout s € R, il existe Cj
indépendant de h €]0, 1] tel que

cl»

[Anfllns—m < Cull fllns VS € H* (M) (5.29)

Lemme 5.5 Soit Aj, € £ vérifiant pour un ¢ > 0, inf, gernr |00(An(z,§))| > c. Alors
il existe hg > 0 tel que pour tout h €]0, hy| l'opérateur Ay, est inversible sur L*(M) et son
mnuverse A,:l appartient a EY.
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L’opérateur —h?A, appartient & £ et son symbole principal est

oo(—h*Dg) = |2 = Zg I(2)6i8; (5.30)

ol [€], est la longueur riemannienne du covecteur & = ), &;dx; € T M. Rappelons aussi

que pour toute fonction ® € C§°([0, oo[), 'opérateur ®(—h*A,) défini par

d(—h ZCD (h2\)) fie(x) (5.31)

et que son symbole principal est donné par

00(®(=h*Ag))(x,€) = (|¢]3) (5.32)

Pour 'étude d’opérateurs de type K}, on a besoin d’étendre un peu la définition
des opérateurs h-pseudo-differentiel. En effet un opérateur tel que Kj ne se comporte
pas comme un opérateur h-pseudo-differentiel a des échelles tres petites devant h (il se
comporte comme une somme d’opérateurs intégraux de Fourier). Techniquement, cela
entraine qu’on a pas le controle des hautes fréquences donné par (5.18) pour || — oo. Ce
point n’a de conséquences que pour I’étude de la théorie spectrale de K} pres de la valeur
spectrale 0, et donc est sans importance dans ’analyse de la chaine de Markov associée.

appartient a £, = N,,,EY

cl»

Définition 5.6 On dira qu’une famille d’opérateurs Cy, h €]0,1] agissant sur l’espace
des distributions D' (M), appartient EY ssi C}, est borné uniformément en h sur L*(M),
et pour tout ®y, € C5°([0,00[), on a

Do(—h*A,)Ch et CLdo(—h*A,) appartient a £, (5.33)

Par exemple, soit Iy, Uopérateur I'yj, = Tg(—h?A,), défini par

Lan(f)(@) =D Ta(h®\;) fie;(). (5.34)
J
Comme oLy € C5°([0, 00]), on a évidemment Ty, € £Y. On a bien sur &) c &Y.

5.3 Quelques propriétés de Kj,.

Soit U C M un ouvert de carte muni du systeme de coordonnées r = (z1, ..., 74) € R%
Pour x € U et r > 0 petit, la boule géodésique de rayon r centrée en x est de la forme

B(z,r) ={z + u, Z ki j(, w)uuy < r*} (5.35)

ou (k; j(z,u)) est une matrice symétrique définie positive , C* en (x, u) telle que k; ;(x,0) =
gi,;(z). Pour toute fonction f a support compact dans U et h petit, K, f est a support
dans U et on a

Knf(z) = — (@ + u)y/detg(z + u0))du (5.36)

’B(:L‘, h)’ tuk(z,u)u<h?
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En utilisant la variable hv = w = kY/2(z,u)u dans (5.36), on obtient

hd
Knf(z) = Bl e f(z + hm(z, hv)v)p(x, hv)dv (5.37)

ou m(x,w) est une matrice symétrique définie positive, C en z, w, et telle que pres de
u=0onaw=k"?zuu< u=m(rww, dncm(z,0) = g /%(x), et p(xr,w) =

Vdet(g(x + u))|det§—;‘fj| est C* en (z,w) et p(x,0) = 1.

Lemme 5.7 Pour hy > 0 petit et tout k, K;, est un opérateur borné sur C*(M) uni-
formément en h €]0, ho|. De plus, il existe C' indépendant de h tel que, avec |Ay| défini
en (5.10), on a pour tout f € C*(M)

AR fllze < Cllflle2 (5.38)
Dans l'ouvert de carte U précédent, on peut définir le symbole de K}, o(K},) par
O-(Kh><‘r7 57 h’) - 6_i$£/hKh<€m€/h) (539)

Pour tout compact K C U, il existe hx > 0 tel que o(K})(x,&, h) est bien défini pour
v € K, £ €RYet h €)0,hg]. Dapres (5.39) on a

h? it
K, h) = ——— i*em(@,hojv hv)d 5.40

et donc, pour tout a, 3, il existe C, 3 indépendant de h tel que
0500 (Kn) (@, & h)| < Cap(1 + €)' (5.41)
Comme m(z,0) = g~'/%(x) et p(x,0) =1, on a
o(Kn)(@,§,0) = Ta([¢]7) (5.42)
Le lemme suivant est conséquence de la formule (5.37).
Lemme 5.8 Soit hg petit. Pour h €0, hy|, Uopérateur K, appartient a Z’g.
Le lemme suivant est le point clé de I'analyse de K.

Lemme 5.9 Soit &y € C5°([0,00), et Ay, = h™3(Kj, — Lap)Po(—h*A,). Alors Ay, appar-
tient a £,°°. Son symbole principal, 0o(Ap), vérifie prés de & =0,

_ S({lf) 2/ R el 2 Fg(o) : 2 3
o0(An) () = (T IELATH0) = T4(0)%) + ~5=Rie(x) (€, &) ) @o([€[2) + O(6") (5.43)
ot Ric(x) est le tenseur de Ricci et S(z) la courbure scalaire en x. Soit U un ouvert de
carte, K un compact de U, et p € C(U) tel que p(z) = 1 au voisinage de K. Soit
a(z, &, h) ~ > (h/i)kay(x, &) € S, tel que dans cette carte on a App = Op(a) + Ry, avec
Ry, régularisant. Alors, pour tout k et tout x € K on a ax(x,0) = 0.
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5.4 Convergence vers le mouvement brownien

On expose ici les étapes de la preuve de la convergence de la marche de Metropolis
associée a M), vers le mouvement Brownien sur la variété M (on a le méme résultat pour
la marche associée a K},). Cette preuve ne fait pas usage des équations différentielles sto-
chastiques (voir (| 1) et ([ ])). Elle est 'analogue de la preuve classique du fait
que la marche aléatoire standard sur le réseau hZ? converge vers le mouvement brownien
standard sur R? quand h — 0 (voir | |, chapter 2.4). Il y a essentiellement deux
étapes : la premiere consiste a vérifier que la famille de mesures associées a la marche est
compact dans l'espace de mesures sur C°([0, o[, M) ; la deuxiéme consiste a vérifier que
n’importe quelle valeur d’adhérence de cette famille est la mesure de Wiener associée a
I’équation de la chaleur sur M. Cette preuve donne en particulier ’existence du mouve-
ment brownien sur M.

Pour 7y € M, on note X,, = {w € C°([0,00[, M), w(0) = x} I'ensemble des tra-
jectoires continues de [0, oo[ dans M, partant de z5. On munit X, de la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts de [0, 00|, et on note B la tribu engendrée par les
ouverts de X, .

Soit p(x, y)dyy le noyau de la chaleur sur M, i.e le noyau de I'opérateur auto-adjoint

et?9/2 La mesure de Wiener, W, est une probabilité sur (X, B), telle que pour tout
0<t) <ty <..<tyettout boréliens Ay, ..., A, de M, on ait

Wiy (w(t1) € Ar,w(ta) € Ag, ..., w(ty) € Ax) =

5.44
/ ptk*tk—1<xk7xk*l)"'pwftl(xQ?xl)ptl(‘rhxo)dgxldg$2"'d9xk ( )
A1><A2><...><Ak
D’apres le théoreme 4.15 of | ], si cette mesure existe, elle est uniquement déterminée
par la condition (5.44).
Pour h €]0, 1], soit M;jxo le sous espace fermé de I’espace produit MY,
ME‘]@O = {g = (171,1'2, vy Ly ), VJ > O,dg(xj,$j+1) < h} (545)

Equippé de la topologie produit, M est un espace compact métrisable, et la chaine de
Metropolis issue de zy définit une probabilité P, 5 sur MY, telle que Pxo,h(MI;\J,xo) =1,
en posant pour tout k£ et tout boréliens Ay, ..., A, de M,

Pxo,h(xl c A]_,.TQ c AQ, I € Ak) = / Mh(afk_l,d.Ik)...Mh(iL'l,d.ﬁlﬁg)Mh(.CE(),diBl)

Ay X AgX...xXAg
(5.46)
Soit ju,x 'application de Mj, ~dans X, définie par

gt (G + 1)h2]
d+2 d+2
w(t) est la gbodésique reliant =z, to ;1 ala vitesse h2(d + 2)dy(7;,zj41)-

(5.47)

jxo,h(g) =W v] >0 w(]hz/(d+2)) = Iy, et Vte [
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Pour h > 0 fixé et plus petit que le rayon d’injectivité de la variété riemannienne M,
I'application j,, 5 est bien définie et continue, donc mesurable. Soit P, 5, la probabilité sur
X, image de P, 5 par I'application mesurable j,, . Remarquer que dans (5.47), le temps
macroscopique t et le temps microscopique n sont reliés par ¢t ~ nh?, ce qui correspond
bien a I’homogénéité de ’équation de la chaleur, et est le seul régime intéressant dans ce
cadre.

Théoreme 5.10 La limite faible Wy, = limy,_.g Py, existe, i.e il existe une mesure Wy,
sur Xy, telle que pour toute fonction continue et bornée w — f(w) sur X,,, on a

}Lir%/fdpwo,h = /dezo (548)
De plus, W, vérifie (5.44).

La premiere étape de la preuve consiste a vérifier la proposition suivante. Essentiel-
lement, cette proposition dit que les trajectoires qui sont vues par la probabilité Py, s
restent uniformément dans la classe de Holder C/?70. La régularité C'/2~° est une pro-
priété classique des trajectoires browniennes.

Proposition 5.11 Soit ¢g > 0 plus petit que le rayon d’injectivité de M. Il existe des
constantes C, A, a,co,hg > 0 telles que pour tout € €)0,0], tout § €]0,coe?], et tout
h €]0, hol, on a

sup Py n(dg(Xp . m0) > €) < Ce e o/ (5.49)
ro€EM,nh2<§ ’
On renvoie a [[LM] pour la preuve détaillée de cette proposition. Le lemme simple 5.12

suivant, qui fait intervenir des estimations L? & poids exponentiels, et qui est une estima-
tion de type vitesse finie de propagation, y joue un role clé.

Si ¢ est une fonction lipschitzienne sur M, on note M, , I'opérateur borné sur L?

My, = e“"/the_‘p/h

Lemme 5.12 Soit ¢ une fonction lipschitzienne et a valeurs réelles sur M, p > 0 et
0 <6 < 2mw. On suppose que l'on a

= pk/2||¢”lzzps

psin(6/2) = > o lsin((k = 1)8/2)] = ¢ >0 (5.50)

k=2
Alors, avec w = pe? € C\ [0, 00[ et ¢ = ip'/2e?/%), on a

(1= My, —w) 2 < 1/c (5.51)
Démonstration. Pour k(x,y) € C fonction mesurable et bornée sur M x M, on note Ay,
I'opérateur borné sur L>

AP = [ il e ke )y (552
k,h x) = mwn ) z,y Yy Yy .
|B(z,h)" |B(y, h)| !

dg(z,y)<h
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Avec k*(z,y) = k(y, x), Padjoint sur L? de Ay, est égal & Ay 4, et on a les estimations

[ Akl < (1]l Lo (arsan) (5.53)
D’apres (5.16), on a My, = my, + Ay 5, et un calcul facile donne

e@)—(y)

Mh#p =my + Akwh ]{34‘0(1', y) = 1dg(:c,y)§h€ h (554)
Soit 7(2,y) = Ly, (wy<ni(V(z) — ¥(y))/h. Avec ¢ = ip'/?e®/?1), on obtient donc

0 (pl/zew/z)k

My =mp+ > A (5.55)

k=0 ’
En utilisant 5.55 et w = pe', on obtient, avec S = —e~*/2(1 — M, , — w)
S = _67i0/2<1 o Mh) +p1/2A7-,h+,0€2'9/2[d+N
) o0 1/2 i0/2\k 5.56)
_ —i0/2 (p € ) (
N = Z —k}‘ ATth
k=2

Puisque 7% = 7, le deuxiéme terme de la premiere ligne de (5.56) est auto-adjoint, d’ou

Im(S) =sin(0/2)(1 — M) + psin(0/2)1d + Im(N)
©  k/2 5.57
k=2
Comme sin(0/2)(1 — M},) > 0, et puisque d’apres (5.53) 'opérateur auto-adjoint A, 5, a
une norme < [|9]|5,,,, (5.50) et (5.57) impliquent Irn(S) > cId, qui est le résultat voulu. OJ

Soit & présent T > 0 donné. On a pour 0 < § < cpe? et h €]0, hy)

Poon(3j <1< BT, (L—j)h* <6, dy(XI ,XL) > 4e)

xo?

C .
<= sup Pyn(Fj <1< h726, dy(X), X)) > 4e)

) voEM Yo~
C . _ ;
S_ Su%Pyo,h(Elj S h 267 dg(Xf,anO) > 28) (558)
Yo €

2C
<—  sup  Pon(dy(XZ, 20) > €)

> 207
20€Mnh2<6

(apres 5.49) < /5~ (1+4/2)g=a?/s

Pour la premiere inégalité dans (5.58), on utilise juste le fait que 'intervalle [0, 7] est
union de ~ C'/§ intervalles de longueur §/2. La deuxieme inégalité est évidente puisque
Pévenement {35 < I < h720, dy(X] X ) > 4e} est un sous-ensemble de {3j <

h=26, dy(X] ,y0) > 2¢}. Pour la troisieme, on utilise le fait que 'évenement A = {35 <
h=26, dg(X},:y0) > 2¢} est contenu dans B Uj<x (C; N D), avec B = {dy(Xy;,y0) > €}
(k est le plus grand entier < 6h7%), C; = {dy(X] . X)) > e}, D; = {dg(X] ,50) >

2¢ et dg(XéO,yo) < 2 pour I < j}, et le fait que les évenements C; and D, sont

indépendants.
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En utilisant la définition (5.47) de lapplication j,, 5, (5.58) implique pour 7" > 0 et
e>0
lim (nm sup P n( max  dy(w(s),w(t)) > 5)) —0 (5.59)

6—0 h—0 |s—t| <8, 0<s,t<T

Donc la famille de probabilités P, ; est "tendue”, donc compacte par le théoreme de
Prohorov.

Il reste a vérifier que toute limite faible P, d'une suite P, 4., hi — 0 vérifie la
caractérisation (5.44) de la mesure de Wiener W, . Il suffit pour cela de montrer que pour
tout m, tout 0 < t; < ... < t,,, et toute fonction continue f(zy,...,2,,), on a

Y [ F(t), ) dPr 1, =
(5.60)
/f L1y oy T )Pty —t 1 (Trmy Trm—1) - Diy—ty (T2, 1)ty (21, T0)dgT1dg T2 AT
Comme dans | |, on peut supposer m = 2 pour alléger les notations. Pour ¢ > 0
donné, soit n(t, h) € N le plus grand entier tel que h?n(t,h) < (d+2)t. D’apres (5.47), on

a dist(w(t), Xh(x ) < h et donc onh<dzst( (1), X,?g(’)h)) > 8) = 0 pour h < e. Il s’agit

donc de vérifier

h—0

im [ FOG0 X0y
(5.61)
:/f(xlaxQ)th—t1(x27x1)pt1(xlaxO)dgxldng

On obtient d’apres (5.46)
/f h;; g , X n(tzh )dpzvoh

(5.62)
= /f(.l’l, ]}2>M}?(t27h)_n(t17h) (I'l, dIQ)M;?“hh) (CC(), dlL’l)

D’apres (5.61), et (5.62), on doit vérifier que pour toute fonction continue f(z1,z5) sur
M x M, on a

lim f(xh $2)Mg(t2’h)in(tl’h) (351, dl’z)M;:(thh) (950, dxl)
h—0 MxM (5 63)
= / f(@1, 22)pro—iy (2, 1) P, (1, 20)dgr1dgs

M xM

ou de maniere équivalente

fim 07 (347D (1, )) 1)) ()

= 8ol (el B0l £y, ) (1) ) ()

|| 1 < 1et ||e®9/2||p~ < 1, la proposition suivante conclut la preuve du

(5.64)

Puisque || M"Y

théoreme 5.10.

Proposition 5.13 Pour tout f € C°(M), et tout t >0, on a
tim [le"4/2(f) = M7 ()| = 0 (5.65)
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