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Caractéristiques
@ Aimantation rémanente sous champ
extérieur.

@ Température critique séparant les
comportements linéaires et non linéaires.

@ Formation de microstructures : parois et
domaines.
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Aimantation rémanente

Comportement non linéaire

ef

Caractéristiques

Comportement linéz @ Aimantation rémanente sous champ
extérieur.

@ Température critique séparant les
comportements linéaires et non linéaires.

@ Formation de microstructures : parois et
domaines.
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Description thermodynamique des matériaux ferromagnétiques : micromagnétisme,
W.F. Brown, année 60.

Quelques notations

Domaine magnétique : Q, ouvert de R3.

Spheére unité : S2.

Aimantation : en général m, champ de vecteurs de Q a valeurs sur S2.
Fonctionnelle d’énergie : fonctionnelle E définie sur H' (R, R3) & valeurs dans R.

Etat d’équilibre : minimiseur de la fonctionnelle d’énergie sur les éléments de
H'(Q, S?).
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Energie d’échange : due aux interactions courtes
distances entre spins des atomes du réseau

cristallin.
Seule : les états d’équilibre sont constants sur le

A
E(m) = E/me\? X+ .. Seue - le

Magnétostatique

A 1
E(m) =% [ (vmP o+ 3 [ Ha(m)P o+ .

Champ démagnétisant : asymptotique de Magnétostatique
Maxwell quand le domaine est petit devant

la longueur d'onde. au sens de D'(R3,R?) :
Seul : crée des micro- structures qui tendent

a annuler la divergence de I'aimantation sur { “,’t(Hd) =0, L
tout le domaine (équation eikonale : div(Hy) = —div(m).

1 —
[V=9[ =1 p.p. dans Q). i prolonge m par 0 dans R3. ot
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Anisotropie

E(m) = /|Vm|2dx+ /|Hd(m |2dx+/ @(m) dx + ...

Anisotropie : Rend compte de la forme du réseau cristallin.
& est convexe a valeurs dans R*. Agit localement (non différentielle).
Seul : aligne I'aimantation sur les directions privilégiées de la fonction ¢.

Et enfin ... Zeeman

Em= [[19mP+ 5 [ HamP+ [ o(m)~ [ m- Ho

Zeeman : modélise 'action d’'un champ extérieur (ne dépendant pas de m).
Seule : aligne I'aimantation dans la direction de Hex en chaque point de €.

Il serait bien entendu possible d’ajouter d’autres termes : magnétostriction, échange
anisotrope, effets de bords etc.
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Il est également possible de construire une équation d’évolution : le systéme de
Landau et Lifchitz. Cette équation dérive de I'équation microscopique de la précession

de Larmor des moments magnétiques.

ou H(m) est le champ effectif.

Landau et Lifchitz

9 H(m) = — %
ST = —mAH(m) —amA (m A H(m), " am
On se place ici dans le cas ou : Champ effectif
@(m) = §(Im[2 — (m- u)?) ou u est un
élément de L>°(R3, S2).
(.5 H(m) = AAmM+Hg(m)+K(m.u)u+Hext,

Quelques remarques :
@ Les solutions d’équilibre vérifient : [|[H(m) A m||g o = 0.

@ Sile champ extérieur est indépendant du temps, I'énergie des solutions du
systeme de Landau et Lifchitz décroit.

@ La norme locale des solutions du systéme est conservée.
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Existence de solutions

Statique

Démontrer I'existence des minimiseurs de I'énergie £(m) dans I'espace H'(Q, R3)
sous la contrainte |[m| = 1 presque partout dans Q ne présente pas de difficultés
majeures.

Par contre, exhiber la régularité des minimiseurs est particulierement délicat :

Régularité des minimiseurs de E(m)

Les miniseurs de E(m) sous la contrainte |m| = 1 presque partout dans 2 sont, pour
Q tri dimensionnel, de régularité H® dans Q sauf en un nombre fini de singularités H'.

Résultats dus a R. Hardt et D. Kinderlehrer (00), G. Carbou (97), C. Bonjour (96)
Dynamique

@ Couplage avec Maxwell, solution faibles, A. Visintin (85),

@ échange uniquement, solutions faibles globales et non unicité, F. Alouges et A.
Soyeur (92) (étendu au probleme complet, S.L. (98)),

@ existence locale et unicité de solutions fortes, P. Fabrie et G. Carbou (01).
On peut également noter les résultats suivants en I'absence d’échange
@ Propagation d’'ondes en dimension 1, P. Joly et O. Vacus (97),

@ Existence et unicité de solutions fortes dans tout I'espace, J.L. Joly, G. M&tivier efs i
J. Rauch (97).
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Etude asymptotique, état de I'art

Limite Maxwell-magnétostatique.

@ Analyse de la limite a I'ordre zéro en e (constante diélectrique), G. Carbou et P.
Fabrie (98),

@ (Coll. avec L. Halpern) Construction d’une hiérarchie de modéles en le petit
parametre .
Nano-fils.
@ Analyse de la limite du modeéle, D. Sanchez (04),
@ (Coll. avec G. Carbou) Stabilité des structures parois.
@ (Coll. avec G. Carbou et E. Trélat) Contrélabilité des parois.
Fractures.

@ Analyse théorique et numérique d’un modele de fractures, K. Santugini (04-06).
Plagues minces.

@ échange constant, G. Carbou (99), G. Gioia et R.D. James (97) : convergence
forte, mais ne rend pas compte des phénomeénes attendus.

@ tube infini et échange évanescent, F. Alouges, T. Riviere et S. Serfaty (02) :
solutions fortes mais modele non physique,

@ modeéle complet (échange et épaisseur tendant vers zéro), A. Desimone, R..Kohn,
F. Otto et S. Miller (02) : modéle physique mais solutions faibles.

@ (Coll. avec F. Alouges) modéle complet (échange tendant vers zéro) : modéle e T
intermédiaire, convergence forte.
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Du modéle en dimension 3 au nano-fil : contexte

On s’intéresse a I'évolution de I'aimantation dans un nano-fil modélisé grace aux
approximations suivantes

Probléme statique a résoudre :

€ Trouver uin H'(Q-.,, S?) tel que 1)
G Een(U) =min, g, . s2) Ee,n(V),
< —
\ I,
’ L L
S AR Hrmmms B Qe =] - 2 Z[xBe(0m),
/I /o g €
A
‘L,,,,,,77i72b;77777777777:‘ Een(V) :%fgsm |Vv[? dx
| & | +3 Jia [ha(V)|? ox
—hfnm v- e dx.

La section n est considérée petite par . R
Comment construire un probleme

rapport a VA dynamique asymptotique ?
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Le probleme asymptotique

Coll. avec G. Carbou

£, , 9amma-converge vers £_ au sens de H'(Q. 1,R3) dans H'(Q. 1, $?).

Ou I'énergie limite est définie par :
{ trouver u dans H' (. 1, S?) tel que

§5(U) = mirlveﬂ1 (95,1 7Sz) §5(V)7
ou

H'(9..1,R%) = {u € H'(Q. 1,R®) tel que ou _ou _ 0},

oy oz
et pour tout v dans H'(Q. 1,R?) :

1 h
E.(v) = E/X"Z |*|2d _,’_7/ lv-ef? dx——/ v-eqdx,
e,1 €
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Le probleme asymptotique

On peut alors réécrire I'énergie du probleme limite comme suit : pour tout u dans
H1(] - év é[:Rs) :

ov
Sg(u):27r§€(u-xB2(01)):/ \—|2dx+/ lv-e]? dx—h/ v- e dx,
’ Q ox Q Q

e,1 € 5
alors le champs effectif se réécrit

dEc  ~mat & A 22
He = duE,cestadlreHe:8—)(‘2’—u2e2—u3eg+he1.

Et par conséquent, le probléme limite dynamique pourra se réécrire sous la forme
suivante : pour up dans C°(] — £, £[), trouver u dans C>([0, T]x] — £, £)
2 LL
O o uNHo—un(uAH), x€]l - 5 EL
ot el e
82u
He=—— —the2—Usez+hey,
ox? @)
ou, L ou, L
U _EyZ %Yty o,
ox ( € ) ox ( € )
U(X7 0) = UO(X)’ Vx e] — é’ éL JEAN KUNTZHANN
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Existence des états d’équilibre : les parois

Ainsi, a une rotation prés autour de I'axe ey, les configurations d’équilibre du probleme
pourront étre cherchées sous la forme : m = (sin 6, cos 6, 0), avec 6y une fonction de
— L L[. On peut alors démontrer le résultats suivant

ele

SiL/e > m, il est existe des configurations en paroi. Ces configurations sont centrées
au milieu du fil, c’est a dire 6(0) = 0.

En fait, le probleme revient a résoudre —6; — sinfp cosfp = 0, Vx €] — ¢, [, avec
05(—L) =05(5) =o0.

de/dt
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Instabilité des parois en I'absence de champ appliqué

Introduisons la base mobile (My(x), M;(x), M2) donnée par

LL (sin eo(x)) ( cos 90(X)> (0)
Vx €] — =, —[, My(x) = | cosbo(x) |, Mi(x) = sin 6p(x) , Mo(x)=1(0].
€€ 0 0 1

les perturbation autour de I'équilibre My peuvent alors étre décrites par I'équation
suivante

L L /
Vt€R+, VXE[**,*], U(I,X):H My +ro Mo + 17!’127(22 M.
g £

He =M, (28Xr1 A0 + 10xxbo — (9x00)? — rysinfy cos fg + sin2 90)

ona

+M (Oxxr1 — 11 ((Ox00)? — cos? 6p) — Oxxp — Sin B cos b )

+Mz(9xxr2) + Q(r),
avec Q(r) est la partie non-linéaire en r de He. On peut alors écrire

_ 2
ar=J ((ﬁ C[‘:’rsz 70)“) + F(r, dur, Or),
ST

avecJ = () et Lr=—8uhz+gor, 0l go(x) = sin? 9o — (04)2.
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Instabilité des parois en I'absence de champ appliqué

Linstabilité de la paroi est alors donnée par I'étude de I'opérateur L.

L est un opérateur linéaire positif dont la premiére valeur propre, 0, est associée a la
fonction propre cos 6y et sa seconde valeur propre, 1, est associée la fonction propre
sin 90 .

Ce qui nous permet alors de démontrer le théoreme suivant d’instabilité de la paroi
mobile

Soit L/e > = et 0y définissant la paroi. La solution statique My = (sin 8y, cos 6y, 0) est
linéairement instable pour h = 0.

On se pose alors la question de la stabilisation des parois au moyen d’'un champ
magnétique extérieur.
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Stabilisation des parois

On démontre alors le théoréme suivant

Theorem

Soit L et comme précédemment, My = (sin 6y, cos 6y, 0) le profil canonique introduit
antérieurement. Alors, avec le contréle défini par

e L/e

h(m(t,.)) = [2L ” m1(t,s)ds].

My est stable pour un champ appliqué donné par Ha = h(m)e; .

Il est donc possible, avec un contrdle simple a écrire, de stabiliser les parois dans les
nano-fils de longueur finie.
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Cas du fil en boucle

Coll. avec Y. Privat et E. Trélat.

Pour le fil en boucle, I'équation que nous allons considérer est la suivante : pour uy
dans C5°(R), trouver u dans C3°([0, T] x R)

0

8—ltlzfu/\Her/\(u/\He), X ER,
82u

He= —— — b &2 — Uz 63+ h ey, (4)
ox

pour tout t u(0, t) = u(L, t)
u(x,0) = up(x), Vx € R,
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Cas du fil en boucle

Les familles de solutions statiques
Les solutions statiques, a I'instar du probléme sur le fil fini, sont construites a partir des
solutions d’équations elliptiques de premiére espece.

Etats quantifiés
En fait, ceci donne des états quantifiés stables modulo les translations le long du fil et
les rotations autour de I'axe du fil.

Question
Peut-on construire des contrdles permettant de passer d’un état d’énergie a un autre ?

La réponse est a priori oui.
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Cas du fil infini, un bref apercu

Coll. avec C. Prieur et E. Trélat.

Dans le cas du fil infini, le probléme devient (en reprenant I'étude asymptotique
précédente) : pour up dans C°°(R), trouver u dans C*>°([0, T] x R)

o
a—L; =—UAHe—UA(UAHe), Xx€€R,
82u
He:ﬁ—uzez—usea-ﬁ-heh (9)
pour tout t limyx—.oc U(x,t) = ey, limx— o U(x, t) = —ey

u(x,0) = up(x), ¥x € R,

En fait, ce cas est dégénéré par rapport au précédent.
Les familles de parois que étudions, pendant de celles trouvées dans les fils finis, sont
stabilisables grace a des contrdle a priori non explicites. Lanalyse s’effectue grace-au

théoréme de Lassalle alors que dans le cas précédent, 'analyse énergétique de type
Lyapunov fonctionne.

Stéphane Labbé Fréjus
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Quelques simulations pour les nano-fils périodiques

Exemple de calculs en domaines périodiques

(Coll. avec S. Faure)

But : avoir une méthode compatible avec la méthode de calcul rapide dans le cas non
périodique.

Approche : utilisation de la décroissance du champ a travers un maillage diadique
multi-niveaux.
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