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1 Deux problèmes 
lassiques

• Triplets pythagori
iens :

Trouver tous les triangles re
-tangles dont les trois arêtes sont delongueur entière.
a

c b

Autrement dit : trouver tous les triplets de nombres entiers (a, b, c) ∈ N3véri�ant a2 + b2 = c2.En posant x =
a

c

et y =
b

c

, 
ela devient x2 + y2 = 1 : on re
onnaîtl'équation du 
er
le de 
entre O et de rayon 1.



Il su�t don
 de trouver les points du 
er
le unité don
 les 
oordonnéesappartiennent à Q.

Ce 
er
le est paramétré par lesfon
tions trigonométriques :






x(θ) = cos(θ)

y(θ) = sin(θ)

PSfrag repla
ements

(x, y)

cos θ

sin θ

θ

Les formules 
lassiques cos(θ) =
1 − tan2(θ/2)

1 + tan2(θ/2)

et sin(θ) =
2 tan(θ/2)

1 + tan2(θ/2)fournissent, en posant t = tan(θ/2), une paramétrisation rationnelle du
er
le :

























x(t) =
1 − t2

1 + t2

y(t) =
2t

1 + t2

PSfrag repla
ements

(1, 2 tan(θ/2))
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θθ/2

L'avantage de 
ette paramétrisation est que t ∈ Q ⇒ (x(t), y(t)) ∈ Q2.Mais la relation t =
y

1 + x

montre qu'on a mieux : t ∈ Q ⇔ (x(t), y(t)) ∈ Q2.Tout point du 
er
le à 
oordonnées rationnelles s'é
rit don
 (x(t), y(t)) pourun 
ertain t ∈ Q (à l'ex
eption de (−1, 0), qui 
orrespond à t = ∞).



Con
lusion : toute solution �non triviale� de l'équation a2 + b2 = c2satisfait a

c
=

v2 − u2

v2 + u2

et b

c
=

2uv

v2 + u2

pour un 
ertain t =
u

v
∈ Q (∩]0, 1[).On montre alors fa
ilement que toute solution est de la forme

a =
v2 − u2

δ
k , b =

2uv

δ
k , c =

v2 + u2

δ
k ,où k, u et v sont trois entiers non nuls tels que u 6 v, et δ désigne le pg
dde 2 et u2 + v2.

On a résolu un exemple d'équation diophantienne à l'aide d'une méthodegéométrique. C'est un problème en général très dur, 
ar on ne disposequ'ex
eptionnellement d'une paramétrisation rationnelle.



• Longueur d'ar
s, pendule et intégrales elliptiques :

Trouver la longueur d'un ar
 d'el-lipse 
ompris entre les points A et

B.

PSfrag repla
ements
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On utilise la paramétrisation (non rationnelle) de l'ellipse d'équation

x2

a2
+

y2

b2
= 1 donnée par les fon
tions trigonométriques : x(θ) = a cos θ et

y(θ) = b sin θ. La longueur de l'ar
 est alors, ave
 k =
√

1 − b2/a2,

∫

√

x′(θ)2 + y′(θ)2 dθ =

∫

√

a2 sin2 θ + b2 cos2 θ dθ =

∫

a
√

1 − k2 sin2 θ dθ

= a

∫

1 − k2u2

√

(1 − u2)(1 − k2u2)
du



Trouver la période T d'un pendulesimple non amorti (de masse m et delongueur l).
PSfrag repla
ements

l

m

θ

θ0

Un bilan énergétique mène à 1

2
ml2θ̇2 = mgl(cos θ − cos θ0), d'où

T

4
=

∫ T/4

0

dt =

√

l

2g

∫ θ0

0

dθ√
cos θ − cos θ0

=
1

2

√

l

g

∫ θ0

0

dθ
√

sin2 θ0/2 − sin2 θ/2
.

Le 
hangement de variable sin(θ/2) = sin(θ0/2)u donne la formue exa
te

T

4
=

√

l

g

∫ 1

0

du
√

(1 − u2)(1 − k2u2)
(k2 = sin2 θ0

2
).



longueur d'un ar
 d'ellipse : L = a

∫

1 − k2u2

√

(1 − u2)(1 − k2u2)
du

période du pendule simple : T

4
=

√

l

g

∫ 1

0

1
√

(1 − u2)(1 − k2u2)
du

Ces intégrales sont deux exemples d'intégrales elliptiques : on appelle ainsitoute intégrale de la forme
∫ x

a

R(t)
√

P (t)
dt,où P (t) est un polyn�me de degré 3 ou 4, et R(t) une fra
tion rationnelle.Problème : on ne peut pas les exprimer à l'aide de fon
tions usuelles.



2 Des intégrales abéliennes aux ja
obiennes de
ourbesDe manière générale on appelle intégrale hyperelliptique toute intégrale de laforme
∫ x

a

R(t)
√

P (t)
dt ,où P (t) est un polyn�me de degré d et R(t) une fra
tion rationnelle.

• Si d = 2 : on sait très bien exprimer l'intégrale en termes de fon
tionsusuelles. On a par exemple ∫ x

0

dt√
1 − t2

= arcsin t. Notons que l'égalité

sin(a + b) = sin a cos b − cos a sin b entraîne la formule d'addition

∫ x

0

dt√
1 − t2

+

∫ y

0

dt√
1 − t2

=

∫ x
√

1−y2+y
√

1−x2

0

dt√
1 − t2

.



• Si d = 3, 4 : on 
onsidère i
i le 
as des intégrales elliptiques. Fagnano etEuler ont établi la formule d'addition suivante

∫ x

0

dt
√

P (t)
+

∫ y

0

dt
√

P (t)
=

∫ F (x,y)

0

dt
√

P (t)

ave
 F (x, y) =
1

4

(

√

P (x) −
√

P (y)

x − y

)2

− x − y.

Problème : 
ette formule n'est pas généralisable telle quelle au 
as d > 5.La dé
ouverte du 
adre adéquat pour étendre 
ette identité est l'objet derésultats fondateurs obtenus par Abel, Ja
obi, et bien sûr Riemann.



Idée d'Abel : on réé
rit ∫ x

a

R(t)
√

P (t)
dt sous la forme ∫ x

a

R(t, y(t))dt, où Rest maintenant une fra
tion rationnelle à deux variables, et où y est lafon
tion impli
ite obtenue à partir de l'équation :

y2 = P (t).Remarque : une intégrale abélienne est une intégrale de la forme

∫ x

a

R(t, y(t))dt, où y est dé�nie impli
itement par une équation polynomialequel
onque : χ(t, y) = 0.



On est ainsi amené à étudier l'ensemble CP des points (x, y) ∈ R2 du planvéri�ant l'équation
y2 = P (x) .

`

y2 = (x + 8)(x + 6)(x + 4)(x + 2)(x − 2)(x − 4)(x − 6)(x − 8)
´



Il est naturel de 
her
her les solutions de l'équation y2 = P (x) non passeulement dans R2 mais dans C2, 
ar on attrape ainsi toutes les solutions.En général toute équation polynomiale de la forme χ(x, y) = 0 dé�nit (dansle plan 
omplexe) une �
ourbe algébrique� Cχ, ou �surfa
e de Riemann�. Untel objet ressemble à un tore à g trous ; g est appelé le genre de la 
ourbe.



Pour l'équation y2 = P (x), le lien entre le nombre de trous g et le degré d de

P est 
onnu :
g =

[

d + 1

2

]

− 1.

(

y2 = (x − 8)(x − 6)(x − 4)(x − 1)(x + 1)
)



• Vers une formule d'addition pour les intégrales hyperelliptiques.Abel 
onsidère alors non plus seulement des sommes de deux intégraleshyperelliptiques, mais des sommes de m d'entre elles :

∫ x1

a

R(t)
√

P (t)
dt +

∫ x2

a

R(t)
√

P (t)
dt + · · · +

∫ xm

a

R(t)
√

P (t)
dt ,où x1, . . . , xm sont les (abs
isses) points d'interse
tion de CP ave
 une
ourbe variable donnée par une équation F (x, y; a1, . . . , ar) = 0, dépendantrationnellement des ai. Il montre que la somme des m intégrales abéliennesest somme d'une fon
tion rationnelle en les ai et du logarithme d'une tellefon
tion.Abel a aussi 
her
hé les 
onditions sur R(t)√

P (t)

entraînant l'indépendan
e (enles ai) de la somme : il su�t que R soit un polyn�me de degré 6 g − 1.



La des
ription obtenue de la 
ondition d'indépendan
e 
onduit à l'énon
éfondamental suivant : pour tout m ∈ Z, pour tout polyn�me R de degré

6 g − 1, la somme des intégrales hyperelliptiques

∫ P1

a

R(t)
√

P (t)
dt +

∫ P2

a

R(t)
√

P (t)
dt + · · · +

∫ Pm

a

R(t)
√

P (t)
dtoù P1, . . . , Pm sont tous les points d'interse
tion de CP et d'une 
ourbevariable F (x, y; a1, . . . , ar) = 0 est indépendante des paramètres ai.On peut alors asso
ier à toute 
olle
tion de points (P1, . . . , Pm) les valeursdes g intégrales 
orrespondant à R(t) = tk, et 
es intégrales prennent lamême valeur en (Pi)i et en (Qi)i dès que (Pi)i et (Qi)i apparaissent 
ommeles points d'interse
tion de CP et de deux 
ourbes appartenant à une mêmefamille de 
ourbes (paramétrée 
omme plus haut).



On appelle diviseur la donnée d'une telle 
olle
tion de points, deux
olle
tions étant identi�ées dès qu'elles sont obtenues 
omme interse
tion de

CP ave
 deux 
ourbes d'une même famille (on dit qu'elles sont linéairementindépendantes). L'ensemble des diviseurs ainsi identi�és est noté Pic(CP ).Le résultat pré
édent assure l'existen
e d'une appli
ation bien dé�nie

Pic0(CP ) −→ Cg/ ∼= Jac(CP ) .Les travaux de Ja
obi ont montré que les deux objets sont identiques.On a expli
ité un objet géométrique, à savoir la ja
obienne

Jac(CP ) de la 
ourbe CP , dont les points sont en bije
tion ave
l'ensemble des 
lasses de diviseurs sur CP .



3 Problèmes de modulesUn problème de modules apparaît naturellement lorsqu'on étudie une
ertaine 
lasse d'objets :un espa
e de modules est un ensemble dont les points sont en bije
tion ave
les objets étudiés (
eux-
i étant au besoin identi�és suivant une 
ertainerelation d'équivalen
e), l'ensemble devant être lui-même muni d'unestru
ture parti
ulière.Lorsque les objets sont 
eux de la géométrie algébrique, on 
her
he unespa
e de modules qui soit lui-même un espa
e algébrique.



• Modules des 
ourbesOn 
her
he à 
lasser les 
ourbes algébriques (�lisses�) de genre g : Mumforda établi l'existen
e d'un espa
e algébrique Mg dont les points 
orrespondentexa
tement aux 
ourbes de genre g.Si g > 2, 
'est une variété de dimension 3g − 3. Si g = 1 
'est toutsimplement une droite.
• Ja
obiennes de 
ourbesSoit C une 
ourbe algébrique. On 
her
he un espa
e algébrique dont lespoints 
orrespondent exa
tement aux 
lasses de diviseurs sur la 
ourbe. Ona vu que la ja
obienne Jac(C) répond à 
e problème.



• Espa
es de modules de �brés ve
toriels sur une 
ourbeSoit C une 
ourbe algébrique. Une 
lasse de diviseur sur C 
orrespond à un�bré en droites L sur C. Un tel �bré est un espa
e au-dessus de C quilo
alement est de la forme C × C.On appelle �bré ve
toriel de rang r un espa
e E au-dessus de C qui estlo
alement de la forme C × Cr.On 
her
he alors un espa
e algébrique dont les points 
orrespondent aux�brés ve
toriels sur C de rang r donné.Si r = 1, la ja
obienne 
onvient.Pour r > 2 Mumford et Seshadri ont 
onstruit des espa
es de modules

M(r, d) pour les �brés semi-stables de rang r et de degré d.



• Fibrés munis de stru
tures supplémentairesSoit C une 
ourbe algébrique. On peut 
onsidérer des �brés ve
toriels derang r munis d'une stru
ture orthogonale, 
'est à dire que 
haque �bre estun espa
e ve
toriel muni d'une forme quadratique. On parle alors de �brésorthogonaux de rang r (on a d = 0). Ramanathan a 
onstruit un espa
e

Morth(r) solution du problème de modules pour de tels �brés.On peut asso
ier naturellement à tout �bré orthogonal de rang r un �bréve
toriel de même rang en �oubliant� la forme quadratique. Cela donne uneappli
ation

Morth(r) −→ M(r, 0)entre les espa
es de modules 
orrespondants : 
ette appli
ation est l'objet dema thèse.


