L1 MASS : Algebre Linéaire Cours 14 mars 2006

Déterminants (suite)

Mineurs, I’inverse, et la régle de Cramer

On peut généraliser la formule pour I'inverse d’une matrice 2 x 2 de déterminant non nul qu’on
a vue dans les exercices.

_f(a b 41 d —b
A=t = = (L))

Théoreme 1. Soit A une matrice inversible de taille n xn, et soit A;; la sous-matrice obtenue
en supprimant la i-éme ligne L; et la j-éme colonne C; de A. Alors le coefficient (i,j) de A™*
i4jdet Aj; ) \ . .
est (—1)" =, c’est-a-dire :
det A11 —det A21 det A31 s + det Anl
1 1 —det Alg det A22 —det A32 e F det AnQ
-1 _ i+j _ det A —det A det A .-+ £detA
— 1) det A;;) = 13 23 33 n3
detA(( ) ¢ J) det A : : : . :
+det Ay, FdetAy, LdetAs, --- detA,,
136
Par exemple, pour A = (% 1 g) on a
1 3 6 1 3 6 5 _7
detA=|2 1 5|=|0 -5 -— :‘ 1 3’:15—1—7:22,
1 4 3 0 1 -3
det A11 = i g = —17, det A12 = ? g = ]., det A13 = ? 111 = 77
det Agl = i g = 715, det A22 = i g = 73, det A23 = } i = ].,
detA31 = :1)) g = 9, detAgg = ; g = —7, detA33 = ; ? = 5.
et on trouve
_ 17 15 9
22 p)
-1 S .
S U
22 22 22

Cette formule n’est pas trés pratique au-dela des matrices 2 x 2 et peut-étre 3 x 3. Il est d’un

intérét plutot théorique. Il se démontre
Ce théoréme se démontre en faisant le produit (pour par exemple n = 3)

a11 Q12 ais det A11 —det A21 det Agl
a21 Q22 0423 —det A12 det A22 —det A32
as31 Qas2 0ass det A13 —det A23 det A33

Le coefficient (1,1) de ce produit est

coeff (1,1) = a1 det A11 — a2 det A12 + a3 det A13 =det A



par le développement de det A par rapport a sa premiere ligne. Les autres coefficients diagonaux
sont aussi det A par des formules de développement par rapport aux autres lignes. De revanche,
on a

az1 G222 (23

COGH (2,1) = az1 det A11 — ag2 det A12 —+ a23 det A13 = |21 a922 as3

az1 a3z as3
en développant le déterminant par rapport a sa premiere ligne. Mais en faisant Ly « L1 — Lo et
en redéveloppant, on a

ag1 a2 a3 0 0 0
coeff (2,1) = |G21 Q22 A23| = |G21 Q22 Q23| = 0.
asy asz asg aszyp asz2 as3

Les autres coeflicients non diagonaux valent aussi 0. On trouve

ai; aiz a3 det A11 —det A21 det A31 det A 0 0
a21 Q22 0423 —det A12 det A22 —det A32 = 0 det A 0 =detA- T
as1 Qa3 0ass det A13 —det A23 det A33 0 0 det A

En multipliant les deux cotés par le scalaire ﬁ, on trouve que quand on multiplie A par
1 . . ey —1
Yy (:I: det Aji), on obtient I. Donc on a identifié A~*.
En combinant la formule pour A~! avec & = A~!b et les formules de développement du
déterminant par rapport aux colonnes, on arrive a la régle de Cramer.

Théoreme 2 (Reégle de Cramer). Soit A une matrice n x n inversible. Alors la solution

unique © = (z1,Za,...,T,) de Ax = b est donné par
det B; )
xi:det/; pouri=1,2,...,n

ot B; est la matrice obtenue de A en remplagant sa i-éme colonne C; par le membre de droite
b.

Par exemple, pour résoudre

2z + y =10,
3z+4y= 7,
on calcule
2 1 10 1 2 10
detA—‘3 4‘—5, detBl—‘7 4’—33, deth—‘3 7’——16,
donc la solution unique est (z,y) = (35—37 —15—6). (On peut confirmer par substitution que cette
solution est bien correcte.) Similairement, la solution unique de
20 +y+ z= 4,
r—y+3z= 8§,
T —z= -3,
est
4 1 1 2 4 1 2 1 4
8 -1 3 1 8 3 1 -1 8
=30 —1_0_O 1 -3 —1_7_1 10 —3_21_3
S T R T R e S D R EE T R A R -7
1 -1 3 1 -1 3 1 -1 3
1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1

Cette solution se confirme facilement par substitution.



