
L1 MASS : Algèbre Linéaire Cours 14 mars 2006

Déterminants (suite)

Mineurs, l’inverse, et la règle de Cramer

On peut généraliser la formule pour l’inverse d’une matrice 2×2 de déterminant non nul qu’on
a vue dans les exercices.

A =
(

a b
c d

)
=⇒ A−1 =

1
ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

Théorème 1. Soit A une matrice inversible de taille n×n, et soit Aij la sous-matrice obtenue
en supprimant la i-ème ligne Li et la j-ème colonne Cj de A. Alors le coefficient (i, j) de A−1

est (−1)i+j det Aji

det A , c’est-à-dire :

A−1 =
1

detA

(
(−1)i+j det Aji

)
=

1
detA


detA11 −detA21 det A31 · · · ±detAn1

−det A12 detA22 −detA32 · · · ∓detAn2

detA13 −detA23 det A33 · · · ±detAn3

...
...

...
. . .

...
±det A1n ∓detA2n ±det A3n · · · det Ann



Par exemple, pour A =
(

1 3 6
2 1 5
1 4 3

)
on a

det A =

∣∣∣∣∣∣
1 3 6
2 1 5
1 4 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 3 6
0 −5 −7
0 1 −3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−5 −7

1 −3

∣∣∣∣ = 15 + 7 = 22,

det A11 =
∣∣∣∣1 5
4 3

∣∣∣∣ = −17, det A12 =
∣∣∣∣2 5
1 3

∣∣∣∣ = 1, detA13 =
∣∣∣∣2 1
1 4

∣∣∣∣ = 7,

det A21 =
∣∣∣∣3 6
4 3

∣∣∣∣ = −15, det A22 =
∣∣∣∣1 6
1 3

∣∣∣∣ = −3, detA23 =
∣∣∣∣1 3
1 4

∣∣∣∣ = 1,

det A31 =
∣∣∣∣3 6
1 5

∣∣∣∣ = 9, det A32 =
∣∣∣∣1 6
2 5

∣∣∣∣ = −7, det A33 =
∣∣∣∣1 3
2 1

∣∣∣∣ = −5.

et on trouve

A−1 =

 − 17
22

15
22

9
22

− 1
22 − 3

22
7
22

7
22 − 1

22 − 5
22

 .

Cette formule n’est pas très pratique au-delà des matrices 2× 2 et peut-être 3× 3. Il est d’un
intérêt plutôt théorique. Il se démontre

Ce théorème se démontre en faisant le produit (pour par exemple n = 3)a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

  detA11 −detA21 det A31

−det A12 det A22 −detA32

detA13 −detA23 det A33

 .

Le coefficient (1, 1) de ce produit est

coeff (1,1) = a11 detA11 − a12 det A12 + a13 det A13 = det A



par le développement de detA par rapport à sa première ligne. Les autres coefficients diagonaux
sont aussi detA par des formules de développement par rapport aux autres lignes. De revanche,
on a

coeff (2,1) = a21 detA11 − a22 det A12 + a23 det A13 =

∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
en développant le déterminant par rapport à sa première ligne. Mais en faisant L1 ← L1 − L2 et
en redéveloppant, on a

coeff (2,1) =

∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 0

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Les autres coefficients non diagonaux valent aussi 0. On trouvea11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

  det A11 −detA21 detA31

−detA12 det A22 −det A32

det A13 −detA23 detA33

 =

detA 0 0
0 detA 0
0 0 det A

 = det A · I

En multipliant les deux côtés par le scalaire 1
det A , on trouve que quand on multiplie A par

1
det A

(
±det Aji

)
, on obtient I. Donc on a identifié A−1.

En combinant la formule pour A−1 avec x = A−1b et les formules de développement du
déterminant par rapport aux colonnes, on arrive à la règle de Cramer.

Théorème 2 (Règle de Cramer). Soit A une matrice n × n inversible. Alors la solution
unique x = (x1, x2, . . . , xn) de Ax = b est donné par

xi =
detBi

detA
pour i = 1, 2, . . . , n

où Bi est la matrice obtenue de A en remplaçant sa i-ème colonne Ci par le membre de droite
b.

Par exemple, pour résoudre {
2x + y = 10,

3x + 4y = 7,

on calcule

det A =
∣∣∣∣2 1
3 4

∣∣∣∣ = 5, detB1 =
∣∣∣∣10 1
7 4

∣∣∣∣ = 33, detB2 =
∣∣∣∣2 10
3 7

∣∣∣∣ = −16,

donc la solution unique est (x, y) =
(

33
5 ,− 16

5

)
. (On peut confirmer par substitution que cette

solution est bien correcte.) Similairement, la solution unique de
2x + y + z = 4,

x− y + 3z = 8,

x − z = −3,

est

x =

∣∣∣∣∣∣
4 1 1
8 −1 3
−3 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 −1 3
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣
=

0
7

= 0, y =

∣∣∣∣∣∣
2 4 1
1 8 3
1 −3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 −1 3
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣
=

7
7

= 1, z =

∣∣∣∣∣∣
2 1 4
1 −1 8
1 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 −1 3
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣
=

21
7

= 3.

Cette solution se confirme facilement par substitution.
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