L1 MASS : Algebre Linéaire Cours 9 mars 2006

Déterminants

Le déterminant d’une matrice carrée A est un nombre det A qu’on associe & A qui apparait
dans beaucoup de formules. Quand les coefficients de la matrice sont donnés, la notation usuelle
pour son déterminant est le membre de gauche suivant, mais les autres notations sont utilisées.

aix a2 a3 aix  aiz2 ais
ag1 Q22 Q23| = det a21 A22 0423 = |A‘ = det A.
as1 Qasz2 ass aszy agz2 ass
Les délimiteurs | | sont réservés aux déterminants, et les délimiteurs () et [ | aux matrices.

On dit déterminant d’ordre n pour le déterminant d’une matrice n x n. (La matrice aussi
s’appelle souvent une matrice carrée d’ordre n.)

Il y a au moins 4 facons différentes mais équivalentes a définir les déterminants, mais aucune
d’elles n’est simple. Donc on va concentrer sur le calcul des déterminants et sur leurs propriétés
principales. Seulement apres cela on donnera une des définitions de déterminants, et quelques
applications théoriques de cette définition (e.g. la régle de Cramer).

SEULES LES MATRICES CARREES ONT DES DETERMINANTS.

Déterminants d’ordre 1, 2 et 3.
Le déterminant d’une matrice 1 x 1 est son coefficient :
la| = det(a) = a.

On ne distingue pas trop entre une matrice 1 x 1, son unique coefficient, et son déterminant.
Le déterminant d’une matrice 2 x 2 est donné par :
b b
(%) ‘CL ‘:da(“ ):ad—bc.
On a déja rencontré cette expression dans ’exercice 5.4.
Le déterminant d’une matrice 3 x 3 se calcule par la régle de Sarrus. Cette regle est utilisée
’uniquement pour les déterminants d’ordre 3. ‘ Elle est FAUSSE pour TOUTE AUTRE TAILLE. On

recopie les deux premiieres colonnes de la matrice comme les 4eme et 5éme colonnes d’une matrice
augmentée.

d c d

a2 a3 | a1 A2
N N/ N/ /
NN /l\ /
az1 Qg2 Gg3 | Qg1 A22
/N /7 \I/ AN
4 /N /N AN

agi  agz Qg3 ! @31 @32
Le déterminant est la somme et différence de 6 termes correspondant aux 6 grandes diagonales

de la matrice augmentée. Spécifiquement, on fait la somme des 3 produits le long des longues
diagonales de sens \\\, puis on soustrait les 3 produits le long des longues diagonales de sens ///.

(**) det A = (11022033 + 12023031 + 13021032 — A13022031 — 11023032 — A12021033-

Il y a ceux qui préferent ajouter deux lignes a la matrice plutét que deux colonnes, mais cela
revient a la méme chose. Avec un peu d’expérience, on peut apprendre & appliquer la regle de
Sarrus sans écrire explicitement les colonnes ou lignes supplémentaires. Par exemple :

1 2 3 1 2 3|1 2
A=14 5 6 == 4 5 6|4 5
7T 8 9 78 9|7 8

detA=1-5-942-6-7+3-4-8-3-5-7—1-6-8—2-4-9
=454+84+96 — 105 — 48 — 72
=0.



Pourquoi on ne fait pas comme ¢a pour les grands déterminants. Il y a des formules
pour les déterminants de taille supérieure analogues aux formules (x) et (xx) ci-dessus. Mais dans
la formule pour les déterminants d’ordre 4 il y a 24 termes, et dans celle pour 'ordre 5 il y a 120
termes. Pour 'ordre nilyan!=1-2-3----- n termes. La moitié des termes sont avec le signe +
et autre moitié avec le signe —. Il est extrémement lent d’appliquer ces formules aux calculs.

Calcul de déterminants

Les deux théorémes suivants permettent de calculer les déterminants efficacement.

Théoréme 1. Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients
diagonauz.

Ce théoreme s’applique aux matrices triangulaires supérieures, aux matrices triangulaires
inférieures, et aux matrices diagonales :

a b c u 0 0 r 0 0
0 d e|=uadf, v = 0| =uzxz, 0 s 0O|=rst
0 0 f w Yy z 0 0 ¢t

Le déterminant d’une matrice identité est donc det I = 1. Par exemple

det Iy = =1-1-1-1=1.

S oo
oo = O
o = o o
— o O O

Décrivons ce qui se passe au déterminant quand on fait des opérations élémentaires sur ses lignes :

Théoréme 2. Soit A une matrice carrée, et soit Ay la matrice obtenue en appliquant une
opération élémentaire aux lignes de A. On a

det Ay si Uopération est du type L; «— L; + aL; (avec i # j),
det A= q —det Ay si Uopération est du type L; < L; (avec i # j),
r-det Ay si l'opération est du type L; — %Li.

On peut donc évaluer un déterminant en mettant la matrice en forme échelonnée. Le déterminant
évolue selon le Théoreme 2. Le déterminant de la matrice échelonnée se calcule par le Théoreme
1. Par exemple :

1 2 3 1 2 3
4 5 6/=|0 -3 —6 (L2<—L2—3L1 et L3<—L3—7L1)
7 8 9 0 -6 -—12
1 2 3
=0 -3 -6 (Lg — L3 — 2L2)
0 O 0
=1-(=3)-0 (Théoreme 1)
=0.

Propriétés du déterminant

Un des intéréts principaux du déterminant est le fait suivant :



Théoréme 3. Une matrice carrée A est inversible si et seulement si on a det A # 0.

Donc pour A une matrice carrée de taille n X n on a :

’ A inversible — rgA=n = det A#0. ‘

oréme 4. Soit A et B des matrices carrées de la méme taille. On a :
t(AT) = det A,
t(

(b
(c

t(A )fdetA det B, et

Théo
(a) de
) de
) det(A + B) #detA—i—detB en général.

Développement par rapport a une ligne ou une colonne
On peut voir a partir des formules (%) et (#*) qu’un déterminant d’ordre 3 vérifie :

a1 ai2 ais
(1) a1 G2 G3| = Ayl
az1 asz ass

az2 Aa23
agz2 ass

a1 a2
asi asz

az1 a3

+ a3
a3y ass

— Q12

Cette formule est le développement du déterminant par rapport a la premiére ligne.
C’est un cas particulier d’une formule plus générale.

Un peu de vocabulaire. Une sous-matrice d’une matrice A est une matrice obtenue en suppri-
mant quelques lignes et/ou colonnes de A. Un mineur de A est le déterminant d’une sous-matrice
carrée de A.

Pour une matrice carrée A de taille n x n, notons A;; la sous-matrice (n — 1) X (n — 1) obtenue
en supprimant la i-eme ligne L; et la j-éme colonne C; de A. La formule (}) est le cas n = 3 de
la formule plus générale :

(1) ’detA =aq; -det Aj; — aqo -det A12 +a13 - det Aj3 — - - - £ aq, - det Aq,,. ‘

Regardons de pres cette formule. On prend tous les coefficients aq1,a19,...,a1, d'une ligne
ou d’'une colonne de A. On multiplie chacun de ces coefficients a;; par le mineur det Ay;, le
déterminant de la sous-matrice ou1 on supprime la ligne et la colonne du coefficient a,;. Ensuite
on multiplie chaque produit par un signe + ou —, en alternance, et on additionne.

Par exemple :

4 5

5 6/ 4 6
=8 dl-l gl 2

8 9 “|7 9

~N b~ =

2
)
8

O© O W

‘+3’ ‘:1(5-9—6~8)—2(4-9—6-7)+3(4-8—5~7)
= 1(=3) —2(—6) —3(—3) = =3+ 12— 9 = 0.

On peut développer det A par rappport a n’importe quelle ligne ou colonne. La formule pour
les développements par rapport a la i-eme ligne L; est :

det A = ( )2+1a11 det Azl + ( 1)i+2ai2 det AiQ + -+ (—I)Hnam det Azn
Le développement le long de la j-éme colonne C; est
det A = (—1)""ay;det Ay; + (—=1)*Tag; det Agj + -+ + (=1)" M a,,; det A,;.

Le signe inclus dans le terme général (—1)"+7 a;; det A;; suit une régle d’échiquier commengant
avec un + dans le coin (1,1)

+ - + - 4+
+ - 4+ - 4+
+ -+ - 4+




Donc le développement par rapport a la deuxieme colonne est

‘; g = —2(—6) + 5(—12) — 8(—6) = 12 — 60 + 48 = 0.

1
4
- 79 4 6

co Ut N
O O W

ol ool ool d
Pratique. Normalement il n’est pas tres pratique d’évaluer un déterminant d’ordre n > 4
par développement par rapport & une ligne ou une colonne, parce qu’il faut évaluer beaucoup de
mineurs d’ordre n — 1 en les développant a leur tour, etc.
La réduction a la forme échelonnée est énormément plus efficace pour les grands déterminants.
Exception. Il peut étre pratique de développer un déterminant par rapport a une ligne ou
une colonne qui contient seulement 1 ou 2 coefficients non nuls.

La définition du déterminant

Jusqu’a maintenant on a évité de donner une définition du déterminant d’une matrice carrée
n X n générale parce que toutes les définitions sont compliquées.
La définition la plus élémentaire est recursive.

Définition 5. Soit A une matrice carrée d’ordre n.
e Pour n =1, et A= (a), on pose det A = a.
e Pour n > 2, on définit det A par son développement par rapport & la premiere ligne

(i) det A = aiq - det A11 —a - det Alg +ais - det A13 == Ain det Aln-




