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Tous documents, calculatrices, etc., interdits. Prénom
Groupe
1 2 3 4 5
-1 0 3 45
1. Calculer le déterminant | —1 —2 0 4 5
-1 -2 -3 0 5
-1 -2 -3 —4 0

Les opérations élémentaires de la forme L; < L; + aL; avec i # j ne changent pas le
déterminant, et le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients
diagonaux. On en déduit :

1 2 3 45 1234 5

1 0 3 45 0 26 8 10| (Ly« Lo+ Ly)

~1 -2 0 4 5|=|00 38 10| (Ly L3+Ly)

1 -2 -3 0 5 00 0 4 10| (Lye Ly+Ly)

~1 -2 -3 -4 0 0000 5| (Lye—Ls+Ly)
=1-2-3-4.5

=|120.

2. Soient p et g des parametres. Utilisez la REGLE DE CRAMER pour trouver la solution
(x,y) du systeme linéaire

3r + 5y = p,
2z 4+ 3y = q.

Il faut OBLIGATOIREMENT exhiber les différents déterminants figurant dans la formule
de la regle de Cramer.

On calcule le déterminant de la matrice des coefficients A et des deux matrices B; obtenues
en remplagant la i-éme colonne de A par le membre de droite (4) :

3 5

det A = '2 3

p 5 3 p
=—-1 B; = =3p— By = = 3q — 2p.
‘ , det By 'q 3| 3p — 5q, det Bs ‘2 q‘ 3q D

Selon la régle de Cramer la solution unique du systéme est alors

det Bl _ det B2

det A P+ 0, Y= et A p—q




t 1 2

3.8t B=11 2 1].
2 1 ¢
(a) Calculer det B.

Les échanges de lignes L; < L; (avec i # j) changent le signe d’un déterminant, mais les

opérations élémentaires de la forme L; < L;+aL; (avec i # j) laissent les déterminants
inchangés.

t 12 L2 1 12 1
detB=11 2 1|=—|t 1 2| "1 7" =_l0 1-2t 2—t| (Ly— Ly—tLy)
2 1 t 2 1 t 0 -3 t—2| (Ly<— L3—2L,)

En développant par rapport a la 1ére colonne, et en mettant (t —2) en facteur, on trouve

detB__l.‘l—Zt 2—t‘

= a2 -2 - (-3)2 1)

= ((2t—1)+3)(t—2) =|2(t + 1)(t - 2).]

(b) Pour quelles valeurs de ¢ la matrice B est-elle inversible ?

La matrice B est inversible quand on a det B = 2(t+1)(t —2) # 0. Donc B est inversible
pour les t vérifiant

[ t#—1 et t#2. |
06 0 0,2
4. Considérons la matrice de technologie A= | 0 0,6 0,2
0,2 02 04

(a) Calculer (I — A)~L.

On utilise des opérations élémentaires sur les lignes de (I — A | I) pour la réduire d’abord
en forme échelonnée, et ensuite a la forme (I | (I — A)™1).

0,4 0 —02] 1
0 04 —02] 0
02 —-02 06/ 0

0 04 0 —02] 1 00
0]—-1 0 04 —02| 0 10
1 0 -02 05|05 0 1
: -02] 1 0 0
-1 0 04 —02] 0 1 0
0 0 0405 05 1/ Ly~ Ly+3iLy
04 0 0 | 1,25 0,25 05\ Ly« Ly +3L3
- 0 04 0 | 025 125 05 | Ly« Lo+ 3L3
0 0 0405 05 1

Ly Ly+ 1L




1 0 0| 3125 0625 1,25\ L;« 2L,
— [ 0 1 0| 0625 3125 125 | Ly« 3L,
0 0 1] 125 1,25 25 Ly 3

On trouve ainsi

2 5 5
3,125 0,625 1,25 8 8 4
-1 _ —
(I-—A)""=| 0625 3,125 125 | = g % g
125 125 25 s s s
4 4 2
8
(b) Si la demande de consommation est ¢ = | 8 |, quelle est la production brute x
4
vérifiant (I — A)x = ¢?
25 5 5 25 5 5
z=(I-A)le=| 3 2 3 8 = 2.8+%.8+2.4 |=|[35
5 5 5 5 5 5
1 1 3 4 7:8+37-8+35-4 30
. 1 2 . r vy . . N
5. Soit U = 01 . Trouver toutes les matrices M = L ) U satisfont a MU = UM.
On a

(T oy 12\ [z 20+y
MU = (z w) (O 1> - <z 2z+w>’
UM — 1 2\ [z y _ r+2z y+2w .
0 1 z w z w

Donc Uéquation de matrices MU = UM est équivalente au systéeme a gauche, qui se
simplifie en le systéme a droite

r=x+ 2z, —2z =0,

20 +y =y + 2w, 2z — 2w = 0,
<~

z =z, 0=0,

2z +w = w. 2z =0.




Un systéeme échelonné équivalent est

x —w =0,
z = 0.

Les solutions dépendent de deuz variables libres (ou parametres) y et w, et les variables de
téte des deux équations vérifient x = w et z = 0. Donc les solutions du systeme linéaire
sont les (x,y, z,w) = (w,y,0,w) avec y,w € R, et les matrices M sont celles de la forme

M = (w y> avec w,y € R.
w

6. Soit N une matrice carrée a coefficients réels, et soit P = NN,

(a) Montrer qu’on a toujours det P > 0.

En appliquant les formules det(AB) = (det A)(det B) et det AT = det A, on trouve
det P = (det N)(det NT) = (det N)(det N) = (det N)%.

Ainsi det P est le carré d’un nombre réel, et par conséquent il est positif : det P > 0.

(b) Montrer que si N est inversible, alors P est aussi inversible.

Premiére démonstration. On a déja établi det P = (det N)2. Donc si N est inversible,
on a det N # 0, ce qui implique det P = (det N)? # 0. Par conséquent P est inversible.
Deuxiéme démonstration. Selon un théoréme du cours, la transposée d’une matrice
inversible et le produit de deux matrices inversibles sont inversibles. Donc si N est inver-
sible, alors NT et ensuite NN sont inversibles.

D’ailleurs, les formules pour les inverses d’une transposée et d’un produit donnent

(NNT)—I — (NT)—lN—l — (N_I)TN_I.

(¢c) Montrer la réciproque : si P est inversible, alors N est aussi inversible.

Premiére démonstration. On a déja établi det P = (det N)2. Donc si P est inversible,
on a det P # 0, ce qui implique (det N)? # 0 et finalement det N # 0. Par conséquent N
est inversible.

Deuxiéeme démonstration. Comme P est inversible, on a det P # 0. Comme le
déterminant d’un produit est le produit des déterminants, on a det P = (det N)(det NT).
On a ainsi (det N)(det NT) # 0. Pour que ce produit de deux mombres réels soit non
nul, il faut que chaque facteur soit non nul : det N # 0 et det NT # 0. Mais det N # 0
entraine que N est inversible.

Esquisse d’une troisiéme démonstration. On pourrait citer le théoréme (pas tout a
fait énoncé dans le cours écrit) disant que pour A et B des matrices carrées de la méme
taille, le produit AB est inversible si et seulement si A et B sont inversibles. En appliquant
ce théoréme au produit P = NNT, on voit en particulier que si P est inversible, alors N
est inversible.




