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1. Calculer le déterminant

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
−1 0 3 4 5
−1 −2 0 4 5
−1 −2 −3 0 5
−1 −2 −3 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Les opérations élémentaires de la forme Li ← Li + aLj avec i 6= j ne changent pas le
déterminant, et le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients
diagonaux. On en déduit :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5
−1 0 3 4 5
−1 −2 0 4 5
−1 −2 −3 0 5
−1 −2 −3 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
0 2 6 8 10
0 0 3 8 10
0 0 0 4 10
0 0 0 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(L2 ← L2 + L1)
(L3 ← L3 + L1)
(L4 ← L4 + L1)
(L5 ← L5 + L1)

= 1 · 2 · 3 · 4 · 5
= 120.

2. Soient p et q des paramètres. Utilisez la règle de Cramer pour trouver la solution
(x, y) du système linéaire {

3x + 5y = p,

2x + 3y = q.

Il faut obligatoirement exhiber les différents déterminants figurant dans la formule
de la règle de Cramer.

On calcule le déterminant de la matrice des coefficients A et des deux matrices Bi obtenues
en remplaçant la i-ème colonne de A par le membre de droite ( p

q ) :

det A =
∣∣∣∣3 5
2 3

∣∣∣∣ = −1, det B1 =
∣∣∣∣p 5
q 3

∣∣∣∣ = 3p− 5q, det B2 =
∣∣∣∣3 p
2 q

∣∣∣∣ = 3q − 2p.

Selon la règle de Cramer la solution unique du système est alors

x =
det B1

det A
= −3p + 5q, y =

det B2

det A
= 2p− 3q.



3. Soit B =

t 1 2
1 2 1
2 1 t

.

(a) Calculer det B.

Les échanges de lignes Li ↔ Lj (avec i 6= j) changent le signe d’un déterminant, mais les
opérations élémentaires de la forme Li ← Li + aLj (avec i 6= j) laissent les déterminants
inchangés.

det B =

∣∣∣∣∣∣
t 1 2
1 2 1
2 1 t

∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
t 1 2
2 1 t

∣∣∣∣∣∣ (L1 ↔ L2) = −

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
0 1− 2t 2− t
0 −3 t− 2

∣∣∣∣∣∣ (L2 ← L2 − tL1)
(L3 ← L3 − 2L1)

En développant par rapport à la 1ère colonne, et en mettant (t− 2) en facteur, on trouve

det B = −1 ·
∣∣∣∣1− 2t 2− t
−3 t− 2

∣∣∣∣ = −
(
(1− 2t)(t− 2)− (−3)(2− t)

)
=

(
(2t− 1) + 3

)
(t− 2) = 2(t + 1)(t− 2).

(b) Pour quelles valeurs de t la matrice B est-elle inversible ?

La matrice B est inversible quand on a det B = 2(t+1)(t− 2) 6= 0. Donc B est inversible
pour les t vérifiant

t 6= −1 et t 6= 2.

4. Considérons la matrice de technologie A =

0,6 0 0,2
0 0,6 0,2

0,2 0,2 0,4

.

(a) Calculer (I −A)−1.

On utilise des opérations élémentaires sur les lignes de (I−A | I) pour la réduire d’abord
en forme échelonnée, et ensuite à la forme (I | (I −A)−1). 0,4 0 −0,2

0 0,4 −0,2
−0,2 −0,2 0,6

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

→
 0,4 0 −0,2

0 0,4 −0,2
0 −0,2 0,5

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0

0,5 0 1


L3 ← L3 + 1

2L1

→

 0,4 0 −0,2
0 0,4 −0,2
0 0 0,4

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0

0,5 0,5 1


L3 ← L3 + 1

2L2

→

 0,4 0 0
0 0,4 0
0 0 0,4

∣∣∣∣∣∣
1,25 0,25 0,5
0,25 1,25 0,5
0,5 0,5 1

 L1 ← L1 + 1
2L3

L2 ← L2 + 1
2L3
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→

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
3,125 0,625 1,25
0,625 3,125 1,25
1,25 1,25 2,5

 L1 ← 5
2L1

L2 ← 5
2L2

L3 ← 5
2L3

On trouve ainsi

(I −A)−1 =

 3,125 0,625 1,25
0,625 3,125 1,25
1,25 1,25 2,5

 =


25
8

5
8

5
4

5
8

25
8

5
4

5
4

5
4

5
2

 .

(b) Si la demande de consommation est c =

8
8
4

, quelle est la production brute x

vérifiant (I −A)x = c ?

x = (I −A)−1c =


25
8

5
8

5
4

5
8

25
8

5
4

5
4

5
4

5
2




8

8

4

 =


25
8 · 8 + 5

8 · 8 + 5
4 · 4

5
8 · 8 + 25

8 · 8 + 5
4 · 4

5
4 · 8 + 5

4 · 8 + 5
2 · 4

 =


35

35

30

 .

5. Soit U =
(

1 2
0 1

)
. Trouver toutes les matrices M =

(
x y
z w

)
qui satisfont à MU = UM .

On a

MU =
(

x y
z w

) (
1 2
0 1

)
=

(
x 2x + y
z 2z + w

)
,

UM =
(

1 2
0 1

) (
x y
z w

)
=

(
x + 2z y + 2w

z w

)
.

Donc l’équation de matrices MU = UM est équivalente au système à gauche, qui se
simplifie en le système à droite

x = x + 2z,

2x + y = y + 2w,

z = z,

2z + w = w.

⇐⇒


−2z = 0,

2x− 2w = 0,

0 = 0,

2z = 0.
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Un système échelonné équivalent est{
x − w = 0,

z = 0.

Les solutions dépendent de deux variables libres (ou paramètres) y et w, et les variables de
tête des deux équations vérifient x = w et z = 0. Donc les solutions du système linéaire
sont les (x, y, z, w) = (w, y, 0, w) avec y, w ∈ R, et les matrices M sont celles de la forme

M =
(

w y
0 w

)
avec w, y ∈ R.

6. Soit N une matrice carrée à coefficients réels, et soit P = NNT .

(a) Montrer qu’on a toujours detP ≥ 0.

En appliquant les formules det(AB) = (det A)(detB) et det AT = detA, on trouve

det P = (det N)(detNT ) = (det N)(detN) = (det N)2.

Ainsi det P est le carré d’un nombre réel, et par conséquent il est positif : det P ≥ 0.

(b) Montrer que si N est inversible, alors P est aussi inversible.

Première démonstration. On a déjà établi det P = (det N)2. Donc si N est inversible,
on a det N 6= 0, ce qui implique det P = (det N)2 6= 0. Par conséquent P est inversible.
Deuxième démonstration. Selon un théorème du cours, la transposée d’une matrice
inversible et le produit de deux matrices inversibles sont inversibles. Donc si N est inver-
sible, alors NT et ensuite NNT sont inversibles.
D’ailleurs, les formules pour les inverses d’une transposée et d’un produit donnent

(NNT )−1 = (NT )−1N−1 = (N−1)T N−1.

(c) Montrer la réciproque : si P est inversible, alors N est aussi inversible.

Première démonstration. On a déjà établi det P = (det N)2. Donc si P est inversible,
on a det P 6= 0, ce qui implique (detN)2 6= 0 et finalement det N 6= 0. Par conséquent N
est inversible.
Deuxième démonstration. Comme P est inversible, on a det P 6= 0. Comme le
déterminant d’un produit est le produit des déterminants, on a det P = (det N)(detNT ).
On a ainsi (detN)(detNT ) 6= 0. Pour que ce produit de deux nombres réels soit non
nul, il faut que chaque facteur soit non nul : det N 6= 0 et det NT 6= 0. Mais det N 6= 0
entrâıne que N est inversible.
Esquisse d’une troisième démonstration. On pourrait citer le théorème (pas tout à
fait énoncé dans le cours écrit) disant que pour A et B des matrices carrées de la même
taille, le produit AB est inversible si et seulement si A et B sont inversibles. En appliquant
ce théorème au produit P = NNT , on voit en particulier que si P est inversible, alors N
est inversible.
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