CHAPITRE 1 : DIVISIBILITE ET PREMIERS

1. MINIMUMS ET RECURRENCE
Une propriété trés importante de I’ensemble des nombres naturels N est la suivante :

Propriété 1.1. Tout sous-ensemble non vide S de N contient un plus petit membre (ou mi-
nimum). On dit “N est bien ordonné.”

Cette propriété 1.1 de “bon ordre” est trés particuliére de N. Les ensembles ordonnés Z,
Q, ou R contiennent tous des sous-ensembles non vides sans plus petit membre. Méme dans
Rsp={z €R |z >0}ily a des parties comme S = {z € R | 2 > 1} sans minimum (ce sont
des sous-ensemble S avec un infimum qui n’appartient pas a S).

Une premiére conséquence de cette propriété de bon ordre est

Théoréme 1.2. Toute suite strictement décroissante nqy > ng > ng > --- dans N est finie.

L’algorithme d’Euclide et beaucoup d’autres algorithmes terminent & cause de cette pro-
priété de N.

Preuve. Soit S = {ni,ng,ng, ...} 'ensemble de membres de la suite. Le sous-ensemble S C N
a un minimum ng par la propriété 1.1 (si la suite n’est pas vide). On montre que la suite
termine en ng.

Supposons le contraire. Alors ny a un successeur ni41 dans la suite. Comme la suite est
strictement décroissante, on a ny > ngy1. Mais comme ny41 est dans la suite, et ny est le plus
petit membre de la suite, on a ng < ng4q. Contradiction.

Donc la suite ny > ng > nz > --- termine en - -+ > ni_q > ny et est finie. O

Une deuxiéme conséquence de la propriété de minimums dans N est la validité des démons-
trations par récurrence. Supposons qu’on a un énoncé P(n) qui dépend d’une variable entiére
n > 1. Par exemple

1
P(n) : 1+2+3+~-+n=”(”2+).
P(n) : Sim > 2, alors n est un produit de nombres premiers.

Il y a plusieurs formes variantes de la récurrence.
La récurrence simple. Si on montre
P(1) et Vn>2 Pn—-1)= P(n)
alors on a montré P(n) pour tout n > 1.
La récurrence d’ordre 2. Si on montre
P(1) et P(2) et Vn >3 P(n—-2) et P(n—1) = P(n)

alors on a montré P(n) pour tout n > 1.



2 CHAPITRE 1 : DIVISIBILITE ET PREMIERS

La récurrence forte. Si on montre
P(1) et Vn >2 (P(k) VRAI pour tout k avec 1 < k <n) = P(n)
alors on a montré P(n) pour tout n > 1.

Il y a d’autres variations, surtout des récurrences sur tout n > 0 ou tout n > 2, etc., ou des
récurrences d’ordre 3, etc. Toutes les formes de la récurrence marchent pour la méme raison : la
propriété des minimums dans N. Démontrons par exemple la validité de la récurrence simple.

Preuve de la récurrence simple. Supposons qu’on a montré que P(1) est VRAI, et que pour
tout n > 2, on a montré P(n — 1) = P(n). Considérons le sous-ensemble

S={neN|n>1, et P(n)est FAUX} C N.

Si S n’est pas vide, il a un plus petit membre sg par la propriété 1.1. Montrons par ’absurde
que c’est impossible.

Donc supposons au contraire que S est non vide et contient un plus petit membre sq.
Comme on a montré que P(1) est VRAL on a 1 € S et donc sg # 1. Donc on doit avoir s > 2.

Mais alors on a so —1 > 1. On a aussi sg — 1 € S car il est plus petit que le plus membre sg
de S. Vue la définition de S, la combinaison sop —1 > 1 et so — 1 ¢ S implique que P(sg — 1)
est VRAL Mais vu que P(n — 1) = P(n) pour tout n > 2, on déduit que P(sg) est VRAI aussi.
Cela implique sg € S. Mais sg est le plus petit membre de S. Contradiction.

On conclut que S est vide, et donc que P(n) est VRAI pour tout n > 1. O

Faisons quelques démonstrations par récurrence.

Exercice 1.3. Montrer par une récurrence simple pour tout n > 1 on a

LS N S
1-2 2.3 nn+1) n+1

Solution. Appelons la formule P(n). Il suffit de montrer P(1) et de montrer que pour tout
n>2onaPn—-1) = P(n).
P(1)| La formule P(1) dit que 75 = % est égal a ﬁ =1, qui est VRAL

".P(n) pour n > 2‘ Soit n > 2, et supposons que P(n — 1) est VRAIL Cela signifie qu’on a

1 1 1 n—1
ﬁ+f3+‘.'+(n71)n: n
Ajoutons n(n1+1) aux deux membres de cette équation, puis traitons le membre de droite :
1 1 1 1 n—1 1
ﬁ—i_ﬁ—'ﬂ“—i_(n—l)n—i_n(n—l—l): n +n(n+1)
(n—1)(n+1) 1 (n?—1)+1 n-n n
- n(n+1) n(n—i—l): n(n+1) :n(n+1):n+1'

Donc P(n) est VRAI aussi.
On a ainsi démontré notre formule par une récurrence simple. O

Exercice 1.4. Définissons une suite par
up = —1, ug = 1, Uy = DUp—1 — 6Up_2 pour n > 3.

Montrer par récurrence d’ordre 2 que pour tout n > 1 on a u, = 3" — 2"+,
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Solution. Soit P(n) I'énoncé u, = 3" — 2"+, Démontrons cet énoncé par récurrence en
montrant P(1) et P(2) et que pour n > 3 on a (’P(n—?) et T(n—l)) = P(n).

P(1)| Onawu; =—let 3! -2 =3 4 =—1.

P@2)| Onaug=1et 32 -2l =9 _-8=1.

P(n) pour n > 3‘ Supposons que P(n — 2) et P(n — 1) sont vrais, c’est a dire qu’on a

Up_1 = 3n—1 _ 2n, Up_o = 3n—2 _ 2n—1.
On a alors

Up = BUp_1 — 6p_o = 5(3"1 —27) — (372 — 2" 1)
=(5-3"1—6-3"2) —(5-2" —6-2"71).

(On met les puissances de 3 cote a cote et les puissances de 2 cote & cote parce que cela nous
aidera & simplifier.) Comme on a 3"~ ! =3.37"72 et 2" = 2.2""! cela donne

Uy, = (5-3-3"72-6.3""2)—(5-2.2" 1 —6.2"71) = 9.3n 72 4.9n1 = 32.3n72_92.9n—1 — gn_on+l

Donc P(n) est vrai aussi. O

2. DIVISIBILITE ET LALGORITHME D’EUCLIDE

Définition 2.1. Soit a et b entiers. On dit que a divise b s’il existe un entier s avec as = b.
On dit aussi que a est un diviseur de b, et que b est divisible par a. On le note a | b.
Sialbetalc, alors a est dit un diviseur commun de b et c.
Quand a ne divise pas ¢, on le note a { c.

Les propriétés faciles de la divisibilité sont les suivantes.

Propriétés 2.2. Pour a, b, ¢, m, n entiers :
(a) 1|aetalaetald.

(b) Sia|betb|c, alorsa|c.

(c)Sial|betalc, alorsa|bm+ cn.

(d) a |1 siet seulement si a = +1.

(e) a|betb]|asietseulement si a = +b.

(f) Pour m # 0 on a ma | mb si et seulement si a | b.

(g) Sia|beta>0etb>0,alorsa<b.

Théoréme 2.3 (Division euclidienne). Soit a et b entiers avec b > 1. Alors il existe des

entiers uniques q et r avec

a=bqg+r, 0<r<b (1)

Preuve. Existence. On cherche un entier r de la forme » = a — bq avec ¢ € Z qui vérifie r > 0
et r < b.

L’ensemble des entiers de la forme a — bm avec m € Z contient bien des membres positifs :
il suffit de prendre m = —N avec N trés grand et positif. Donc le sous-ensemble

S={a—bm|meZeta—bm>0}CN

est non vide. Par la propriété 1.1, il contient un plus petit membre r, que I'on peut écrire sous
la forme r =a — bq avec ¢ € Z. On ar € S C N donc r > 0. De plus, r — b est plus petit que
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le plus petit membre r de S, et donconar —b=a—b(qg+1) ¢ S. Vue la définition de S,
cela implique qu'on a7 —b=a —b(qg+ 1) < 0. Et cela donne r < b.

Unicité. Sion aa = bg+1 avec 0 < r < b, et a =0bg +r" avec 0 < 1’ < b, alors on a
bg+r =bq +1r' et donc bg—bg' =1’ —r et finalement b(¢—¢') =r'—r. Orona 0 <r’' <bet
—b < —r <0, et en faisant la somme, —b < 7’ —r < b. Donc on a —b < b(q¢ — ¢’') < b. Comme
on a b > 0 on peut diviser par b sans changer le sens des inégalités. Doncona —1 < ¢—¢’ < 1.
Comme ¢ — ¢’ est entier, cela force g—¢' = 0. Donconag=¢ etr=a—-bg=a—bq =7r'. O

On peut étendre (1) & tous les b # 0 (positifs et négatifs) sous la forme
a=bg+r, 0<r<|b (2)
Quand on a une telle division entiére avec reste, on notera
QuoT(a,b) = ¢, RESTE(a, b) = r. (3)

L’algorithme efficace pour faire la division euclidienne est celui qu’on a appris a ’école
primaire, la longue division utilisant I’écriture décimale des entiers.

Définition 2.4. Le plus grand diviseur commun ou pged de aq, ao, ... , a, est un entier d tel
que

(i) d est un diviseur commun de ay, ag, ..., a,

(ii) tout diviseur commun de aq, ag, ... , a, divise d.

Par exemple, les diviseurs de 10 sont £1, £2, £5, £10. Les diviseurs de 26 sont +1, £2,
+13, +26. Les diviseurs communs de 10 et 26 sont donc +1 et £2. Les diviseurs communs
divisibles par tous les autres sont £2. Donc £2 sont les pged de 10 et 26. Normalement on
choisit le pged positif et écrit pged(10,26) = 2.

Il y a plusieurs algorithmes pour calculer le pgcd de deux entiers. Le plus classique est
I’algorithme d’Euclide. Pour calculer le pged de 26 et 10, on divise 26 par 10, trouvant un
reste. Puis on divise 10 par ce reste, trouvant un deuxiéme reste. On divise le premier reste
par le deuxiéme, trouvant un troisiéme reste. On continue, en divisant chaque reste par son
prédécesseur :

26 =2-10 + 6,
10=1-6+4,
6=1-4+2,
4=2-2+40.

Quand on arrive au reste 0, on s’arréte, parce qu’on ne peut pas diviser par 0. Le pged est le
dernier reste non nul 2. Donc on devrait avoir pged(10,26) = 2 selon l'algorithme.

Mais pourquoi 2 est-il réellement le pged de 10 et 26 ? Considérons la suite de restes successifs
26, 10, 6, 4, 2, 0 calculés dans 'algorithme. A cause des équations ci-dessus, chaque fois qu'un
entier divise deux membres consécutifs de la suite des restes, il divise tous les membres de la
suite des restes. Par exemple, 2 divise 0 et 2, donc il divise aussi4 =2-240, puis6 =1-4+2,
puis 10 =16 + 4 et enfin 26 = 2 - 10 + 6. Donc 2 est bien un diviseur commun de 10 et 26.
Et tout d divisant 26 et 10 divise aussi 6 =26 —2-10et 4 =6 —1-2et2=6—-1-4 et
0 =4—2-2. Donc tout diviseur commun de 10 et 26 divise 2 aussi. Donc 2 est bien le pged
de 10 et 26.
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Pour calculer le pged de 4147 et 10672, on fait

10672 = 2 - 4147 4 2378,
4147 =1-2378 + 1769,
2378 =1-1769 + 609,
1769 = 2 - 609 4 551,

609 = 1 - 551 + 58,
951 =958 + 29,

58 =2-29 4 0.
On trouve pged(4147,10672) = 29.
L’algorithme d’Euclide. Pour calculer le pged de u et v, on pose d’abord u_o = u et
u_1 =wv. Pouri=20,1,2,..., tant que u;—1 # 0, on pose u; = RESTE(u;—_2,u;—1). Quand on

arrive ¢ uy = 0, on sort pged(u,v) = un_1, le dernier reste non nul.

Donc on calcule
U = apV + ug,

v = a1ug + u1,

ug = agu1 + ug,

UN-3 = AN-1UN-2 + UN_1,
uny—2 = anyun—1 +0,

avec les a; et u; entiers. Et vu que dans la division euclidienne (2) le diviseur b et le reste r
vérifient 0 < r < |b|, on a
lv| >wup >up >+ >uy_1 >0. (5)

Théoréme 2.5. L’algorithme d’Euclide (4) calculant le pged de u et v termine, et son dernier
reste non nul vérifie un_1 = pged(u,v).

Démonstration. La suite de restes successifs |v| > ug > u; > --- est une suite strictement
décroissante dans N, et donc est finie par le théoréme 1.2. Par conséquent l'algorithme doit
s’arréter dans un temps fini, ce qu’il ne peut faire qu’en trouvant un uy = 0.

Pour montrer que uy_1 est bien le pged de u et v, on montre d’abord que tout d divisant
deux membres consécutifs de la suite des restes u_o, u_1, ug,...,uny_1,un divise tous les
membres de la suite. Cela se montre par les équations (4) comme on a fait pour 10 et 26, mais
par une récurrence formelle omise ici. Ainsi uy_1, qui divise les deux derniers restes uy_1 et
uy = 0, divise tous les membres de la suite dont u_s = u et u_1 = v. Donc uy_1 est un
diviseur commun de u et v. Egalement, tout diviseur commun d des deux premiers membres
de la suite ©u = u_o et v = u_7 divise aussi 'avant-dernier membre upn_1. Donc uy_1 est un
diviseur commun de u et v divisible par tous leurs diviseurs communs, et par définition il est
leur pgced. O

Théoréme 2.6. Tout systéme fini d’entiers ay,as,...,a, 6 un pgcd, qui est unique & signe
pres, et il vérifie
ngd(ah az,. .., a?“) - ngd(ala ngd(a’27 SRR a'r‘))'
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Preuve. Unicité. Supposons que d et d’ sont des pged de aq, . .., a,_1, a,. Alors d est un diviseur
commun de ay,...,a,—1,a, et donc divise leur pged d', et vice-versa. Ainsi d | d’ et d' | d.
Mais cela entraine d = +d'.

FEzistence. On va par récurrence sur r. Le pged d’un entier est pged(a;) = a;1. Pour deux
entiers pged(aq, ag) est le dernier reste non nul de I'algorithme d’Euclide par le théoréme 2.5.
Supposons alors 7 > 3 et que le pged d’un systéme de s entiers existe tant qu'onal < s < r—1.
En particulier d = pged (al, pged(ag, . . . ,ar)) existe. Il suffit de montrer que d est le pged de
a1,a9,...,0r.

...(& compléter) O

3. LE LEMME DE BEZOUT ET L’ALGORITHME D’EUCLIDE ETENDU

Lemme de Bezout. Soit u, v entiers et d = pged(u,v). Alors il existe des entiers x et y
avec ux + vy = d.

Une relation de Bezout est une équation de la forme ux 4+ vy = d avec w,v,d, x,y entiers
et d = pged(u,v). On peut avoir plusieurs relations de Bezout pour les mémes u,v,d. Par
exemple, pour u =5 et v = 2 et d = 1, on a des relations de Bezout avec (z,y) = (1,—2) ou
(z,y) = (—1,3) ou (z,y) = (—2m + 1,5m — 2) pour n’importe quel m € Z.

On donne un algorithme qui calcule un x et un y explicitement. Cet algorithme n’est pas
identique aux calculs faits en “remontant ’algorithme d’Euclide”, mais c’est trés apparenté.
Cet algorithme sera réutilisé dans le prochain chapitre pour calculer les réduites d’une fraction
continue.

Algorithme d’Euclide étendu. On a deux entiers u, v en entrées. On pose

U_o = u, u_1 =,
p—2 =0, p-1=1, (6)
g2 =1, q-1=0.

Pouri=0,1,2,..., tant que u;—1 # 0, on pose

a; = QUOT(U;j—2,Ui—1), Pi = aipi-1 + Di—2, ™)
u; = RESTE(U;—2, Ui—1), ¢ = aigi—1+ gi—2.

Quand on arrive a uy =0, on sort d =un_1 et q=qn_1 et p =pN_1.

Théoréme 3.1. Les d, p, et q sortis par l’algorithme d’Euclide étendu vérifient d = pged(u, v)
et uqg —vp = (—1)N-1d.

Donc on trouve la relation de Bezout ux 4+ vy = d en changeant quelques signes.

Regardons quelques exemples. Les deux premiéres colonnes et la premiére ligne sont des
décorations. On remplit les troisiéme et quatriéme colonnes avec (6) et les colonnes plus a
droite par (7).

+ -]+ -]+]-

a; 211 1 2

u; [26[10[6[4[2]0
—10[p; O] 1[2]3[5]13
26| g | 1 1[1]2]5
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On a toujours 26¢; — 10p; = (—1)%u;. (C'est la signification des —10, 26, + et — dans les
premiéres ligne et colonne.)

26-1—10-0 = 26, 26-1—10-2 =6, 26-2—10-5 =2,
26-0—10-1=-10, 26-1—10-3 = —4, 26-5—10-13 =0.
+ [ -1 + [ -1+ -1+F][-1+
a; 2 I [T 2192
u; | 10672 [ 4147 [ 2378 [ 1769 | 609 | 551 |58 | 29 | 0

—4147 | p; 0 1 2 3 5 | 13 |18 | 175 | 368
10672 | ¢; 1 0 1 1 2 5 | 7| 68 | 143

Cette fois on a 10672¢; —4147p; = (—1)%u;. En particulier on trouve 10672-68—4147-175 = —29,
qui est la relation de Bezout & signe prés.

Lemme 3.2. Dans l'algorithme d’Euclide étendu d’équations (6) et (7), on a ug; — vp; =
(—1)'u; pour tout i avec —2 <1i < N.

Le théoréme 3.1 est le cas particulier i = N — 1 du lemme.

Preuve. On fait une récurrence “par deux”’. Les cas initiaux sont ¢ = —2 et ¢ = —1, ol on a
bienu-1—v-0=wuet u-0—v-1= —wv, respectivement.

Donc supposons qu’on a un ¢ avec 0 < ¢ < N, et que la formule du lemme est vrai au
niveaux ¢t — l et 1 — 2 :

ugi—1 — vpi—1 = (—1)" i,
ugi—y — vpi—2 = (—1)" u;_s.
On multiplie la premiére équation par a;, et on ’ajoute & la seconde, donnant
w(aigi-1 + gi—2) — v(aipi—1 + pi—2) = (=1)"agui1 + (—1)" Puis
= (—1)i(ui_2 — a;ui—1).

Le fait que a; et u; sont le quotient et le reste de la division de u;_o par u;_1 signifie qu’on a
Uj—o = a;Uj—1+u;, et donc u; = u;—o—a;u;—1. Substituant cela et les formules ¢; = a;q;—1+q;—2
et p; = a;pi—1 + pi—2 du (7) dans ’équation ci-dessus donne bien ug; — vp; = (—1)"u;. O

Quand on a pged(a,b) = 1, on dit que a est premier avec b, ou que a et b sont premiers
entre eux.
Quelques autre propriétés des pged :

Propriétés 3.3. (a) On a pged(ma, mb) = mpged(a, b).

. by _ pecd(a,b)
(b) Pour d un diviseur commun de a et b, on a pged(%, 5) = B2,

drd) —

(c¢) En particulier e d”‘(mb) et oo db(a’b) sont premiers entre eux.

(d) Il existe = et y entiers avec ax 4 by = 1 si et seulement si a et b sont premiers entre eux.

(e) Si a est premier avec b et ¢, il est aussi premier avec bc. (C’est parce que pour a
premier avec b et c il existe des entiers x, y, t, u avec ax + by = 1 et at + cu = 1 et donc
ax + by(at + cu) = a(x + byt) + be(yu) = 1 d’out a est premier avec bc.)

(f) On a pged(a,b) = pged(a, Na + b) = pged(a, Na — b). (C’est parce que les diviseurs
communs de a et b sont les mémes que les diviseurs communs de a et Na +b.) En particulier
a et Na + 1 sont toujours premiers entre eux.
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4. LES NOMBRES PREMIERS

Définition 4.1. Un nombre naturel p est premier si p > 2 et les seuls diviseurs (positifs) de
psont 1 et p.
Un nombre naturel n est composé si n > 2 et n n’est pas premier.

Les plus petits nombres premiers sont 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 43, 47. La
liste de tous les premiers < N se calcule par un procédé appelé la crible d’Eratosthéne.

Théoréme 4.2. (a) (Le lemme de Gauss) Si a | be et pged(a,b) =1, alors a | c.
(b) Soit p un premier et b entier. Alors soit p | b soit pged(p,b) = 1.
(c) Sip et premier et p | be, alorsp | b oup | c.
(d) Sip est premier et p | byby - - - by, alors p divise un des b;.

Preuve. (a) Par le lemme de Bezout il existe des entiers x et y avec axz + by = 1. Alors
c=1-c=(ax + by)c = acx + bcy. Comme a | a et a | be, on trouve a | acx + bey = c.

(b) Comme pged(p, b) est un diviseur de p, il est soit p soit 1 car ce sont les seuls diviseurs
positifs du premier p. Si pged(p,b) = p on a p | b. Sinon on a pged(p,b) = 1.

(c) Par le (b) on a soit p | b soit pged(p,b) = 1. Dans le deuxiéme cas, le lemme de Gauss
implique qu’on a p | c.

(d) Appliquer le (c) et la récurrence. O

Le théoréme de factorisation unique. Tout entier n > 2 est un produit de nombres
premiers. De plus, l’écriture n = pip2 - - - pr comme un produit de nombres premiers est unique
a l'ordre des facteurs pres.

Preuve. Ezistence. On utilise une récurrence forte. Le cas initial est n = 2, qui est un nombre
premier, et est le produit de 1 nombre premier 2.

Maintenant considérons n > 3, et supposons que tout k avec 2 < k < n — 2 est un produit
de nombres premiers. Alors n est soit premier soit composé. Si n est premier, il est le produit
de 1 nombre premier n, et ¢a va. Si n est composé, alors n = ab avec 2 < a < n —2 et
2 < b < n —1. Par 'hypothése de récurrence, on peut écrire n = q1---p, et b = q1---¢s
comme des produits de premiers. Alors n = py---prqq - - - ¢s est aussi un produit de premiers.
Conclusion : que n soit premier ou composé, il est un produit de premiers.

Unicité. Supposons qu’on a deux écritures n = pip2...pr €t 0 = q1q2...qs d'un nombre
comme produits de premiers. On montre par récurrence simple sur r > 1 que les deux écritures
sont les mémes a ordre preés.

Dans le cas initial » = 1, le nombre n = p; est premier, mais il s’écrit aussi n = ¢q; ... gs.
Comme un nombre premier n’est pas un produit de 2 entiers (ou plus) qui sont > 2, il faut
que s = 1 et n = ¢1. Ainsi les écritures sont les mémes.

Maintenant considérons le cas r > 2 en supposant le cas r —1 > 1. On a deux factorisation
en premiers n = pip2 -+ - pr = q1q2 - - - Gs. Alors p; est premier et p1 | q1g2 - - - gs. On déduit alors
du théoréme 4.2(d) que p; divise un des ¢;. En modifiant 'ordre des g; si nécessaire, on peut
supposer que p1 | 1. Or les seuls diviseurs positifs du premier ¢; sont 1 et g1, et p; # 1 car il
est premier. Donc on a p; = ¢;. De plus on a deux écritures p% =pg---pp et ]% =qo---qs d'un
méme nombre comme un produit de r — 1 et s — 1 premiers. Par 'hypothése de récurrence, les

n

deux écritures pour 5y sont les mémes & l'ordre des facteurs prés. On déduit que les écritures
n=pipa---Pret n=pige---qs = q1q2 - - - s sont les mémes a l'ordre des facteurs prés. ]

Théoréme 4.3 (Euclide). Il y a une infinité de nombres premiers.
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Démonstration. Supposons au contraire qu’il n’y a qu'un nombre fini de premiers p1, pa, . . ., pr.
Alors le nombre n = p1ps - - - pr + 1 n’est divisible par aucun des p;. Mais n est soit un premier
soit un produit de premiers. Donc il y a un premier différent de p1,pa, ..., pr. O

L’écriture standard d’un entier n > 2 comme un produit de premiers est une écriture

n = pi'ps?---pir ot p1 < p2 < --- < p, sont des premiers distincts en ordre croissant, et les
puissances vérifient e; > 1. Par exemple

600 = 233'52, 10! = 3628800 = 283%527!
Cette écriture standard est unique.
5. LES PPCM

Définition 5.1. Le plus petit multiple commun ou ppem de ay, ..., a, est un entier m qui (a)
est un multiple commun de a1, ..., a, et (b) divise tout multiple commun de a1, ..., a,.

Comme le pged, le ppecm de plusieurs entiers se calcule itérativement parce qu’on a

ppem(ai, az,as, . . ., a,) = ppcm(ppem(at, az), as, - - -, ar).
Théoréme 5.2. Pour des entiers m >1etn>1, on a
em( ) mn
m(m,n) = ———.
bp ’ pged(m,n)
Par exemple on a
10 - 26 260
10,26) = ——— = — =130
ppem(10, 26) peged (10, 26) 2 ’
4147 - 10672
ppcem (4147, 10672) = — 59 = 1526 096.

et n’

Preuwve du théoréme 5.2. Soit d = pged(m,n) et notons m’ =
m/ et n/ sont premiers entre eux par la propriété 3.3(c).
Alors ™' = m/n’d est bien un multiple commun de m et n car il s’écrit m'n’'d = mn' = nm/.
Un multiple commun général N = ma = nb s’écrit N = dm’a = dn’b. On a alors m’a = n'b.
Comme m’ et n/ sont premiers entre eux, et n’ | m'a on a n’ | a par le lemme de Gauss
(théoreme 4.2). Donc il y a un entier s avec a = n's, et on a N = dm'n’s. Donc tout multiple
commun N de m et n est un multiple de m/n'd. Ainsi m'n’d = ™ vérifie la définition du

pppcm de m et n. O

= 7. Remarquons que

a3
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