CHAPITRE 5 : LES THEOREMES DE DEUX CARRES

1. LES ENONCES
Il y a trois théorémes concernant les sommes de carrés d’entiers naturels.

Théoréme 1.1. Un entier naturel n est la somme de deux carrés si et seulement si quand on
I’écrit comme un produit de puissances de premiers distincts n = p$tpS? - -+ per, alors pour tout
1 2 T

premier de la forme p; = 4k + 3 'exposante e; correspondant est paire.

Donc selon le théoréme, 810 = 2- 3% 5 est une somme de deux carrés, car son seul diviseur
premier = 3 (mod 4) est 3, dont I’exposante 4 est paire. (Et on a bien 810 = (32 +1)-3* =
27% +92.) Mais selon le théoréme 297 = 3% - 11 n’est pas une somme de deux carrés car 3 et
11 sont = 3 (mod 4), mais leurs exposantes sont impaires.

Théoréme 1.2. Un entier naturel n est la somme de trois carrés si et seulement st n n’est
pas de la forme n = 4™(8k + 7).

Théoréme 1.3 (Lagrange). Tout entier naturel n est la somme de quatre carrés.

2. L’ANNEAU Z[i]| D’ENTIERS DE GAUSS

Regardons maintenant le probléme des sommes de deux carrés.
Pour étudier les sommes de deux carrés on travaille avec ’ensemble

Zli|={a+bi|a,beZ} CC

Comme Z[\/&] utilisée dans I’équation de Pell, ¢’est un anneau commutatif, et plus précisément
un sous-anneau commutatif de C. Les membres de cet anneau s’appellent les entiers de Gauss
(ou entiers gaussiens). Comme Z[v/d] il a une conjugaison notée a + bi = a — bi, mais qui cette
fois est bien la conjugaison complexe, et elle vérifie les propriétés connues

Wl

Ztw=7Z+w, ZW = zZw, =2z.

La norme d’un entier de Gauss z € Z[i] est définie comme

N(z) = 2z = |z~

Quand on écrit z = a + bi avec a,b € Z cela devient

N(a + bi) = (a+ bi)(a + bi) = (a+ bi)(a — bi) = a® + b* € N.

Les normes des entiers de Gauss sont des entiers naturels. Comme pour Z[\/;i] on a la propriété
suivante :

Lemme 2.1. Pour z,w € Z[i] on a N(zw) = N(z)N(w).
Preuve. On a N(zw) = zwzw = 2wz W = zZww = N(z)N(w). O

La propriété suivante est évidente.
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Lemme 2.2. Un entier naturel n est la somme de deux carrés d’entiers naturels (ou relatifs)
n = a? + b% si et seulement si n est la norme d’un entier de Gauss n = N(a + bi).

Corollaire 2.3. Soit n,m € N. Sin et m sont des sommes de deux carrés, alors nm est une
somme de deuz carrés.

Preuve. Sin et m sont des sommes de deux carrés, alors il existe z,w € Z[i] avec n = N(z)
et m = N(w). On a alors nm = N(zw), d’ott nm est une somme de deux carrés. O

Le corollaire peut se démontrer sans évoquer Z[i| par moyen de 'identité
(a® +b*)(c* 4 d?) = (ac — bd)?* + (ad + be)?,

qui se vérifie en développant les deux membres. Néanmoins, cette identité est mieux motivée
quand on réalise que ac—bd est la partie réelle et ad+bc la partie imaginaire de (a+bi)(c+di).

Maintenant on doit étudier assez finement Z[i] par des méthodes de 1’algébre abstraite pour
répondre & un probléme purement arithmétique qui a priort ne s’intéressait pas a l'algébre
abstraite : quels entiers naturels sont des sommes de deux carrés.

La propriété fondamentale de Z[i] que nous allons exploiter est une version pour Z[i] du
lemme de Gauss. La raison pour laquelle Z[i] admet ce lemme de Gauss est que Z[i] posséde
une division euclidienne qu’on décrira, et on peut utiliser cette division euclidienne dans un
algorithme d’Euclide (étendu) pour trouver le pged d de deux entiers de Gauss z,w € Z[i] et
des relations de Bezout d = az + fw.

Mais il se trouve que les deux conditions d’admettre le lemme de Bezout (anneau principal
a qqch pres) et admettre une division euclidienne (anneau euclidien & qqch prés) ne sont pas
identiques, car certains anneaux dont Z[_l%‘/jg] (cf. Perrin |9, §I1.5]) admettent le lemme
de Bezout sans admettre une division euclidienne.

Donc on commence 1’étude de Z[i] avec la divisibilité et la division euclidienne, méme si
c’est Bezout et Gauss que nous exploiterons.

Définition 2.4. Un élément u € Z[i| est inversible sl existe v € Z[i] avec uv = 1.
Dans Z les inversibles (vérifiant la méme définition) sont 1 et —1.

Lemme 2.5. (a) Un élément u € Z[i] est inversible si et seulement si on a N(u) = 1.
(b) Les inversibles de Z[i| sont 1,4, —1, —i.

Preuve. 1l est clair que 1,4, —1, —¢ sont inversibles. Réciproquement, si © = a+ bi est inversible
dans Z[i], il existe v € Z[i] avec uv = 1 et donc N(u)N(v) = N(1) = 1 dans N. Donc
N(u) = a? +b? divise 1 dans N, et donc N (u) = a® +b? = 1. Les seules solutions avec a, b € Z
sont (a,b) = (£1,0) et (a,b) = (0,£1), qui donnent u = +1 et u = +i. O

Définition 2.6. Soit z,w € Z[i]. (a) On dit que w divise z s'il existe v € Z[i] avec z = wv.

(b) On dit que z et w sont associés s'il existe un inversible u avec z = uw. Les associés de
z sont donc z,iz, —z, —iz.

(c) On dit que d € Z[i] est un pged de z et w si (i) d divise z et w, et (ii) si e € Z[i] divise
z et w alors e divise d. Le pged est unique & associés prés.

(d) On dit que z et w sont premiers entre euz, ou z est premier avec w, quand pged(z, w) = 1.

Dans Z les associés de n sont n, —n. Dans Z[i] un nombre z et ses associés z,iz, —z, —iz
divisent les mémes nombres w et sont divisibles par les mémes nombres v.
La conjugaison complexe est compatible avec les relations de divisibilité.
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Lemme 2.7. Soit z,w € Z[i] et soient Z,w leurs conjuguées complexes respectives.

(a) Alors z divise w si et seulement si Z divise w. (b) Les associés de Z sont les conjugés
Z,—1z,—2,1Z des associés de z.

(¢) On a pged(z,w) = pged(z, w).

(d) Les nombres z et w sont premiers entre eux si et seulement si Z et w sont premiers
entre euz.

Le cas particuler ot on remplace z par un entier relatif n € Z C Z[i] est intéressant.

Corollaire 2.8. Soit n € Z et w € Z]i].
(a) Alors n divise w si et seulement si n divise W.
(b) Alors n est premier avec w si et seulement si n est premier avec .

Les démonstrations sont laissées comme exercices.

Théoréme 2.9 (Division euclidienne dans Z[i]). Soit z,w € Z[i] avec w # 0. Alors il existe
q,r € Z[i] avec z =qw +1r et 0 < N(r) < N(w).

Preuve. Dans ces circomstances, on a un quotient exact = = a+ i € C avec o, f € R. Alors «
et 3 ont des arrondis aux plus proches entiers a,b € Z satisfaisant & o —a| < § et [3—b] < 1.
Dans C 22 R?, la norme euclidienne donc vérifie

|2 — (a+bi)| = [(+ Bi) — (a + bi)] = |(a — a) + (B — )i
=V0e—aP +1F <\ (3) + (3)) =75 (1)

Donc si on pose ¢ = a + bi etr:z—qw:w(i—(a+bi)),onaq,rEZ[i] avec z = wq +r
et 0 <|r| < %]uﬂ < |w| et donc 0 < N(r) < AN (w) < N(w). O

Exemple 2.10. Pour trouver q,r € Z[i] avec (T+2i) = (2+3i)g+r et N(r) < N(2+3i),
on calcule

T+2i  (7T+20)(2—390) 1444 —21¢+6 20—17: 20 17,
= = = — — —1.

2+3i  (2+430)(2—3i) 22 432 13 13 13
Onalc< %) < 2, et comme on a %g =1+ % =2— 1%, I’entier le plus proche de % est 2, et
I’entier le plus proche de —% =—-1- 1% =-24 1% est —1. Donc on pose ¢ =2 — 1 et

r=(T+2i)—(2+3i)(2—4)=(T+2i) — (4+6i—2i+3) = (74 2i) — (7T + 4i) = —2i.
Donc on a 7+ 2i = (2+ 3i)g+r avec ¢ = 2 —i et r = —27 vérifiant
N(—2i) =0*+ (=2)> =4 < N(2 + 3i) = 2> + 32 = 13.
Théoréme 2.11 (Algorithme d’Euclide dans Z[i]). Soit z,w € Z[i] avec w # 0. Alors il eziste
des suites finies d’entiers de Gauss ug,...,Un—1 €t ag,...,a, avec
2 = apw + Uy,
w = aijug + u1,

Uy = aguq + u2,

Up—3 = Gp—1Up—2 + Up—1,

Up—2 = AnUn—1-
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Preuve. On utilise la division euclidienne du théoréme précédent dans I'algorithme d’Euclide.
Les restes successives sont des entiers de Gauss vérifiant N(w) > N(ug) > N(u1) > N(ug) >
.... Vu que ces N(u;) sont dans N, la suite décroissante des N (u;) doit étre finie. Or tant que
les N(u;) sont strictement positifs, on continue, donc 'arrét n’arrive que quand on arrive a
un u, = 0, et donc uy_9 = apUn_1. ]

Comme dans Z on peut utiliser I’algorithme d’Euclide (étendu) pour trouver des relations
de Bezout.

Théoréme 2.12 (Lemme de Bezout pour Z[i]). Soit z,w € Z[i|. Alors il existe d, o, 3,7, €
Z[i] avec

d=az+ fw, z = d, w = do.

Par conséquent on a d = pgedy;)(z, w), car z est un diviseur commun de z et w dans Z[i]
par les deuxiéme et troisiéme équations, et tout diviseur commun de z et w dans Z[i] divise
aussi d a cause de la premiére équation. Mais ce lemme dit non seulement que chaque couple
de membres de Z[i] ont un pged, mais bien plus fortement que les deux membres et le pged
vérifient une relation de Bezout.

Preuve. Ceci se démontre comme dans Z soit en remontant 'algorithme d’Euclide soit en
passant a ’algorithme d’Euclide étendu. O

Le lemme de Gauss pour Z[i] est une conséquence du lemme de Bezout.

Théoréme 2.13 (Lemme de Gauss pour Z[i]). Soit z,u,v € Z[i] avec z divisant uv mais
pgedy(z,u) = 1. Alors z divise v dans Z[i].

Définition 2.14. Un élément 7 € Z[i] est irréductible s’il est non nul et non inversible et dans
toute factorisation m = zw un parmi z et w est inversible.

Dans Z les irréductibles sont les premiers p et leurs opposés —p.

Le mot premier est réservé aux irréductibles positifs de Z : 2,3,5,7,11,.... Un premier
est parfois irréductible dans Z[i] (p = 3,7,11, etc.) et parfois non p = 2 = (1 4+ @)(1 — i),
p=5=(2+1)(2—1), p=13=(3+ 2i)(3 — 2i), etc.

Théoréme 2.15. Tout entier de Gauss uw € Z[i] différent de 0 est soit un inversible soit un
produit d’irréductibles.

Preuve. Récurrence sur N (u). O

La factorisation en irréductibles d’entier de Gauss est méme unique & ’ordre des facteurs
et associés des facteurs prés. On démontre cela comme pour Z en utilisant le lemme de Gauss.

Donc les entiers de N qui sont sommes de deux carrés sont les entiers naturels qui sont
produits de normes d’irréductibles de Z[i].

Théoréme 2.16. (a) Si p = a® + b% est premier qui est une somme de deuzx carrés, posons
T =a+bi et T = a—bi. Alors p = T avec 7 et T wrréductibles dans Z[i]. On N(mw) = N(T) = p,
et w, T et leurs associés sont les seuls membres de Z[i] de norme p.

(b) Si q est un premier qui n’est pas une somme de deux carrés, alors q est irréductible dans
i]. On a N(q) = %, et q et ses associés sont les seuls membres de Z[i] de norme ¢>.

(¢) Il n’y a pas d’autres irréductibles dans 7Z[i].

z|
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Preuve. (a) On a clairement N(7) = N(a+bi) = a®?+b* = p. Si on a une factorisation 7 = zw
dans Z[i], cela méne a une factorisation N(z)N(w) = N(7) = p dans N par le lemme 2.1.
Comme p est premier, on a soit N(z) = 1 soit N(w) = 1, et donc soit z soit w est inversible
dans Z[i] par le lemme 2.5. Donc par définition 7 est irréductible.

L’argument pour 7T est similaire.

Sion a m € Zi] avec N(m) = p, alors on a 7w = p = m;7m1. Comme 7 est irréductible et
divise le produit m7; et le lemme de Gauss est vrai dans Z[i], 7w divise 7 ou 7. Si 7 divise
71, il existe u € Z[i] avec mu = m et on a N(m)N(u) = pN(u) = N(m1) = 1. On a donc
N(u) =1, et donc u est inversible par le lemme 2.5, et donc 7 et 7} sont associés. En revanche
si w divise 71, alors T et m; sont associés par un argument similaire.

(b) Si ¢ n’est pas une somme de deux carrés, alors il n’y a pas de membre de Z[i] de norme
q. Si on a une factorisation ¢ = zw dans Z[i], on a la factorisation N(q) = ¢*> = N(2)N(w)
dans N, mais avec N(z) # ¢q et N(w) # g. Comme ¢ est premier, les seules possibilités qui
restent sont soit N(z) =1 et N(w) = ¢2, soit N(2) = ¢® et N(w) = 1. On en déduit que soit
z soit w est inversible dans Z[i], et donc g est irréductible dans Z[].

Si on a maintenant v € Z[i] avec N(v) = v = ¢?, alors ¢ divise v, et par le lemme de
Gauss, l'irréductible ¢ divise soit v soit ©. Mais méme si ¢ divise U, vu qu’on a ¢q € Z, ¢ divise
aussi v par le corollaire 2.8. Donc dans les deux cas, il existe u € Z[i] avec qu = v. Comme on
a N(q)N(u) = ¢>N(u) = N(v) = ¢*, on a N(u) = 1, et q et v sont associés.

(c) Supposons que 7w € Z[i] est irréductible. Alors N(7) € N vérifie N(7) # 0 et N(mw) # 1
car 7 n’est ni 0 ni inversible. Donc on a N(7) > 2, et il existe un premier p € N divisant
N(m) = 7. Or p n’est pas premier dans Z[i] avec m, car s’il I’était, alors il serait aussi premier
avec 7 par le corollaire 2.8, et par le lemme de Gauss p serait premier avec 7. Mais p divise
77 et n’est pas inversible. Contradiction. Donc p n’est pas premier dans Z[i] avec .

Or 7 est irréductible, et donc 7 divise tout entier de Gauss qui n’est pas premier avec 7.
Par conséquent 7 divise p dans Z[i]. Par conséquent N(7) divise N(p) = p? dans N. Il y a
en principe trois possibilités N(7) = 1, N(7) = p, et N(7) = p?. La premiére est exclue car
l'irréductible 7 n’est pas inversible. Le cas N(7) = p correspond a la partie (a) du lemme, et
le cas N(7) = p? correspond 4 la partie (b). O

Théoréme 2.17. (a) Le premier pair 2 est une somme de deus carrés 2 = 12 + 12,
(b) Tout premier p de la forme p = 4k + 1 est une somme de deuz carrés.
(¢) Aucun premier q de la forme q = 4k + 3 n’est la somme de deux carrés.

Preuve. (a) Evident.

(c) On a déja vu que tout carré a?,b? est congru a 0 ou 1 (mod 4), donc la somme de deux
carrés a® + b? est Z 3 (mod 4), donnant (c).

(b) On a vu que pour un premier de la forme p = 4k + 1 le nombre —1 est un carré modulo
p, i.e. il existe a entier avec a? = —1 (mod p).

On en déduit que p divise a® + 1 = (a +i)(a — i).

Soit 7 = pgedgy)(p, a + ). Comme 7 divise p, et on a N(p) = p? le carré d’un premier, on
a N(m) =1, p ou p?. On considére les trois cas.

Le cas N () = p? correspond & m = p (ou —p ou +ip) et donc & p divisant a + i. Mais p
ne divise pas a + ¢ car il n’existe pas de b + ¢i € Z[i] avec p(b + ¢i) = pb + pci = a + i vu que
cela donnerait pc = 1 et p divisant 1 dans Z, qui est faux. Donc le cas N(7) = p? méne & une
contradiction.
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Le cas N(m) = 1 correspond a ce que p soit premier avec a + i et donc divise a — i par le
lemme de Gauss. Mais p ne divise pas a — ¢ pour les mémes raisons qu’il ne divise pas a + i.
Donc le cas N(7) = 1 méne aussi & une contradiction.

Donc on a N(7) = p. En écrivant 7 = u + vi on trouve que p = u? + v? est la somme de
deux carrés. g

Pour résumer, pour un premier de la forme p = 4k 4+ 1 on a p = u? + v? avec

u+ v = pgedgy (p, a + 1)

avec a vérifiant a®> = —1 (mod p). On a deux méthodes pour trouver un tel a effectivement :
e On teste a = 2,3,4,... (jusqu’a a = % si nécessaire) jusqu’a ce qu’on trouve un a

avec a> = —1 (mod 4). On arréte le boucle quand on trouve cet a.
e On prend a = (pT_l)! (mod p), que 'on calcule comme 2-3-4--- p=Len réduisant le

2
résultat modulo p aprés chaque multiplication pour réduire la taille des nombres. Cela
marche & cause du lemme 2.18 ci-dessous.

La premiére méthode est plus rapide en moyenne, parce que si on trouve le a et arréte les

tests avant d’arriver & la possibilité maximale a = %, on fait moins de multiplications que
dans le produit itéré 2-3-4--- %.

Preuve du théoréme 1.1. Les sommes de deux carrés n = a®+b? sont les entiers n qui sont des
normes n = N (a + bi) d’entiers de Gauss, et donc des produits de normes d’entiers de Gauss
irréductibles. Par le théoréme précédent, ces normes d’irréductibles sont soit 2 = N(1 + i),
soit p = N(7) avec p = 1 (mod 4), soit ¢> = N(g) pour ¢ un premier avec ¢ = 3 (mod 4). On
en déduit le théoréme des deux carrés. ]

Le lemme suivant se déduit du théoréme de Wilson, qui dit (p — 1)! = —1 (mod p).

Lemme 2.18. Soit p > 3 un premier, et soit a = (%)! (mod p). Alors on a

o2 = —1 (modp) sip=1 (mod4),
1 (modp) sip=-1 (mod4).
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