LES QUATERNIONS ET LES ROTATIONS

1. LES NOMBRES COMPLEXES C

La construction du corps non commutatif H de quaternions est une variante plus compliquée
de la construction du corps commutatif C de nombres complexes. Donc on commence en
rappelant la construction de C & partir de R.

Les nombres complexes s’écrivent a 4 bi avec a,b € R. Donc C est un espace vectoriel sur
R de dimension 2 avec base {1,i}. La loi d’addition de C est celle que C posséde en tant
qu’espace vectoriel. La multiplication est R-bilinéaire*, et 1 est 1’élément neutre. Cela signifie
qu’on peut développer un produit comme

(a + bi)(c + di) = ac + adi + bei + bdi>. (1)

Finalement on fixe 2 = —1. Cela nous donne la formule (a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+bc)i.

Quand on définit C et ses opérations dans cette fagon, il n’est pas évident a priori que la
multiplication est associative ou commutative. Les autres propriétés des lois — 'addition est
associative et commutative avec un élément neutre 0 et des opposés avec z + (—z) = 0, et
il y a la loi de distributivité — se déduisent des faits que C est un R-espace vectoriel et la
multiplication est bilinéaire. Pour I'associativité de la multiplication, on pourrait développer
les deux membres de I’équation

[(a +bi) (e + di)] (e + fi) = (a+ bi)|(c+ di)(e + fi)

et les comparer. Mais c’est un peu lourd. Aprés développement il y a 8 termes de chaque coté.
Mais & cause de la bilinéarité de la multiplication, on peut réduire ce calcul & la vérification
qu'on a (uwv)w = u(vw) pour u,v,w € {1,i}. Cela remplace un calcul légérement gros avec
8 + 8 termes par 8 petits calculs. De plus 7 des 8 calculs sont pris en charge par le lemme
suivant.

Lemme 1.1. Soit EE un ensemble muni d’une loi de multiplication Ex E — E avec un élément
neutre 1 € E satisfaisant a lu = ul = u pour tout u € E. Alors pour tout u,v € E on a

(lu)v = 1(uv), (ul)v = u(lvw), (uv)1l = u(vl).

En effet, toutes ces expressions sont égales a uv. Ce lemme s’occupe de tous les calculs de
(uv)w = u(vw) avec u,v,w € {1,7} avec au moins un des nombres u, v, w est 1. Il nous reste
un seul calcul

(ii)i = (—1)i = —1 = i(—1) = i(di). (2)
Donc la vérification de 'associatitivité de la multiplication dans C peut se réduire au petit
calcul (2), si on prend compte de la bilinéarité de la multiplication et des propriétés de ’élément
neutre 1.

x. La R-bilinéarité signifie que pour r € R et u,v,w € C (ou H) on a
(u+v)w = vw + vw, (ru)v = r(wv), u(v +w) = uv + vw, u(rv) = r(uv).

C’est a dire, pour tout u € C les applications C — C envoyant z — zu et z — uz sont R-linéaires.
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La commutativité de la multiplication dans C se réduit dans la méme facon a la vérification
qu’on a uv = vu pour u,v € {1,i}. Cela se fait trés facilement parce que le neutre 1 commute
avec tout élément, et i comme tout élément commute avec lui-méme.

Une autre approche a la définition des nombres complexes est d’identifier C au l'espace de

matrices
—b
Conat = {(b - )

Les éléments de Cp,at s’écrivent donc al + bj avec a,b € R et

=5 1), =1 9) g

Donc Cpat est un R-espace vectoriel de dimension 2 avec base {1, j}T. Comme 1 est la
matrice identité, il est ’élément neutre pour la multiplication des matrices. La multiplication
des matrices donne

12 =1, 1j=j1=j, i?=-1, (5)

a,be R} C My(R). (3)

et en développant
(al + bj)(cl + dj) = (ac — bd)1 + (ad + bc)j. (6)

Donc l'application ¢: C — Cpyat envoyant a + bi — al + bj est une bijection telle que les
sommes et produits de membres correspondants de C et Cyat correspondent : ¢(z + y) =
o(z) + o(y) et d(xy) = P(x)p(y). On dit que Cpyat est un anneau isomorphe au C usuel.
L’avantage de Cpat par rapport a la définition précédente de C est que la multiplication dans
Ciat est la multiplication de matrices, qui est connue d’étre associative. Donc la vérification
directe de 'associativité de la multiplication n’est pas nécessaire pour Cy,,¢ Le désavantage de
Cinat est qu’il faut vérifier que le produit de deux membres de C,y,t reste dans le sous-espace
Chat de M3(R). Mais par la R-bilinéarité de la multiplication, il suffit de montrer que les
produits de membres de la base {1,j} sont dans Cpat, et ceci est fait dans (5).

La conjugaison complexe a une interpretation matricielle jolie. Pour une matrice 2 x 2
définissons sa conjuguée dans la facon suivante :

A= (Z Z) , conj(A) = ( ’ ‘f) . (7)

Pour toute matrice 2 X 2 on a
Aconj(A) = conj(A)A = (ad — be)1. (8)

On écrit det A = ad — be; c’est le déterminant de A. Pour une matrice z = al + bj € Cpat, on
a conj(z) = al — bj. Donc on a bien retrouvé la conjugaison complexe. On a detz = a? + b?,
qui est un réel > 0 quand z # 0.

Le choix du sous-espace vectoriel Cpay C M2(R) n’est pas un hasard. Chaque z € C définit
I’application linéaire de multiplication par z

w.: C — C

w = 2Zw.

(9)

Ecrivons les membres de R? comme des vecteurs colonnes (3 ) au lieu de la notation (z,y)
classique. Alors on peut identifier C = R? en identifiant = + yi € C a () € R2. Alors pour

1. On choisit la lettre j a cause des notations dans Hpa¢ ci-dessous.
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z = a+ bi € C, application y,: C — C de (9) s'identifie & 'application R? — R? envoyant
x a —b\ [z
0)—G 2)6) o

2. LES QUATERNIONS : VERSION MATRICIELLE H,.¢

Voila les matrices de Cypat.

On commence avec I’approche matricielle. Définissons

Hypot = {(Z _Zw> Zw € c} C M(C). (11)
Les membres de Hy,,¢ s’écrivent
(ij ac_bcfl> = al+bi+cj+dk (12)

avec a,b,c,d € R et

=y =60) =0 W) = (GT) W

Donc Hypat est un sous-espace vectoriel réel de Ms(C) de dimension 4 avec base {1,1,j,k}.
Calculons les produits de membres de la base. La matrice identité 1 est 1’élément neutre pour
la multiplication des matrices

12 =1, 1li=1i1 =1, 1j = j1 =j, 1k = k1 = k. (14)
Les carrés des autres membres de la base sont
i =-1, j=-1, k? = —1. (15)
Les autres produits sont
ij = k, jk =1, ki=j,
j‘; = —k, .:(j = —i, ik = J—j. (16)

Donc tous les produits de membres de la base de Hy,,t sont dans Hy,,¢. Par la bilinéarité de
la multiplication de matrices, on en déduit que tout produit de membres de Hy,,; reste dans
le sous-espace vectoriel réel Hy,,y C Ma(C). Donc la multiplication de matrices se restreint a
une multiplication Hyat X Hinat — Hiat.

L’addition et la multiplication dans Hy,.¢ est I’addition et la multiplication de matrices, donc
elles vérifient toutes les propriétés de celles-ci : I'associativité, la distributivité, les propriétés
des éléments neutres 0 et 1. L’addition est commutative, mais la multiplication ne ’est pas
(voir (16)). De plus, comme Hy,,; est un espace vectoriel réel, il y a aussi une opération de
multiplication par un scalaire r € R :

r(al + bi+ ¢j + dk) = ral + rbi + rcj + rdk.

La multiplication Hyat X Hpnat — Hmat est R-bilinéaire.
L’opération de conjugaison de (7) envoye

a+bl —c—di . a—bi c+di
c—di a—b —c+di a+bi)’

conj(al +bi+ c¢j + dk) = al — bi — ¢j — dk (17)

Donc on a
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det (CT0 == di) i b et dif =+ 02+ P+ P,
c—di a—Ub

qui est réel et qui est > 0 pour al + bi + ¢j + dk # 0. On voit que tout membre de Hy,, sauf
0 a un inverse dans H ¢

1

. . -1 _
(a1 4+ bi+ cj + dk) P TR

(al — bi — ¢j — dk).

Important : La division n’est pas réellement une opération fondamentale au méme niveau
que D’addition, la multiplication et les opposés et inverses. Diviser r par s veut dire multiplier
r et s~!. Pour des réels, dont la multiplication est commutative, la notation © ne pose pas
de probléme parce qu’il n’y a qu’une valeur possible rs—' = s~1r. Pour les quaternions, avec
une loi de multiplication non commutative, la notation symétrique 3 n’est pas utilisée parce
qu’elle a deux interpretations asymétriques et distinctes uv~—! # v~ lu.

Dans le cadre des quaternions, on met dans un dénominateur uniquement un

réel non nul.
Proposition 2.1. Pour u,v € Hyzt et 7 € R on a

conj(u + v) = conj(u) + conj(v), conj(ru) = r conj(u),
conj(uv) = conj(v) conj(u), conj(conj(u)) = u. (18)

La conjugaison est donc une opération R-linéaire et auto-inverse qui tnverse l’ordre de
produits.

Preuve. La seule formule qui n’est pas immédiatement claire est conj(uv) = conj(v) conj(u).
On réduit par la R-bilinéarité de la multiplication dans Hy,,; aux cas particuliers u,v €
{1,1,j,k} qu'on vérifie a la main. ¥ O

3. LES QUATERNIONS : VERSION ABSTRAITE H

On peut définir les quaternions sans utiliser des matrices. On définit H comme un espace
vectoriel sur R de dimension 4 avec base {1, 1, j, k}. Ses membres s’appellent des quaternions,
et ils s’écrivent sous la forme a + bi + c¢j + dk avec a, b, ¢, d € R. La structure d’espace vectoriel
réel nous donne déja deux opérations : 'addition et la multiplication par un scalaire réel

(a+bi+cj+dk)+(e+ fi+gj+hk)=(a+e)+(b+ fli+(c+9)i+ (d+h)k, (19)
r(a+bi+ cj + dk) = ra + rbi 4+ rcj + rdk. (20)

1. Une autre démonstration se fait en notant qu’on a conj(A) = P‘AP~" pour P = (2 !). Alors on déduit
de (AB) = '‘B'A et de P(CD)P™!' = (PCP~!)(PDP™") qu’on a conj(AB) = conj(B) conj(A) pour toutes
matrices A, B.

Pour les savants : Notre conjugaison A — P*AP™! est anti-involution induite sur M>(C) 2 H®er C
par la conjugaison de H. L’involution A — PAP™' est Iinvolution sur Ms(C) = H ®gr C induite par la
conjugaison de C. Le sous-espace Hmar C M2(C) est le sous-anneau de matrices invariantes sous la derniére
d —e

involution, qui est (¢ 9) — (717 B
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La multiplication H x H — H est définie pour les membres de la base par les mémes formules

que (14)-(16) :

12 =1, li =il =1, 1j =j1=j, 1k=kl=k,
.2 ) 2
LT ST o (21)
Zj:k7 jk:Z, k?Z:j,
ji = —k, kj = —i, ik = —j.

On peut se souvenir des signes dans les deux derniéres lignes de formules en notant la
suivante : Siu, v, w sont trois membres consécutifs de la suite périodique i, j, k,i,j, k, 4,5, k, ...,
alors on a uv = w et vu = —w.

Ce produit s’étend a deux quaternions généraux par bilinéarité

(ao + ari + agj + azk)(bo + bii + boj + bsk)
= (apbp — a1by — asba — azbs) + (apb1 + a1bg + azbz — azba)i
+ (aob2 + a2by + agby — a1b3)j + (aobs + agby + a1ba — az2b1)k. (22)

En pratique, on développe le produit en termes de produits d’éléments de la base {1,1, j, k},
puis on applique les formules (21) aux termes. Par exemple

(4+4d)(2-3j)=4-2—-4-3j+i-2—i-3j=8—12j+2i — 3k =8+ 2i — 125 — 3k.
Définition 3.1. Un quaternion est réel s’il est de la forme r = r 4 0i 4+ 05 + 0k avec r € R. 1l

est imaginaire pur s’il est de la forme bi + ¢j 4+ dk avec b, ¢, d € R. L’ensemble de quaternions
réels s’identifie & R. On notera

HP" = {quaternions imaginaires purs} = {bi + c¢j + dk | b,c,d € R} C H. (23)

Tout quaternion a une partie réelle et une partie imaginaire
Re(a+bi+cj+dk) =a € R, (24)
Sm(a + bi + ¢j + dk) = bi + ¢j + dk € HP™. (25)

La partie réelle d’un quaternion est donc bien un nombre réel, mais la partie imaginaire a trois
composantes.

Les quaternions réels commutent avec tous les autres
r(a+bi+cj+dk) =ra+rbi+rcj+rdk = (a+ bi + ¢j + dk)r,

et la multiplication avec un quaternion réel r coincide avec la multiplication par le scalaire
r € R dans 'espace vectoriel H.
Parmi les quaternions réels sont 0 =0+ 0i +0j + 0k et 1 =1 4 07 + 05 + Ok.

Théoréme 3.2. Soit u,v,w € H et r € R. Alors les opérations de (19)—(22) ont les propriétés
suivantes

(u+v)+w=u+(v+w), u+v=v+u, u+0=u,
u(v +w) = uv + uw, (u+v)w = uw + vw, ru = ur, -
lu= u, Ou :0, (—]_)u: —u, ( )

u+(—u)=0, (uv)w = u(vw).
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La multiplication n’est pas commutative : uv # vu en général. Toutes les formules se dé-
duisent facilement de (19)-(22) sauf I'associativité (uv)w = u(vw). On peut démontrer I’asso-
ciativité dans deux maniéres.

Premiére démonstration de l’associativité dans H. L’application de H vers Hy,,¢ envoyant le
quaternion a + bi + ¢j + dk en la matrice

a+bi —c—di

al+bi+cj+dk = (c—di 0 —bi

) € Hyae C M2(C)

est une bijection. La multiplication dans Hy,,t est définie comme la multiplication des matrices,
qui est associative. Les produits calculés dans Hy,,t dans (14)—(16) et les produits définis
dans H dans (21) correspondent. Donc si u,v,w € Hyy, sont les membres correspondant a
u,v,w € H, 'équation (uv)w = u(vw) dans Hy,,; implique I'équation (uv)w = u(vw) dans
H. O

Deuzieme démonstration de [’associativité dans H. En développant les produits de quater-
nions généraux par la bilinéarité, on se réduit a avoir a démontrer (uv)w = wu(vw) pour
u,v,w € {1,4,j,k}. Stonau=1ouv =1ouw =1, alors ’équation se déduit du lemme 1.1.
Donc les cas importants sont u,v,w € {i, 7, k}.

D’abord traitons les cas avec u = 4. Ils sont

( )k =kk=—-1=ii=i
(1) = (~1)j = —j = ik = i(ij) Ez‘;))f; (k_kj)_Z o . :(ZJ(Z>
(it)k = (—1k = —k = i(—j) = i(ik), (K] = (—g)j = 1 = i(—i) = (k ) (27)
(if)i = ki = j = i(—k) = i(ji), e R
(1) = ki = —i = i(~1) = (jj). PR = k= =D =

Ensuite notons que dans les équations (21) définissant le produit des ¢, j, k si on substitue
simultanément ¢ « j et j < k et k < 4, alors I’ensemble de formules ne changent pas. Donc
si on fait ces mémes substitions dans le calcul montrant par exemple (ii)j = i(ij), on obtient
un calcul montrant (jj)k = j(jk). En faisant ces substitution dans les calculs ci-dessus, on
trouve des calculs montrant (jv)w = j(vw) pour tout v,w € {i, 7, k}.

Similairement si dans les calculs ci-dessus on substitue simultanément ¢ « k et j < i et
k < j, on trouve des calculs montrant (kv)w = k(vw) pour tout v, w € {i, j, k}. O

Définition 3.3. Le conjugué d’un quaternion est

a+bi+cj+dk=a—bi—cj—dk. (28)

Donc la conjugaison quaternionique ne change pas la partie réelle, et elle change tous les
signes dans la partie imaginaire.

Théoréme 3.4. Soit u,v € H et r € R. Alors on a

<
|
|

u-+ +V,

| =
g 2
Il
S
S

Il
<|
=

u=u,

Ainsi le conjugué d’'un produit est le produit des conjugués dans l’ordre inverse. C’est
comme dans les formules pour les transposées et inverses de matrices ‘(AB) = ‘B'A et
(AB)"' = B7tA~L




LES QUATERNIONS ET LES ROTATIONS 7

Preuve. Les trois premiéres formules sont immédiates. La R-linéarité de la conjugaison et
la R-bilinéarité de la multiplication entrainent qu’il suffit de vérifier tv = VU pour u,v €
{1,4,j,k}. On al2=1=1° Pouru ¢ {i,j,k} onalu = —u=1ul et ul = —u = 10 et
u2 = —1 = u?. Finalement, si u,v,w sont trois termes consécutifs dans 1, j, k, 4, j, k, . . ., alors
onauv=w=—-w=(—v)(—u) =vVuetvu=—w=w=(—u)(—v) =uw. O
Théoréme 3.5. Soit u = a + bi + ¢j + dk un quaternion (avec a,b,c,d réels). Alors
ut = tu = a® + b + ¢ + d°. (29)
Ainsi on a toujours uu € R, et on a uu > 0 pour u # 0.
Preuve. On a
ut = (a+ (bi +c¢j + dk))(a — (bi + ¢j + dk))
=a’ 4 (bi +cj + dk)a — a(bi + cj + dk) — (bi + cj + dk)?
=a®+0— (bi+cj + dk)(bi + cj + dk)
= a® — (b%1* + 5% + d°k* + be(ij + ji) + bd(ik + ki) + cd(jk + kj))
=a?— (- - -d*+0)
=a*+b*+c* +d>
En substituant U = a — bi — ¢j — dk pour u, on trouve
u=a’+ (=04 (=) + (=d)?* =a® + b* + & + d* O
Définition 3.6. La norme d’un quaternion u = a + bi + ¢j + dk (avec a, b, ¢, d réels) est le
réel

lul] = Vuu = VaZ+ b2 + 2+ d2.
On a [Ju]| > 0 pour tout u # 0, et [|0]] = 0.
Le théoréme et la définition nous donnent alors les formule
_ 2 _
ut = [Juf|” € Rxo, Jull = [lull (30)

pour tout quaternion u, avec |[ul|* > 0 pour u # 0.

La norme d’un quaternion est l’analogue du module |z| = v2Z = Va2 + b2 d’un nombre
complexe z = a + bi.

En multipliant (30) par le réel W, on trouve une formule pour I'inverse de u.

Théoréme 3.7. Soit u un quaternion avec u # 0. Alors u est inversible avec u~! HUIHQU.

Corollaire 3.8. Soit u un quaternion avec ||ul| = 1. Alors u est inversible avec u™?

Théoréme 3.9. Soit u # 0 et v # 0 des quaternions. Alors on a uv # 0 et (uv)™! = v~ tu~!

Noter que (uv)™! = v~ tu=! £ u=!v~! en général parce que la multiplication de quaternions
n’est pas commutative.

Preuve. Par le théoréme 3.7, u et v sont inversibles. Le produit uv des deux inversibles et

inversible avec inverse v-'u=! (car uww lu=! = 1 et v-lu~tuv = 1), et un inversible est non

nul. OJ
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Ces deux derniers théorémes sont non triviaux. Dans M>(R) il y a des matrices qui sont
qui sont ni nulles ni inversibles, et parfois le produit de deux matrices non nulles est nulle. Par
exemple, A = (}9) et B =(J9) ne sont ni nuls (de rang 0) ni inversibles (de rang maximal
2), et leur produit est nul : AB = (J9).

Théoréme 3.10. Soit u,v des quaternions et r un réel. Alors on a ||uv|| = ||ull|lv||.
En particulier pour 7 € R et u € Hon a ||rul| = |r||ul|.
Preuve. On a
|uv|* = uviv = uww T = u||v||*T.
Comme ||v||? est un réel, il commute avec tous les quaternions. D’oil on a
_ 2

luv]|* = wdllv]* = flull?[IvI* = (lullllv]])".

En prenant les racines carrées de ces réels, on trouve |Juv|| = |Jull|lv]. O

Les matrices de Hy4t se retrouvent dans la maniére suivante. On identifie les nombres
complexes aux quaternions de la forme a + bi = a + bi + 05 + 0k. On munit H d’une structure
de C-espace vectoriel en utilisant la multiplication & droite par les membres de C :

CxH — H
(z,u) +— uz.

Comme chaque quaternion a une unique écriture sous la forme
u=a+bi+cj+dk=1a+bi)+jlc—di) =1z + jw,

avec z = a + bi et w = ¢ — di dans C, on voit que {1, j} est une base du C-espace vectoriel
H. Chaque quaternion a aussi une unique écriture sous la forme

u=a+bi+cj+dk=(a+bi)+ (c+di)j =z + wj.

Noter qu’on a wj = jw pour tout w € C.
Maintenant pour chaque u € H on a une application

oo H — H

a +—— ua.
Cette application est C-linéaire parce qu’elle vérifie
¢u(a+b)=u(a+b)=ua+ub=a¢ya)+ ¢,(b),
pu(az) = u(az) = (ua)z = ¢y(a)z.

La multiplication & gauche par des éléments de H commute avec la multiplication & droite par
les éléments de C. Pour u = z 4+ wj avec z,w € C, 'action de ¢, sur la base {1, j} est donnée
par

ou(l) = (z4+wj)l =z+4+wj =1z + jw,
¢u(j) = (z + wj)j = —w + zj = H(-w) + jZ.
Donc la matrice de ¢, dans la C-base {1,;} de H est

@ <)
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4. LA GEOMETRIE DE R?

L’application la plus importante des quaternions est aux rotations de R?. Donc rappelons
un peu de la géométrie de R3.

Deux vecteurs @ = (u1, uz, u3) et V = (v, v9,v3) dans R? ont un produit scalaire i@-v € R
et un produit vectoriel W AV € R3 :

—

UV =ujv; + ugvs + ugvs,

U AV = (ugv3 — ugvo, U3t — ULV3, U V2 — UQvl).

Certains écrivent @ x v au lieu de @ A ¥. Les deux produits sont bilinéaires$, et ils vérifient

G-V=vV -letdAV=—VATetainsi i Ad = 0. La norme euclidienne d’'un vecteur est
4]l = Vi - d = /u? + u3 + ui.

Pour 7 un réel on a ||ri| = |r|[|G]. On a ||G| > 0 pour tout @ € R3, et on a ||d|| > 0 pour

tout 1 # 0.

Deux vecteurs U et Vv sont orthogonauz s’ils vérifient u-v = 0. L’angle entre deux vecteurs
non nuls est défini par 0 < 0 < 7 et

— =

a-v
cosf = - S (31)
It
Le produit vectoriel vérifie

u-(dAV) =0, V- (dAV) =0, |d A V|| = [|d]|||V]| sin 6. (32)
Les deux premiéres formules de (32) se vérifient par substitution. Pour la troisiéme on vérifie

la formule ||d A ¥||? = ||G|%||¥||* — (& - ¥)? par substitution. Par (31) on a donc

l6 A VIIZ = (|97 (1 — cos® ) = [[4]|*||V]|* sin* 0

avec 6 dans un intervalle ou sinf > 0.

Proposition 4.1. Une famille {i, vV} de deur vecteurs dans R? est libre si et seulement si on
a WAV # 0. Quand ceci est vérifié, le plan vectoriel orthogonal & G AV est le plan engendré
par U et v :

Ri+ RV ={XcR}| (@AV) % =0} (33)

Preuve. Montrons que les vecteurs 1, v sont liés ssi @ AV = 0. Il y a deux cas : (i) Sitd =0
ou v = 0, alors 1, V sont liés et satisfont a @AV = 0. (i) Si @i # 0 et ¥ # 0, alors ils sont liés
ssi il existe 7 € R non nul avec @ = 7. Et par (32) ils satisfont a AV = 0 ssi on a sinf = 0,
qui signifie 8 = 0 ou # = 7 et donc i = rv avec r > 0 ou r < 0. Les deux conditions sont
équivalentes.

Les formules (32) montrent qu’'on a (4 A V) - (rd + sv) = 0 pour tout r,s € R. Donc on a
I'inclusion C dans (33). Quand u, V sont libres et donc 4 A V # 0, Uensemble & gauche est un
espace vectoriel de dimension 2, et ’ensemble & droite est un sous-espace vectoriel de R3 ne
contenant pas @ AV (on a (WA V) - (WA V) = ||d AV||? > 0). Donc ensemble & droite est un
sous-espace vectoriel de R? de dimension < 3. Donc I'inclusion C est une égalité =. U

§. C’est a dire pour ii, v, w e R®et r € Ron a

3

(G+¥) W= -W+v-w, (rd) w=r(d W), @ (F+wW) =d-v+d-w, a () =r(d-

et similairement pour le produit vectoriel.
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Définition 4.2. Une base orthogonale de R? est une famille de trois vecteurs {d, v, W} non
nuls avec
i-v=u-w=v-w=0. (34)
Une telle famille est toujours libre et ainsi une base de R3. Y
[l = (vl = Wl = 1, U-v=u-w=v-w=0 (35)
C’est une base orthogonale dont tous les membres sont de norme 1.

Proposition 4.3. Une famille {@,V, W} de trois vecteurs est une base orthonormée de R? si
et seulement si elle satisfait a

[ = [I¥]] = 1, iV =0, W=+UAV. (36)

Preuve. (<) Pour trois vecteurs vérifiant (36), angle 6 entre 4 et v vérifie 0 < 0 < 7
et cosf = 0 par la formule (31). Par conséquent sinf = 1. Les formules (32) donnent les
conditions manquantes de la définition d’une base orthonormée

u-w==xu-(dAV)=0, V-w==xV-(dAV)=0,
Wl = ||£d A V| = |ld]|[|V]sinf=1x1x1=1.
(=) Soit {d, ¥, W} une base orthonormée de R3. Par le (<) ci-dessus {d, ¥, @ A ¥} est une
base orthonormée de R3. Par conséquent W et @ A V sont tous les deux orthogonaux a i et a
v et de norme 1. Ils sont donc des générateurs de norme 1 de la droite vectorielle orthogonale

au plan vectoriel Ri 4+ RV. Il y a exactement deux tels générateurs, qui sont opposés. Par
conséquent w et U A V sont égaux ou opposés. O

Chaque base ordonnée de R?, comme de R?, a une orientation : elle est directe ou indirecte.
Pour R? une base ordonnée {&, b} avec & = (a1, az) et b = (b1, ba) est directe si elle vérifie
ap b
det ( ! 1) = aiby — asby > 0.
az by
Si le déterminant est < 0 elle est indirecte . Si le déterminant est = 0, les deux vecteurs sont
liés.
Définition 4.4. Le déterminant d’'une matrice 3 x 3 est
up v1 wi
det | uo vo wo | = uivows — UIV3W2 + UV3W] — UVLW3 + UV W — UV2W] . (37)
uz vz w3
Pour trois vecteurs @ = (ug, ug,u3), Vv = (v1,v2,v3) et W = (wy, wa, ws3) de R3 notons
up U1 wi
)= |u2 w2 wa
uz vz w3

P(d,v,

sy

Donc (37) est une formule pour det P(u, Vv, w). En groupant les termes dans des différentes
fagons, on voit qu’on a

det P(d, v, W)

=11

(FAW) - d=(WAT) V= (TAV)- W (38)

§. L’argument est le suivant. Soit @, V,w des vecteurs non nuls vérifiant (34), et soit r,s,t des réels avec
ri+sv+tw=0. Alorsona 0=1w-0=1- (ru+sv+tw) = 7||t||%. Mais on a 1 # 0 et ainsi ||t|| > 0. D’ou
r = 0. En faisant les produits scalaires de rii + sV + tw = 0 avec V # 0 et W #0, on déduit s =0 et ¢ = 0.
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On en déduit que le déterminant est invariant quand on fait une permutation cyclique des 3
colonnes

det P(d, v, W) = det P(¥, W, @) = det P(W, d, V).

En revanche I'anti-symétrie du produit vectoriel implique que le déterminant change de signe
quand on échange deux colonnes

det P(d, ¥, W) = — det P(¥,d, W) = — det P(W, ¥, i) = — det P(d, W, ¥).

Proposition 4.5. Une famille de trois vecteurs {ii,V,w} dans R? est une base de R? si et
seulement si on a det P(u,V,w) # 0.

Preuve. Montrons que c’est une base ssi (4 A V) - w # 0. C’est équivalent par (38).

Les trois vecteurs sont libres ssi {u, v} est libre et w ¢ Ru + RV. Par la proposition 4.1
ces conditions sont équivalentes & GAV # 0 et (G AV) - W # 0. Et ces deux conditions sont
équivalentes a la seule (WA V) - w # 0. O

Définition 4.6. Une famille ordonnée de trois vecteurs {i, v, w} dans R3 est une base directe
de R? si on a det P(, ¥, w) > 0. C’est une base indirecte si on a det P(d, v, w) < 0. (C’est
une famille liée si on a det P(u,v,w) =0.)

Proposition 4.7. Une base orthonormée {u,v,w} satisfaisant ¢ w = W AV dans (36) est
directe. Elle satisfait aussi a U=V AW et V=wAU.
Une base orthonormée satisfaisant a w = —u AV est indirecte.

Preuve. Une base orthonormée satisfaisant a (36) avec w = u A V vérifie det P(d,V,w) =
(UAV) - wW=w-w=1.
Une base orthonormée avec w = —u A vV vérifie det P(u, V,w) = —w - w = —1. O

La base canonique {i, j, k} avec

—

i=(1,0,0), j=(0,1,0), K =(0,0,1) (39)
est une base orthonormée directe de R?, ainsi que {(1,0,0), (0,cosf,sin ), (0, —sinf,cos )}

Corollaire 4.8. Soit {ii,V,w} une base orthonormée directe de R®. Alors {V,w,u}, {W,d, vV}
sont aussi des bases orthonormées directes de R3, comme aussi {—1, —V, W} et {V, 1, —W}.

Mais {v,d,w}, {u,w,v}, {w, v, u}, {u,v,—w} et {—U, -V, —W} sont des bases orthonor-
mées indirectes.

Proposition 4.9. Soit G un vecteur de R® avec ||G|| = 1. Alors il existe vecteurs v et w tels
que {d,V, W} soit une base orthonormée directe de R3.

Preuve. On choisit un vecteur § = (x,y, z) # (0,0,0) avec U - § = u1x + ugy + uzz = 0, et on

pose t = WA S et puis V = Wé’ et w = ||T£H€ Cela suffit par la proposition 4.3. O

—_

Le produit scalaire se calcule en utilisant les co6rdonnées par rapport & une base orthonor-
mée quelconque.

Proposition 4.10. Soit {ii,V, W} une base orthonormée de R? et ¥ = a1 + asV + azw et
S = biu + boV 4 bsw des vecteurs. Alors ¥ - S = a1by + azby + azbs.
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Preuve. On développe
r-S=(au+ agV + azw) - (byu + baV + b3w)

=aibjd-d+arboi -V +ajbsi-w + ash1V - U + aghoV - V
+ asbsV - W 4 agbyw - U + azbow - V + azbsw - W

=ai1b; - 14+ a1by- 0+ ai1bs - 04 asby - 0+ aghs - 1
+ asbs - 0+ asby - 04+ azbe - 0+ agbs - 1

= a1b1 + agbs + azbs. O

Le résultat analogue pour le produit vectoriel exige une base orthonormée directe.

Proposition 4.11. Soit {i,V, W} une base orthonormée directe de R? et ¥ = ajti+asv+azw
et § = biu + boV + bsw des vecteurs. Alors

rAS= (a2b3 — a3b2)ﬁ + (a3b1 — albg)\_; + (Cblbg — agbl)v_&?.

Cette proposition se démontre par des substitutions comme la précédente et en utilisant les
formules UAV =W, VAW =1 et wA 1 =V de la proposition 4.7.

5. LES ROTATIONS DANS R3

Il y a deux notions de rotations dans R" en utilisation. Pour les distinguer on les appelera
“rotations” et “isométries directes”. Nous regarderons seulement les rotations linéaires, qui sont
celles qui fixent 'origine 0 = (0,0,...,0). On verra que les deux notions sont équivalentes pour
R3 [et R?] mais pas pour R" avec n > 4. Informellement :

Rotation: Une rotation fixe un sous-espace (affine ou vectoriel) de dimension n—2 dans
R" appelé I’aze — une droite dans R?, ou un point dans R? — et agit sur les plans
orthogonaux a l’axe dans la méme maniére qu'une rotation du plan.

Isométrie directe: Une isométrie directe linéaire est une application linéaire f: R™ —
R" correspondant & un changement du systéme de coordonnées des coordonnées
usuelles (z,y,z) (ou (z1,z2,...,2,)) vers les coordonnées par rapport & une base
orthonormée directe de R™.

Nous étudions les rotations dans R? autour d’axes passant par ’origine 0= (0,0,0). Ces
rotations-1a envoyent 0 — 0 et sont des applications linéaires de f: R?> — R?. Pour décrire
une telle application linéaire, il suffit de choisir une base {i, ¥, w} de R? et donner f(i), f(V)
et f(W) parce qu'un membre général de R? s’écrit rd + sV + tw avec 7, 5,t € R, et son image
serait

fra+ sv+tw) =rf(d) + sf(V) +tf(w). (40)
Maintenant soit {ii, v, w} une base orthonormée directe de R?. La rotation d’angle autour
de U (c’est a dire autour de 'axe Riu) devrait
(1) fixer 'axe Ru, et
(2) agir sur le plan vectoriel orthogonal a U dans la méme fagon qu’une rotation du plan
R? d’angle 6 centrée a I'origine. Ce plan orthogonal & i est RV + Rw.

Soit & = (1,0) et & = (0,1) les membres de la base canonique de R?. Alors la rotation de

R? d’angle 6 centrée & I'origine est 'application linéaire Rotg avec
Roty(€1) = cosf € + sinb €,

41
Roty(€2) = —sinf €; + cos f €. (41)
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Ceci motive la définition suivante.

Définition 5.1. Soit @i € R? un vecteur avec ||| = 1. Par la proposition 4.9 il existe
v,w € R? avec {ii,V,w} une base orthonormée directe de R3. Soit 6 € R.
La rotation d’angle 0 autour de u est 'application linéaire Roty g: R3 — R? avec

Rotgg(t) = d
Rotgg(V) = cos vV + sinf w, (42)

Rot o(W) = —sinf v + cos O w.
Donc la matrice de I'application linéaire Rot ¢ dans la base {u,V,w} de R3 est

1 0 0
Ag=|0 cosf —sind |. (43)
0 sinf cos6

Noter que les coefficients dans les lignes de (42) deviennent les coefficients dans les colonnes
de (43).

Proposition 5.2. (a) La rotation Rotg g d’angle 0 autour de U ne dépend pas du choix de
vV, W complétant la base orthonormée directe {u,V,w}.

(b) Les rotations Rotg g et Rot_g ¢ coincident.

(c) Les rotations d’angles 6 et 0 4+ 2mn avec n € Z coincident.

Comme 1 et —u engendrent le méme axe R, une rotation autour de l'un est aussi une
rotation autour de ’autre, mais dans le sens opposé.

La démonstration usuelle de cette proposition utilise des matrices de passage pour les chan-
gements de base. Nous allons démontrer plusieurs formules pour les matrices et quaternions
associées & des rotations oul il sera immeédiatement visible que la rotation ne dépend que de 6
et U, et qu'on a Rotgy = Rot_g _g.

6. LE GROUPE SPECIAL ORTHOGONAL SO(3,R)

Maintenant regardons les matrices A € M3(R) qui induisent des isométries linéaires sur
R3.

Définition 6.1. La transposée d'une matrice A est la matrice ‘A obtenue en échangeant les
lignes et les colonnes de A. C’est & dire si A = (a;;) et ‘A = (b;j) avec a;j et b;j les coefficient
dans la i-¢éme ligne et j-éme colonne, alors on a b;; = a;;.

Par exemple

A= t4 =

_ o O
O ==
S W N
N = O
W = O
S O =

Quand on travaille avec des matrices, souvent on identifie les vecteurs @ = (u1,us2,u3) € R3

ul . . .
avec les colonnes u = (gz ) Le produit scalaire devient
3

U1
U-V = uivi + ugvg + usvgz = (u1 Us Ug) ve | =tuv (44)
U3
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Pour les produits de matrices on a
“(AB) ='B'A (45)

parce que le coefficient dans la i-éme ligne et j-éme colonne de ‘{(AB) comme de {B!A est le
produit (scalaire) de la j-éme ligne de A et de la i-éme colonne de B.

Définition 6.2. Une matrice carrée A € M,,(R) est orthogonale si elle satisfait a tAA = I,,.
Elle est spéciale orthogonale si elle satisfait & tAA = I, et det A = 1.

La condition d’étre orthogonale s’écrit aussi

tA=4A"1 (46)

Les ensembles
O(n,R) ={A € M,(R) | A est orthogonale} (47)
SO(n,R) ={A € M,(R) | A est spéciale orthogonale} (48)

s’appellent le groupe orthogonal et le groupe spécial orthogonal, respectivement.
Théoréme 6.3. Une matrice 4 coefficients réels

upr v w1
A= U Vg W2
uz vz ws

est dans O(3,R) si et seulement si ses colonnes u,v,w forment une base orthonormée de R3.

FElle est dans SO(3,R) si et seulement si ses colonnes u,v,w forment une base orthonormée
directe de R3.

Preuve. Les lignes de A sont tu, ‘v et 'w. Donc
t ¢ ¢ t

u uu ‘uv ‘uw u'u u-v u-w
tAA = ty ua v wl=1]tvu tvww tvww|=[v-u v-v v-w
tw twu 'wv lww wW-u W'V W-'W

Cette matrice est égale a la matrice identité I3 si et seulement si u, v, w satisfont &
uu=v-v=w-w=1, uv=u-w=v-w=0, (49)

qui sont les conditions (35) définissant une base orthonormée. Donc A est orthogonale si et
seulement si u, v, w est une base orthonormée.

La matrice A est spéciale orthogonale si en plus det A = det(u, v, w) est égal a 1. Mais
cette condition caractérise les bases orthonormées qui sont directes (voir (38)). O

Par exemple les deux matrices

-1 0 0 9 12 _4
B w5

A=[o0 1 0f, B=13 = 5|
0 0 1 g -2 0

sont orthogonales parce que leurs colonnes u, v, w sont des bases orthonormées de R3. Mais
A n’est pas dans SO(3,R) parce que pour ses colonnes on a w = —u A v. En revanche B est
dans SO(3,R) parce que ses colonnes vérifient w = u A v.
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Théoréme 6.4. Soit A € M3(R). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) A est une matrice orthogonale.
(b) On au-v = Au- Av pour tout u,v € R3.
(¢) On a ||u|| = ||Au]| pour tout u € R3.

Donc les matrices orthogonales sont les matrices des isométries lincaires, c’est & dire des
isométries fixant 'origine. Elles préservent les normes de vecteurs et les angles entre vecteurs.

Preuve. (a) < (b) : Par les formules (44) et (45) on a
u-v="ruv="rulv, Au - Av = '(Au)(Av) = 'u'AAv.
Ces deux quantités sont égales pour tout u,v € R? si et seulement si on a I3 = 'AA, ce qui
caractérise les matrices orthogonales.
(b) < (c) : Les produits scalaires déterminent les normes et vice-versa par les formules

[u] = Vu-u
1
w-v = o (v = fu® = [v]®).

De cela on déduit facilement qu’une matrice préserve les normes ssi elle préserve les produits
scalaires. g

Théoréme 6.5. La matrice I3 est dans SO(3,R). De plus, si A et B sont dans SO(3,R),
alors A1 et AB sont dans SO(3,R).

Pour démontrer ce théoréme (et le théoréme 9.1 ci-dessous) il faut connaitre quelques pro-
priétés du déterminant.

Théoréme 6.6. Soit K un corps commutatif. Pour A € M3(K) soit det A € K le déterminant
défini par la formule (37). On démontrera ces propriétés dans le paragraphe suivant.

(a) On a det I3 =1. Pour A € M3(K) on a det'A = det A.

(b) Pour A,B € M3(K) on a det AB = (det A)(det B).

(¢) Pour B € M3(K) les condition suivantes sont équivalentes : (i) det B =0, (ii) B n’est
pas inversible, (iii) il existe v.€ K" avec Bv =0 et v # 0.

(¢) Si P € M3(K) est inversible, on a det P! = L.

Preuve du théoréme 6.5. On a tl3 = I3 = I3_1 et det I3 = 1. Donc I3 est dans SO(3,R).
Pour A dans SO(3,R), alors on a ‘A = A~!. Par conséquent C = 'A est inversible et
satisfait & {C' = A = C~'. Donc C est orthogonale. De plus det C' = det’A = det A = 1. Donc

C € SO(3,R).
Pour A,B € SO(3,R) on a {(AB) = 'B'A = B7'A™! = (AB)™! et on a det AB =
(det A)(det B) =1-1=1. Donc AB € SO(3,R). O

7. LES QUATERNIONS ET LES ROTATIONS

On identifie I'ensemble HP™ de quaternions imaginaires purs a l’espace R? en identifiant le
quaternion imaginaire pur x = x1i + x2j + x3k au vecteur X = (z1, z2, z3) de R3.

Proposition 7.1. Soit x,y € HPY des quaternions imaginaires purs, et X,y les vecteurs de
R3 correspondants. Alors on a Re(xy) = —% - ¥, et Sm(xy) est le quaternion imaginaire pur
correspondant au vecteur X A'y.
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C’est la formule (22) avec les substitutions ag = 0 et by = 0 correspondant aux quaternions
imaginaires purs.

Corollaire 7.2. Soit x un quaternion imaginaire pur, correspondant a i € R3. Alors x*> =

—||¥||? est un quaternion réel négatif, et c’est < 0 pour x # 0.

—

Preuve. Par la proposition on a Re(x?) = —%-% = —||%||?, tandis que Im(x?) est le quaternion
imaginaire pur correspondant 4 X A X = 0. O
Théoréme 7.3. Soit X,¥,Z des vecteurs de R3, et soit x,y,z € HP™ les quaternions ima-
ginaires purs correspondants. Alors {X,¥,Z} est une base orthonormée directe de R? si et

seulement si X,y,z satisfont a

2 =y? =272 =—1, Xy = —yX = z, yz = —zy =X, ZIX = —XZ =Y. (50)

Ce sont les mémes formules que pour les quaternions 4, j, k dans (16) et (21).

Preuve. (<) Si x y,z vérifient les formules, alors par la proposition 7.1 ou le corollaire (7.2)

on déduit de x? = y? =272 = —1 qu'on a % - X—y y: Z-7Z = 1 et donc ||X|| = ||¥]| = ||Z]] = 1.
Notez que xy = z est imaginaire pur. Donc on a X-y = — Re(xy) = — §Re( ) = 0. Similairement
Xz = —y et yz = x sont imaginaires purs, et on a donc X-Z = 0 et ¥ - Z = 0. Finalement on
a z = Qm(z) = Sm(xy). Donc par la proposition on a Z = X A y. Donc {X,¥,Z} est une base

orthonormeée directe de R3.

(=) Si {X,¥,Z} est une base orthonormée directe de R?, alors on a ||%|| = ||¥|| = ||1Z]| = 1,
et le corollaire implique qu'on a x> = y? = z?> = —1. La proposition nous donne Re(xy) =
—X-y = 0, et comme on et XAY = Z, on a Sm(xy) = z. Donc on a xy = 04z = z. Similairement
v-X=0et y AX = —Z donnent yx = —z. Etc. O
Définition 7.4. Une quaternion u € H est unitaire s'il satisfait a |ju|]| = 1. On écrit

U={ueH||uf=1}.
pour ’ensemble des quaterions purs.

Proposition 7.5. (a) Pour u,v € U onaut=u€ U etuve U.
(b) Les quaternions réels dans U sont 1 et —1.
La partie (a) est une conséquence des propriétés de la norme développée dans la section
précédente. Et si a € U est réel, alors ||al|? = aa = a®> = 1, et donc a = +1.
Maintenant soit u € U un quaternion unitaire. Considérons 'application
,: H — H
X = uxu

(51)

Théoréme 7.6. Pour tout quaternion unitaire u application ®, a les propriétés suivantes
ol x,y sont des quaternions et r € R C H est un quaternion réel :

Py(x+y) = Pu(x) + Puly), Dy(xy) = Cu(x)Pu(y), Dy (x) = Dy (x),
o,(r)=r, Re @, (x) = Rex, |Pu(X)|| = [Ix]|-
De plus, si z est un quaternion imaginaire pur, alors ®,(z) est aussi imaginaire pur.
Preuve. D’abord ®,(x +y) = u(x +y)u = uxu + uyu = P,(x) + P,(y) par distributivite.

Puis ®,(xy) = uxytl = uxtuyt = ®,(x)®,(y) parce que Gu = [lul| = 1. On a ®,(x) = uxu =
uxu = uxu = P,(x). Un r réel commute avec tout quaternion, donc on a ®,(r) = urt =
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rutl = r||u/[?> = r. En écrivant @ = Rex, on a a = 3(x + X) et ainsi Re ®y(x) = 5 (Pu(x) +
Dy(x)) = $(Pu(x) + Pu(X)) = ®u(3(x+ %)) = ®u(a) = a = Rex. En écrivant r = ||x||?, on
a |Pu(¥)|? = Pu(x)Pu(x) = ®y(x)Py(X) = Py(xx) = @y(r) = r = ||x||>. Finalement si z est

imaginaire pur, on a fe ®,(z) = Rez = 0 et donc P,(z) est aussi imaginaire pur. O

Lemme 7.7. Soit x un quaternion qui commute avec tout z € HPY. Alors x est réel.

Preuve. Si x = a+ bi + ¢j + dk commute avec tous les quaternions imaginaires purs, alors on
a xt = ix et xj = jx. En substituant et développant cela donne

at—b—ck+dj =ai— b+ ck — dj, aj + bk —c—di =aj — bk — c+ di.
En simplifiant, cela donne 2dj — 2ck = 0 et —2di + 2bk = 0. Donc on a b = c=d = 0, et par
conséquent x = a est réel. ]

Théoréme 7.8. Soit u,v € U des quaternions unitaires.
(a) On a @, = Idg ssi on a u = +1.
(b) On a ®,0®, = &, et ¢! = &y,
(¢) On a @, = ¥, ssi on a u= +v.

Preuve. (a) Clairement pour u = £1 on a uxu = x. Réciproquement si on a ®,(x) = uxu = x
pour tout x € H, alors on a ux = uxuu = xu pour tout x. Alors par le lemme u est réel, et donc
par la proposition 7.5 on a u = +£1.

(b) On a ®,(Py(x)) = uvxvu = (uv)xuv = Py (x). Par conséquent &go &, = &g, = ¢; =
Idg. Donc on a @Jl = Pg.

(c) On a ®, = ®, ssion aldg = ¢, 0P, ! = O, 0 Py = Py ssi on a uv = £1 ssi on a
u=uvv = *Fv. ]

Par le théoréme 7.6 on peut restreindre chaque ®, & une application R-linéaire sur les
quaternions imaginaires purs

v,: HPY — HPW

X — uxu

(52)

Ces application linéaires vérifient les propriétés analogues a celles démontrées dans le théoréme

7.8.
L’identification entre HPY et R3 qui identifie i + yj + zk € HP"™ & (x,v,2) ou <§> dans

R3 identifie ¥, & une application linéaire
Rot,: R® — R3. (53)

Théoréme 7.9. Soit u,v € U des quaternions unitaires.

(a) Si{X,¥,Z} est une base orthonormée directe de R3, alors {Rot,(X), Rot,(¥), Rot,(Z)}
est aussi une base orthonormée directe de R>. Par conséquent la matrice de Rot, est dans
SO(3,R).

(b) On a Roty, = Idgs ssi on a u = +1.

(¢) On a Rot, o Rot, = Roty, et Rot;1 = Rotg.

(d) On a Rot, = Roty ssi on a u = +v.

Preuve. (a) Soit x,y, z les quaternions imaginaires purs correspondant a X, ¥, Z. Par le théoréme
7.3 ils vérifient les équations (50). Par le théoréme 7.6 quand on applique @, a x,y, z, les images
continuent & vérifier (50). Ces images sont les mémes que les images sous ¥,. On en déduit
que {Rot, (%), Rot,(¥), Rot,(Z)} est aussi une base orthonormée directe de R3.
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En particulier I'image sous Rot, de la base canonique de R3 est une base orthonormée
directe de R3. Ces images sont les colonnes de la matrice de Rot,. Par le théoréme 6.3 la
matrice de Rot, est alors dans SO(3,R). O

Soit maintenant x un quaternion pur avec ||x|| = 1. Par le corollaire 7.2 on a x> = —1. Par
conséquent la multiplication de quaternions de la forme a + bx (avec a,b € R) vérifie la méme
formule que la multiplication dans C

(a + bx)(c+ dx) = (ac — bd) + (ad + be)x.

avec x remplacant 7 € C. Pour la conjugaison on a a 4+ bx = a — bx, encore comme les nombres
complexes. Il s’ensuit que pour les quaternions de la forme

e = cosh +sinfx,

avec 0 réel on a les formules familiéres
(cos @ + sin @ x)(cos — sinfx) = ||cos§ +sinfx||* =1,

(cos B + sin O x)(cos ¢ + sin px) = cos(6 + ¢) + sin(6 + ¢)x. (54)

Théoréme 7.10. Soit € R3 avec ||| = 1 et soit § € R. Soit x € HP™ e quaternion
mmaginaire pur correspondant, et soit

u(x,0) = e3* = cos § +sin § x. (55)

Alors Roty(z9) R3 — R? est la rotation linéaire d’aze X et d’angle 0.

Preuve. Complétons X en une base orthonormée directe {X, ¥, Z} de R3. Alors les quaternions
associés x,y,z € HP" vérifient (50). Comme x commute avec toute combinaison linéaire de 1
et x on a

Uy z,0)(x) = (cos g + sin g X)x(cos g — sin g x) = (cos g + sin % x)(cos g — sin g X)X = X.

Mais on a xy = —yx, d’otl

Wy(z,0)(y) = (cos g + sin g x)y(cos g — sin g x) = (cos g + sin g x)(cos g + sin g x)y

= (cosf +sinfx)y = cosfy + sinf z.
Similairement on a
Uy (2,0)(2) = (cosd +sinfx)z = —sinfy + cosf z.
Quand on identifie les quaternions imaginaires purs aux vecteurs de R? on trouve les équations

de (42). Donc Roty g R3 — R? est la rotation linéaire d’axe X et d’angle 6. O

Théoréme 7.11. La rotation Rot,: R? — R3 induite par un quaternion unitaire u = a+ bi +
cj+dk € U avec u # £1 est la rotation d’angle § = 2 arccos a autour de X = ﬁ(b, ¢, d).

La rotation induite par u = £1 est triviale.

Preuve. Pour u # 1, ce sont des valeurs de 6 et X qui donnent u(X,60) = a + bi + ¢j + dk dans
(55). On a déja traité le cas u = +1. O

Théoréme 7.12. Soit 5,6 € R? de norme 1, et soit a, B € R. Si Rotg,aoRotBﬂ # ldgs,

alors Rotg o o Roty 5= Rotg, avec 0 <y < 27 vérifiant

7 a B _sn2anB(a.h
COS 4 = COS § COS 5 51n251n2(a b)
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B8

> [ ﬁ_’ B i az s g_, ¢
V—cos2sm2b+cos251n2a+sm281n2a/\b.

Pour continuer il est commode d’identifier H & R @ R? et d’écrire les membres du dernier
espace sous la forme a + P avec a € R un scalaire et p € R? un vecteur. Il pourrait sembler
bizarre d’écrire la somme d’un scalaire et d’un vecteur, mais ce sont essentiellement les par-
ties réelle et imaginaire pure d’un quaternion. Le produit quaternionique associative de deux
vecteurs est alors pd = —(p - ) + P A g par la proposition 7.1.

On peut utiliser le produit quaternionique pour déduire quelques propriétés des produits
vectoriel et scalaire.

Lemme 7.13. Soit %,¥ € R3. Alors on a X A (RNY) = (X §)X — |[|X]|?¥.
Preuve. Pour le produit quaternionique on a (¥X)y = —||%||?¥ et

R(%7) = R(—(X §) + XN F) = —(% )R- % (RAF) + RN (RAF)
=—-X - Y)X+XAXAY)
Comme le produit quaternionique est associative, on a —||%[|?y = —(X-¥)X + XA (XAY). O

Explicitons ces applications ¥, et Rot,. Décomposons u en ses parties réelle et imaginaire :
u=a+ (bi+cj+dk) =a+ p. La valeur de ¥, en x = zi + yj + zk est alors

Ty (x) = (a+ p)x(a — p) = a®x + a(px — xp) — pxp. (56)

En convertissant & la notation scalaire-plus-vecteur, on a

—

XAP)=(X-P)p+(P-XAP)-PA(XAD)
= (X B)P+BA(BAX) =2(B-%)p - ||B]*%.
La derniére égalité vient de la formule du lemme 7.13. Finalement comme u = a+(bi+cj+dk) =

a + p est un quaternion unitaire, on a |[ul|> = a® + ||p||* = 1. On trouve ||p||*> = 1 — . En
substituant dans (56) on trouve

o
+

~ BB = —B(- (-

Rotatp(X) = (24> — 1)X + 2(P - X)P + 2ap A %. (57)

C’est cette formule qu’on

8. LES MATRICES DE ROTATIONS

La proposition se vérifie par des calculs avec des matrices de passage pour des changements
de base. Mais on peut éviter ces calculs-1a en notant que dans (64) ci-dessous on a une formule
pour Rotg g qui ne dépend que de U et §. Donc (a). De plus cette formule (64) est invariante
quand on y substitue (—u, —6) pour (d, ). Donc (b).

Théoréme 8.1. Les rotations de R autour d’un 0 fixé vérifient :

Rotg o = Idgs, Rotg g o Rotg s, = Rotg g6, Rot;y, = Rotg 5.  (58)
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Preuve. La formule Rotgo = Idgs est valide parce qu’en substituant 6 = 0 dans (43) on
trouve la matrice identité I = I3. La formule Rotg g o Rotg ¢ = Rotg g4 est valide parce que
le produit de matrices

1 0 0 1 0 0
0 cosf —sind 0 cos¢p —sing
0 sinf cosd 0 sing cos¢

vaut
1 0 0 1 0 0
0 cosfcos¢p —sinflsing —cosfsing —sinfcosp | = |0 cos(@+¢) —sin(0 + ¢)
0 cosfsing +sinfcos¢p cosfcosp —sinfsin g 0 sin(d+¢) cos(d+ o)
La formule pour Rotlille se déduit des deux autres. ]

La matrice (43) décrit 'action de Rotg ¢ sur les coérdonnées d'un vecteur par rapport a la
base orthonormée directe {u,V,w}. En principe la matrice de Rotg gy par rapport a la base
canonique {f,f, 12} de (39) et les coordonnées usuelles se calcule dans la maniére suivante.
Ecrivons u = (u1, ug, us), v = (v1,v2,v3) et W = (w1, wa, w3). Soit

up v w
P = U2 Vo2 W2 . (59)
uz vz w3

Soit Ay la matrice de (43). Selon la théorie des matrices de passage pour les changements de
base, la matrice de Rotg ¢ dans la base canonique est alors

Rgg= PAgP . (60)

Cette formule a son intérét, mais beaucoup de calculs on utilise une autre formule.

Théoréme 8.2. Soit M € M3(R) et soit {u,v,w} une base de R® avec u = (E%), v = (%)

U3

et w= (gé ) Supposons qu’on a

Mu = aju+ agv + azw,
Mv =bju+ byv + bsw, (61)
Mw = ciju+ cav + caw.

Soit
up v wi ar b1
P = Uy V2 W2 s A= a9 bQ C2
uz vz ws a3 bz c3

Alors on a M = PAP~L.

Preuve. Les trois colonnes du produit M P sont Mu, Mv et Mw. Les trois colonnes de PA
sont aju + agv + azw, biju + bav + b3w et cju + cov + c3w. Les équations (61) sont ainsi
équivalentes & M P = PA. On en déduit M = MPP~! = PAP~ . O

La matrice (43) décrit I'action de Rotg g sur les coérdonnées d'un vecteur par rapport a la
base orthonormée directe {u,V,w}. En principe la matrice de Rotgy par rapport a la base
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canonique {i,j,k} de (39) et les coordonnées usuelles se calcule dans la maniére suivante.
Ecrivons U = (u1,u2,u3), Vv = (v1,v2,v3) et W = (wy, we, w3). Soit

up v w
P = U2 Vo W2 . (62)
us vz w3z

Soit Ay la matrice de (43). Selon la théorie des matrices de passage pour les changements de
base, la matrice de Rotg ¢ dans la base canonique est alors

Rgg = PAgP L. (63)
Cette formule a son intérét, mais beaucoup de calculs on utilise une autre formule.
Théoréme 8.3 (Formule de Rodrigues). Pour tout X € R3 on a
Rotg(X) = cos X + (1 — cos0) (- X)ti + sinf i A X. (64)

Preuve. Soit f(X) le membre de droite de (64). Alors 'application f: R® — R? est une
combinaison linéaire de trois applications linéaires. L’application X — X envoye U — u,
V — V et w — w. L’application X — (d - X)d envoye U — U, V — 0 et W — 0. L’application
% — GAR envoye d — 0, V — W et W — —v. La matrice de f dans la base {u, Vv, w} est alors

1 00 1 00 00 O
cos [0 1 O]+ (L—cos@)[0 O Of+sinf@|0 0 —1],
0 01 0 00 01 0
et c’est la méme que (43). O

La formule de Rodrigues (64) permet de calculer les images des vecteurs i = (1,0,0),
j=1(0,1,0) et k = (0,0,1) et donc la matrice Rgy de Rotg g par rapport a la base canonique.

Théoréme 8.4. Soit G = (u1,ug,uz) € R avec |G|l = 1, et soit § € R. Alors la matrice de
la rotation Rotgg dans la base canonique de R? est

1 00 u% uiu2 UjU3z 0 —us ug
Rip=cos0 |0 1 0|+(1—cos) |uius u} wouz |+sinf | us 0 —up|. (65)
0 01 uijuz u2U3 ’LL% —Uug ul 0

Preuve. Par la formule de Rodrigues Iapplication Rotg g est la combinaison linéaire de trois
applications linéaires. La matrice de la premiére application X +— X est la matrice identité. La
deuxiéme application envoye

2
N R . [ N . .
Donc la premiére colonne de la deuxiéme matrice est (ulbg ) . La troisiéme application envoye
uLu3

—

i dAi= (0,U3, —u3).

. C s . 0
Donc la premiére colonne de la troisiéme matrice est < u3 ) Les autres colonnes se calculent
iy

similairement en utilisant jet K. ([l
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s

Exemple 8.5. Quelle est la matrice £ de la rotation d’angle § = % autour de v = (1,1,1)?

On remarque d’abord que ||¥|| = V12 +12+12 = /3. Le U paralléle avec |[G]| = 1 est
1 o 1 _1 _1 i) — V3 ;

WY = %(1,1,1). On a cost) = 5, 1 —cosf) = 5 et sinf) = 5°. Donc la matrice est
1 00 i 11 0 -1 1 2 _1 2
3 3
E:§010+§§§§+§\}310—1:§§—§
1 2
001 3 3 3 -1 10 -3 3 3

9. VALEURS PROPRES

Théoréme 9.1. Soit A € M3(R). Alors A est la matrice d’une rotation si et seulement si A
est dans SO(3,R).

Pour démontrer ce théoréme il faut connaitre aussi les notions de valeur propre et de vecteur
propre.

Définition 9.2. Soit A € M,,(C) une matrice carrée a coefficients complexes. Un nombre
complexe A est une valeur propre de A si la matrice A — A\l n’est pas inversible. Pour une
valeur propre A\ de A le sous-espace E)(A) = ker(A — AI,,) C C™ n’est pas réduit a {0}.
11 s’appelle 'espace propre de A associé a la valeur propre A. Ses membres sont les vecteurs
propres associés & la valeur propre A.

Quand on a A € M, (R) et A € R, le sous-espace réel Ey(A) = ker(A— \I,,) C R" est aussi
appelé l'espace propre de A associé a .

Un vecteur propre v de A associé a la valeur propre \ satisfait a (A—\I,,)v = Av—Av = 0.
Donc il vérifie
Av = v (66)
avec A € M,(C), A € C et 0 # v € C". Cette équation est souvent appelée 1’équation des
valeurs propres.

Proposition 9.3. Soit Ry la matrice de la rotation d’angle 0 autour de u € R3. Supposons
Ryup # I3 (c’est a dire 8 # 0 mod 27). Alors X = 1 est une valeur propre de Ry, et les
vecteurs propres associés sont les ru avec r € R.

Preuve. Pour A = 1 I'équation des valeurs propres est Ry ¢gx = X, et ceci est vérifié pour les
X qui sont fixés par R, ¢. Pour une rotation non triviale ce sont exactement les vecteurs dans
I’axe Ru de la rotation. ]

La clé du théoréme 9.1 est le lemme suivant, qui sera démontré dans le paragraphe suivant.
Lemme 9.4. Soit A dans SO(3,R). Alors A =1 est une valeur propre de A.

Preuwve du théoréme 9.1. (=) Soit Ry la matrice de la rotation d’angle  autour d'un u € R3
avec |lul| = 1. Soit u, v, w la base orthonormée directe de R3 de la définition 5.1. Soit Ay et
P les matrices de (43) et (62). Par (63) on a Ry g = PAgP~t. Or P est dans SO(3,R) parce
que ses colonnes u, v, w forment une base orthonormée directe de R?. Et A4y et dans SO(3,R)

1 0 0 . , . 3
parce que ses colonnes 8 o | cos 09 , —smgé' sont aussi une base orthonormée directe de R”.
sin COS

Par le théoréme 6.5 les matrices P! et Ry = PAyP~! sont aussi dans SO(3,R).

(<) Comme I3 est une matrice de rotation (d’angle 0), il suffit de montrer que tout A # I3
dans SO(3,R) est une matrice de rotation. Par le lemme 9.4 une telle A a A = 1 comme une
valeur propre. Soit z un vecteur propre non nul associé (donc vérifiant Az = z et z # 0). En



LES QUATERNIONS ET LES ROTATIONS 23

posant u = ﬁz, on trouve un vecteur propre vérifiant Au = u et ||u|| = 1. Par la proposition
4.9 on peut compléter u en une base orthonormée directe u, v, w de R3.

On a Au = u. Par la proposition 6.4 on a Ax - Ay = x -y pour tout x,u € R?. On en
déduit quon au-Av=Au-Av=u-v=0ec¢tu-Aw = Au- Aw = u-w = 0. Donc Av et
Aw sont orthogonaux & u. Mais v et w engendrent le plan vectoriel orthogonal & u. Donc il
existe a,b,c,d € R avec Av = av + bw et Aw = cv + dw. Mais par les propositions 4.10 et
6.4 on a aussi

l=v.-v=Av-Av = (av +bw) - (av + bw) = a* + V?,
O=v-w=Av:-Aw = (av + bw) - (cv + dw) = ac + bd,
l=v-v=Av-Av = (cv+dw) - (cv +dw) = * + d°.

Donc les vecteurs (a,b), (c,d) € R? sont sur le cercle unité du plan R? et sont orthogonaux.
Il existe donc 6 € R avec (a,b) = (cosf,sinf) et (¢,d) = £(—sinh, cosd). On a ainsi

Au=u
Av = cosfv +sinfw,
Aw =  £(—sinfv + cosfw).

La matrice dans la base u, v, w de Papplication linéaire R® — R? envoyant x — Ax est
donc une des matrices suivantes

1 0 0 1 0 0
Ag=1|0 cosf —sinf |, By=1|0 cosf sinf
0 sinf cosf 0 sinf —cosf

Si P est la matrice de colonnes u,v,w, alors on a A = PAgP~! ou A = PByP~!. On a
det A = 1 parce que A est dans SO(3,R), mais par le théoréme 6.6 on a

1
det PByP~! = (det P)(det By) = det Bg = —cos? 0 — sin? 6§ = —1.
det P
Donc on a A # PByP~!. Par conséquent A = PAgP~!, et A est la matrice de la rotation
d’angle 6 autour de u. O

10. DEDUIRE (U, ) DE LA MATRICE D'UNE ROTATION

Supposons que A est une matrice spéciale orthogonale. Alors A est la matrice d’une rotation.
Mais comment trouve-t-on I’axe u et I'angle 6 de cette rotation ?
Une complication : vu que les matrices de rotations satisfont a

t —1
Rgg = R_g 9, Rg 9= R_go = Rap =Ry,

le vecteur 1 et I'angle 6 sont bien définis seulement & signe prés, et les différents choix de
signes £u et +6 correspondent & deux matrices spéciales différentes (sauf quand # = 0 ou
6 = ) qui sont inverses.

Définition 10.1. La trace d’une matrice dans M3(R) est la somme de ses coefficients diago-
naux
aip aiz ais
TrA="Tr a1 a2 a23 :ef ail + asg + ass.
31 az2 ass



24 LES QUATERNIONS ET LES ROTATIONS

Par exemple pour les trois matrices apparaissant dans la version matricielle (64) de la
formule de Rodrigues on a

1 00
Trl3=Tr |0 1 0| =1+1+1=3,
0 0 1
u% U1UQ uius
Tr | wgug  u3 UQUS = tud+ui =0 =1, (67)
ujuz u2U3
Tr | wus 0 —u1 =04040=0.
—Uu9 (75} 0
et on a aussi
1 0 0
TrApg= |0 cos —sinf | =14 cosf+cosf =1+ 2cosb. (68)

0 sinf cosf

Les propriétés élémentaires de la trace sont bien connues.

Théoréme 10.2. Soit A, B, P € M3(R) avec P inversible, et soit r € R.
(a) On a Tr(A+B) =Tr A+ Tr B, et on a Tr(rA) =rTr A, et aussi Tr ‘A = Tr A.
(b) On a Tr(AB) = Tr(BA) et on a Tr(PAP™!) = Tr A.
Théoréme 10.3. Soit A = Rzg € SO(3,R) la matrice d’une rotation d’angle §. Alors 6
satisfait a
TrA=1+2cosf

et donc

Tr(A) — 1
Gziarccos&

5 (mod 27).

Preuve. La premiére formule se déduit soit de
TrA=TrRgy = Tr(PAgP ') = Tr Ag = 1 + 2 cos 6,
soit de (65) et (67) et donc
TrA=TrRggp=cosf-3+ (1 —cosf)-1+sinf-0=1+2cosé.
La deuxiéme formule se déduit de la premiére. ]

Par exemple pour la matrice

9 12 _%
B= 34% iés 3, (69)
5 5 0

onaTrB =4 +1+0=1 Donc cosf = (g)_l =0et § =+75 (mod 27).

Théoréme 10.4. Soit A = Ryp la matrice d’une rotation non triviale (A # I3) autour de

laze engendré par un u € R3 avec |Jul| = 1. Soit x € R3 un vecteur non nul satisfaisant
(A—D)x=0. Alors on a u = +1-x.

I
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1
(A—I)x=0 et x#0, u=+—x

Pour la matrice B ci-dessus on a

9 12 4 1 0 0 _16 12 _ 4
B_T—= # ﬂ §5 o 1 0| = ﬁ5 _252 §5
P 25 5 - 2p » 5
5 —3 0 0 0 1 = -5 -1
Donc on cherche les x = (g) tels que
16 12 4
F 3 5\ (7 0
122 7h s — o
2% ¥ 5 vl =
= -5 -1 z 0

C’est le systéme linéaire
—Br4+ By—22=0,
Pr— Sy+32=0,
%z - %y - 2z=0.
En remplagant les deuxiéme et troisiéme équations par (E) = (Es) + 3(E1) et (E}) =
(E3) 4+ 2(E1), on trouve un systéme linéaire équivalent
—%x—k%y—%zzo,
0=0,
-2z =0.
On peut prendre y comme variable libre, et on trouve z = 0 et x = %y. Donc X = (3,4,0)

est une solution non nulle, et ’axe de la rotation de matrice B est engendré par le vecteur de

norme 1
1

2 — 3 4
=+ y+@+W@Am_ime)
Alors B est la matrice de la rotation d’angle § ou —% autour de 1 = (%, %, 0). Mais quel

est le signe de l'angle (en fixant i) ? Pour répondre, on a besoin de quelques notions.

Définition 10.5. Une matrice A € M3(R) est symétrique si elle satisfait & A = ‘A. Une

matrice B € M3(R) est anti-symétrique si elle satisfait & B = —'B. De telles matrices ont les
formes
a r s 0 —w w
A=|r b t]|], B=|w 0 -—-u
s t ¢ -v u 0

Théoréme 10.6. Soit A € M3(R) une matrice. Alors
AV = L(A+1A) A = 2(A—"A) (70)

sont respectivement symétrique et anti-symétrique et satisfont 4 A = ASY™ 4 A2 Clest e
seul couple de matrices symétrique et anti-symétrique dont la somme est A.

Définition 10.7. On appelle ASY™ = %(A—i—tA) la partie symétrique de A et A2 = %(A—tA)
la partie anti-symétrique.
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Les matrices R et R~! = 'R des rotations d’angles 6 autour de +i sont transposées.
Par conséquent, elles ont les mémes parties symétriques, mais des parties anti-symétriques
opposées

5(R+R) = 5('R+R), 5(R—"R)=—3('"R—R)
Donc pour déterminer le signe de 6 avec U fixé (ou vice-versa), on peut regarder la partie
anti-symétrique de la matrice de rotation.

La forme matricielle (65) de la formule de Rodrigues écrit la matrice de rotation Ry g comme

une combinaison linéaire de trois matrices. Les deux premiéres sont des matrices symétriques.
La troisiéme est anti-symétrique. Donc la partie symétrique de Rg g est
b

1 00 u% Uiz  UIU3
%(Rﬁﬂ + tRﬁ}g) =cosf [0 1 0]+ (1 — Ccos 9) uUjU u% UgU3
0 01 UIU3  UU3 u%

La partie anti-symétrique de Rg g est

0 —u3z U
LR ‘Rig) =sinb 0 -
5(Rigg — Rgp) =sind | u3 uy

—us U 0

Théoréme 10.8. Soit A = Ry g la matrice de la rotation d’angle 6 autour de G = (u1,ug, u3) €
ail ai2 ais

R? avec ||d]| = 1. Soit A = (a21 a2 azg). Alors on a

a3l az2 as3

sin 6 (u1, ug, uz) = (a32 - a23’ a3 — a13, a1 — a12>‘ (71)
2 2 2
Comme on a ||u]| = 1, cela nous donne une formule
. G32 — 23 @13 — A13 G21 — 412
=] (P g )| 72
en plus de la formule [sin 0] = v/1 — cos? 6.
La matrice B ci-dessus se décompose en parties symétrique et anti-symétrique
9 12 4 9 12 4
55 5 —f 55 5 0 0 0 -—z
B — ﬁ ig 35 — ﬁ ﬂ ol+(o o §5
“ly m s ] T B B A s 5]
: - 0 0 0 O : —: 0
On déduit qu’on a sin @ (uy, ug,us) = (—g, = ) On a [sinf| = H( ES % )H =1 (mais on
a déja vu qu'on a cosf = 0, et cela imphque |sinf| = 1). En prenant sinf = —1, on déduit
que B est la matrice de la rotation d’angle —% autour de (5 %, 0).
Exemple 10.9. La matrice
0 01
cC=1100
010
est dans SO(3,R) et est donc une matrice de rotation. On a Tr(C') = 0. Donc I'angle 6 de la
rotation satisfait a cosf = Tr(g)_l = —%. On a donc 6 = j:%“. Aussi [sinf| = § La partie
anti-symétrique de C' est
001 010 0o -1 3
ti_ 1 Tt~ _ 1 1 _ | 1 1
C*"M=50-5"C=5(100]-5100 1]=(35 0 -3
010 100 -3 5 0
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L’angle et le vecteur u avec [|d|| = 1 dans I'axe de la rotation satisfont alors a (sinf)u =
(3,2,1). Si on choisit le signe sin = ﬁ alors U = \/2(17 1,1) = \}3(1, 1,1). Donc C est la

matrice de la rotation d’angle 2 autour de f(l 1,1) (ou autour du vecteur paralléle (1,1,1)).
Dans I'exemple 8.5 on a calcule la matrice E' de la rotation d’angle § avec le méme axe.

Comme l’angle de I'exemple actuel est le double de 1’angle précédent, on devrait avoir E? = C.
Ceci se confirme par calcul.

Exemple 10.10. La matrice

12 2

po |28 A 3
30022 A
3 3 3

est dans SO(3,R). Sa trace est Tr(D) = —1, donc on a cosf = ﬂ(g)fl =—letd =m. On
a sinf = 0. La matrice D est symétrique. Sa partie anti-symétrique est 0, et elle nous fournit
I'information (sin@)d = 0 et donc [sinf| = HOH = 0, mais elle ne nous fournit pas I’axe. Pour
I’axe on cherche un X # 0 avec (D-D)xX = 0. Donc on résout le systéme

S5 ([
2* a3 o
% 23 34 Y B

3 3 —3/ \# 0

Les solutions sont les (z,y, z) multiples de (1,1,1). Donc on a encore u = %(1,1, 1). Les
signes ne sont pas importants cette fois parce que les rotations d’angles m et —7 autour du

méme axe coincident. En comparant aux exemples précédents on a E2 = EC = CE = D.
11. QUELQUES DEMONSTRATIONS
Dans ce paragraphe on démontre le lemme 9.4. On utilise la notion suivante.

Définition 11.1. Soit A € M3(C). Soit T un indéterminé, et C[T] 'anneau de polynomes en
T a coefficients dans C.
Le polynome caractéristique de A est le déterminant

ayn — T a2 a13
PA(T) = det(A—ng) = det a21 agsy — T a23 = det A—CQ(A)T+TY(A)T2 —T3
asy asz agz — T

En développant on trouve un polynéme de degré 3 dont les coefficients dépendent des coeffi-
cients de A. Le terme de degré 3 est —73. Le terme constant se calcule en posant 7' = 0, et
donc PA(0) = det(A — 0I3) = det A. Les coefficients de T et de T? nous intéresse moins ici.

Or un polyndéme de degré 3 dans C[T] se factorise comme
P(T) = a(T = M)(T = X2)(T = A3)

avec a € C*, et avec \1, A2, A3 € C les racines de P(T), les seuls nombres complexes vérifiant
P()\;) = 0. Pour le polynéme caractéristique de A € M3(C) comme ci-dessus on a a = —1.

Théoréme 11.2. Soit A € M3(C) et soit A1, A2, A3 les racines du polyndme caractéristique
de A tel qu’il y ait une factorisation PAo(T) = (A —T)(Ao —T) (A3 —T). Alors A1, A2, A3 sont
les valeurs propres de A, et on a AyAoA3 = det A.
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L’idée est que les \; sont les nombres complexes A vérifiant P4(\) = det(A—AI3) = 0. Mais
le déterminant d’une matrice 3 x 3 est 0 ssi la matrice est non inversible, et les A € C tels que
A — M3 est non inversible sont par définition les valeurs propres de A.

Pour la derniére partie de I’énoncé : les deux formules pour P4(7") donnent P4(0) = det(A—
013) =det A et PA(O) = ()\1 - O)()\Q - 0)()\3 — 0) = AMA2A3. Donc on a det A = A1 A2 )s.

Théoréme 11.3. Soit A € M3(R). Si A € C est une valeur propre (non réelle) de A, alors
son conjugué A est aussi une valeur propre de A.

L’idée est que pour A € M3(R) le polynome caractéristique P4(T) = det(A — T'I3) =
ag + a1 T + a2T? + asT? a des coefficients réels dgnc vérifiant a; = a;. On en déduit que

pour tout nombre complexe A on a P4(A) = P4(A). Donc si on a P4(A) = 0 on a aussi

PA(A) = Pa(A\) = 0. Comme les racines de P4(T") sont les valeurs propres de A, cela démontre
le théoréme.

Théoréme 11.4. Soit A € O(3,R) et X\ un valeur propre réelle de A. Alors A = £1.

L’idée est que les vecteurs propres x associées aux valeurs propres réelles A d’une matrice
réelle A sont les solutions non nulles du systéme linéaire (A — A\l3)x = 0 a coefficients réels,
et on peut trouver des solutions réelles. Donc il y a un vecteur propre x € R? avec Ax = Ax
et x # 0. Par le théoréme 6.4 on a

[l = [[Ax[] = [[Ax]| = [A[[lx]]
En divisant par ||x|| # 0 on trouve |A| = 1.
12. SU(2,C) ET su(2,C)

13. LES QUATERNIONS ENTIERS ET LES SOMMES DE QUATRES CARRES
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