L1M/L1I 2009 : Arithmétique Feuille n°3

I. En cours on a montré la formule p,g,—1 — pn_1¢n = (—1)""1. Que vaut p,g, 2 —
Pn—24n ?

II. Trouver une fraction b avec ¢ < 100 dont P'arrondi a 4 chiffres aprés la virgule est

0,8395.
Indication : chercher parmi les réduites de la fraction continues de 0,8395 = %.

III. (a) Calculer les fractions continues des rationnels 0,3335 et 0,3345.

(b) Trouver une fraction P avec q < 300 dont larrondi & 3 chiffres aprés la virgule
q
est 0,334.
Indication : L'encadrement 0,3335 < £ < 0,3345 et les calculs de (a) devraient
donner des informations sur la fraction continue de g.

IV. (a) Quelles sont les réduites de [1,1,1,1,...]7
(b) Soit Pr 1a n-eme réduite de lap; a1, az,...]. Supposons a; > 1 pour tout i > 1.

an N
Montrer que g, est > au dénominateur de la n-éme réduite du (a).

V. (a) Quelles sont les fractions continues de %, %, % ? Celles de %, %, g ?

(b) Idem pour %,...,1% et %,...,%.
Conjecture : Si [0,ay,...,a,] apparait dans la liste des fractions continues de

2Nl+1, 2]\/2+17 ol 2]\],V+1, alors [0, ay, ..., a1] apparait dans la méme liste, et [0,1,a; —
N+1 N+2 2N

1,a9,...,ay] apparait dans la liste des fraction continues de NI INETr 0 INFT

dn—1
= lan, an_1,...,a1] et —— =1[0,an, an_1,...,a1].

VI. Montrer par récurrence qu’on a
dn—1 dn

VII. Montrer que si on a ¢ = [0,a1,6], alors on a 1 —( = [0,1,a; — 1,60]. (On suppose
a; > 1 et 0 réels.)

VIII. (a) Montrer qu’on a ’équation matricielle

n Pn-1\ _ (a0 1 all.”anl
(Qn Qn—1>_<1 0><1 0) (1 0> pour n > 0.

h h
(b) Soit @, . Pr s réduites de [ag, a1, ..., an], et soit —0, oo, 2. les réduites
q0 qn kO km
de [bo, b1, . .., by]. Utiliser I'équation matricielle ci-dessus pour calculer la valeur

de [ag, a1, ..., an,bo,b1,... byl
IX. Quels sont les 7 premiers quotients partiels et 7 premiéres réduites de e et de 77

X. (a) Pour ¢ = /2, calculer les 5 premiers quotients partiels ag,...,a4 et les cing

N 1 Po Y2 . .
premiéres réduites —, ..., — avec l'aide de votre calculatrice.

q0 q4



(b) Idem pour & = /6 et £ = /7.
XI. (a) Que valent (v2 —1)(v/2+ 1) et \/5171 ?

(b) Calculer les quotients partiels de la fraction continue de v/2 par un calcul exact
(et non seulement rapproché).

XII. (a) Que valent (v/3 —1)(v/3 +1) et ﬁ et é 7

(b) Calculer les quotients partiels de la fraction continue de v/3 par un calcul exact
(et non seulement rapproché).



