
L1MI/L1I 2011 : Arithmétique Feuille no 4

I. Quelles sont les équations du second degré ax2 + bx + c = 0 vérifiées par les irra-
tionnels quadratiques suivants ? Donner votre réponse avec a, b, c entiers, a > 0, et
pgcd(a, b, c) = 1.

x =
2 +
√

2
3

, y = 3 +
√

17, z =
2−
√

7
5

II. Quelles sont les valeurs des fractions continues suivantes ?

[2, 3] [1, 1, 2, 3], [0, 2, 8, 4] [0, 1, 3, 10, 3, 2]

III. Quelles sont les fractions continues des nombres suivants ?
√

8,
√

10,
√

14,

√
3

2
,

1 +
√

3
3

IV. (a) Quelle est la fraction continue de
√

n2 + 1 pour un entier n ≥ 1 ?

(b) Quelle est la fraction continue de
√

n2 + 2 pour un entier n ≥ 1 ?

(c) Quelle est la fraction continue de
√

n2 − 1 pour un entier n ≥ 2 ?

V. (a) Quels sont les carrés modulo 5 ? Modulo 7 ? Modulo 11 ? Modulo 13 ?
(b) Quels premiers p parmi 5, 7, 11 et 13 ont la propriété que −1 est un carré

modulo p ?

VI. Soit p un premier avec p 6= 2.
(a) Montrer que p est impair.

(b) Utiliser un résultat du cours pour montrer que les carrés 02, 12, . . . ,
(p−1

2

)2 sont
distincts modulo p.

(c) En déduire qu’il existe 1 carré nul modulo p, p−1
2 carrés non nuls modulo p, et

p−1
2 non carrés modulo p.

VII. (a) Quels sont les carrés modulo 8 ?
(b) Montrer qu’aucun nombre de la forme 8k + 7 n’est la somme de trois carrés

a2 + b2 + c2. (Indication : Imiter la preuve dans le cours qu’aucun nombre de la
forme 4k + 3 n’est la somme de deux carrés a2 + b2.)


