L1M/L1I 2009 : Arithmétique Feuille n°6

I. Utiliser le théoréme chinois et le théoréme de Fermat pour déterminer 20052°%° modulo
14.

Idem pour 10'%° modulo 13 x 19 = 247.

IT. On note ¢(n) le nombre d’entiers parmi 0, 1,...,n — 1 qui sont premiers avec n.

(a) Que valent ¢(3), p(5) et ¢(7)? Que vaut ¢(p) quand p est premier ?
(b) Que valent p(4), ©(8), ¢(9) et p(16)? Que vaut ¢(p") quand p est premier ?

(¢) Que valent ¢(6), ©(10) et p(15) ? Que vaut p(pg) quand p et ¢ sont des premiers
distincts ?

(d) Utiliser le théoréme chinois pour montrer que si m et n sont premiers entre eux,
alors p(mn) = p(m)p(n).
(e) Que vaut p(100)?

III. (a) Soit n,a,b, c entiers avec 4n = a? + b> + 2. Montrer que n est aussi une somme de
trois carrés.

(b) Montrer qu’aucun entier de la forme 4™ (8k + 7) n’est une somme de 3 carrés.

IV. On démontre des cas particuliers du théoréme de Wilson par la méme méthode utilisée
dans le cas général.

(a) Diviser les nombres 2,3,4,5 en des couples aj,as et by, be avec ajaz =1 (mod 7)
et biby =1 (mod 7).
Maintenant réécrire 6! =1-2-3-4-5-6 = 1(aja2)(b1b2)6. Que vaut-il modulo 77

(b) Calculer 10! modulo 11 dans la méme fagon.

V. (a) Calculer 2b5 (mod p) pour p =3,5,7,11,13,17.
(b) Pour quels p parmi 3,5,7,11,13,17 le nombre 2 est-il un carré modulo p?

VI. Trouver 5 solutions en entiers positifs premiers entre eux de x? + y? = 22 avec 100 <
z < 200.

VII. (a) Calculer les réduites % de la fraction continue de /7 jusqu’a la fin de la premiére

période. Quelle réduite % donne une solution de I’équation de Pell p? — 7¢* = 1.

(b) Trouver au moins 3 solutions distinctes en entiers positifs de 22 —7y? = +1. (Rappel
du cours : si (p, ) est une telle solution, alors en développant (p+qv/7)* = zx +yr V7,
on en trouve les autres (zx,yx).)

(c) Idem pour 2% — 17y? = £1 et 2? — 13y? = *1.

VIIL. (
(

unités de Z[V/d].



(f) Lesquelles parmi les unités de Z[v/d] sont des unités de Z[vn2d)] ?

(g) Expliquer comment on peut utliser la fraction continue de v/3 pour trouver les
solutions de 2% — 12y% = +1.

(h) Expliquer comment on peut utiliser la fraction continue de V/d pour trouver les
solutions de 2% — (n?d)y? = +1.



