
L1M/L1I 2011 : Arithmétique Feuille no 7

I. Soit p ≥ 3 un premier.

(a) Que vaut
(p−1

2 !
)2 (mod p) quand p = 3, 5, et 7 ?

(b) Montrer que
(p−1

2 !
)2 ≡ ±(p− 1)! (mod p). (Indication : on peut transformer le

produit 1 × 2 × · · · × (p − 2) × (p − 1) en un produit calculant ±
(p−1

2 !
)2 par

quelques substitutions qui ne changent pas les valeurs modulo p.)

(c) Que vaut
(p−1

2 !
)2 quand p = 4k + 1 ? Que vaut-il quand p = 4k + 3 ?

II. On calculera 2
p−1
2 (mod p) pour déterminer les premiers p ≥ 3 tels que 2 soit un

carré modulo p

(a) Dans le tableau
1 2 3
6 5 4

les entrées dans la deuxième ligne sont congrus à −1, −2, −3 (mod 7). Déduire
sans calcul que 2× 4× 6 ≡ ±1× 2× 3 (mod 7). Quel est le signe ? En déduire
23 (mod 7). 2 est-il un carré modulo 7 ?

(b) Utiliser le tableau
1 2 3 4 5
10 9 8 7 6

pour comparer 2× 4× 6× 8× 10 et 1× 2× 3× 4× 5 (mod 11). En déduire 25

(mod 11). 2 est-il un carré modulo 11 ?
(c) Pour p = 8k + 1 premier utiliser le tableau

1 2 3 · · · 4k
8k 8k − 1 8k − 2 · · · 4k + 1

pour calculer 24k (mod 8k + 1). 2 est-il un carré modulo p = 8k + 1 ?
(d) Faire un calcul similaire pour les premiers des formes p = 8k + 3, 8k + 5 et

8k + 7.

III. Soit Z[i] = {a + ib | a, b ∈ Z} l’anneau des entiers de Gauss.
(a) Soit w = 1,8 + 2,6 i. Trouver un q = a + ib ∈ Z[i] avec |w − q| < 1.
(b) Soit z = x + iy ∈ C. Expliquer comment on peut trouver un q = a + ib ∈ Z[i]

avec |z − q| < 1.
(c) Soit w0 = 7+i

2−i . Trouver un q = a + ib ∈ Z[i] avec |w0 − q| < 1. Existe-t-il un
r ∈ Z[i] avec 7 + i = (2− i)q + r et |r| < |2 + i| ?

(d) Soit u, v ∈ Z[i] avec v 6= 0. Démontrer que qu’il existe q, r ∈ Z[i] avec u = vq+r
et |r| < |v|.

(e) Quel est le plus grand diviseur commun de 7 + i et de 2− i dans Z[i] ?
(f) Quel est le plus grand diviseur commun de 9 + 17i et de 10 + 4i dans Z[i] ?

IV. La norme de d’un entier de Gauss u = a+ ib ∈ Z[i] est N(u) = uu = |u|2 = a2 +b2 ∈
N.

(a) Démontrer qu’on a N(uv) = N(u)N(v).
(b) Démontrer que si u divise w dans Z[i], alors N(u) divise N(w) dans N.
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(c) N(2− i) = 5 divise N(7 + i) = 50 dans N, mais 2− i divise-t-il 7 + i dans Z[i] ?
(d) Pourquoi 1 + i, 2 + i, 3 + 2i, 1 + 4i sont-ils irréductibles dans Z[i] ?
(e) Pour a, b entiers, quelles sont les valeurs possibles de a2 + b2 modulo 4 ?

Expliquer pourquoi 3, 7, 11 et 19 et les premiers de Mersenne 213− 1 = 8191 et
217 − 1 = 131071 sont irréductibles dans Z[i].

(f) Factoriser N(7 + 4i) dans Z. Calculer le pgcd de 7 + 4i avec chaque facteur. En
déduire une factorisation de 7 + 4i en irréductibles de Z[i].

V. (a) Quels sont les inversibles de Z[i] ?
(b) Deux éléments a, b d’un anneau commutatif A sont dits associés s’il existe un

inversible u ∈ A× tel qu’on ait a = bu.
Quels sont les associés de 2 + 3i dans Z[i] ? Quels sont les associés de a + bi ?

(c) Déterminer les w = a + bi tel que w et w sont associés.

VI. (a) Trouver des écritures de 169 comme la somme de 1, 2, 3 et 4 carrés non nuls.
(b) Déduire de la partie (a) et du théorème de 4 carrés, que tout entier n ≥ 170 est

la somme de 5 carrés non nuls.
Indication : Ecrire n = 169 + m avec m ≥ 1, et écrire m comme une somme de 4
carrés, dont a carrés non nuls. Maintenant utiliser le (a) pour écrire 169+m comme
une somme de 5 carrés non nuls.

(c) Pouvez-vous déterminer exactement quels entiers naturels ne sont pas des sommes
de 5 carrés non nuls ?


