
L1MI 2011 : Arithmétique Feuille no 8

I. (a) Trouver u, v ∈ Z[i] avec u(5 + i) + v(2 + i) = 1.
(b) Trouver u, v ∈ Z[i] avec u(7 + 24i) + v(7− 24i) = 1.
(c) Trouver u, v ∈ Z[i] avec u(3 + 4i) + v(22 + 2i) = 1.

II. Factoriser en irréductibles de Z[i] :

3 + 3i 1001 8 + i 11 + 3i 26 + 27i 8 + i.

III. (a) Calculer (2 + i), (2 + i)2, (2 + i)3, (2 + i)4 et (2 + i)5.
(b) Ecrire 5, 25, 125, 625 et 3125 comme des sommes de deux carrés a2 + b2 avec a

et b premiers entre eux .
(c) Utiliser des entiers de Gauss pour écrire 13, 169 et 2197 = 133 sous la forme

a2 + b2 avec a et b premiers entre eux.
(d) Ecrire 10, 50, 250, 1250, 6250, 26, 338 et 4394 sous la forme a2 + b2 avec a et b

premiers entre eux.
(e) Ecrire 65 = 5 × 13, 325 = 25 × 13 et 845 = 5 × 169 sous la forme a2 + b2 avec

a et b premiers entre eux dans deux manières bien différentes (pas seulement
changement de signe et d’ordre).

(f) Dans combien de manières peut-on écrire 1105 = 5×13×17 comme une somme
de deux carrés ?

(g) Supposons que N est divisible par 4. Peut-on écrire N = a2 + b2 avec a et b
premiers entre eux ?

(h) Supposons que N est divisible par un premier p de la forme p = 4k +3. Peut-on
écrire N = a2 + b2 avec a et b premiers entre eux.

(i) Supposons que M = pe1
1 pe2

2 · · · per
r avec les pi premiers distincts qui sont tous

≡ 1 mod 4 et les ei ≥ 1. Expliquer comment écrire M et 2M sous la forme
a2 + b2 avec a et b premiers entre eux en 2r−1 manières distinctes par plus que
les signes et l’ordre.


