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I. Calculer les produits de quaternions suivants. (Garder vos résultats pour l’exercice
III.)

(1 + i)(2 + 3i), (1 + j)(2 + 3j), (i+ j)(i+ k), (i+ k)(i+ j),

(i+ j)2, (1 + i+ j)2, (1 + i+ j)(1− i− j), (1 + i+ j + k)2.

II. Pour chaque quaternion u qui suit, identifier ses parties réelle et imaginaire (ou pure),
et calculer u, ‖u‖, et u−1 = 1

‖u‖2u.

k 1 + j 3i+ 4k 1 + i+ j + k

III. Pour chaque produit de quaternions uv de l’exercice I, calculer ‖u‖, ‖v‖ et ‖uv‖, et
comparer ‖u‖‖v‖ et ‖uv‖.

IV. Soit u = u1i+ u2j + u3k et v = v1i+ v2j + v3k des quaternions [imaginaires] purs.
(a) Calculer uv.
(b) Quelles sont les parties réelle et imaginaire (ou pure) de uv ?
(c) Si on identifie ces quaternions purs u et v aux vecteurs ~u = (u1, u2, u3) et

~v = (v1, v2, v3) de R3, alors à quoi correspondent-elles ces parties réelle et
imaginaire de uv ?

V. (a) Quels sont les quaternions u = a+ bi+ cj + dk tel qu’on ait ui = iu ?
(b) Quels sont les quaternions u = a+ bi+ cj + dk tel qu’on ait uj = ju ?
(c) Quels sont les quaternions u = a+ bi+ cj + dk tel qu’on ait uv = vu pour tout

quaternion v ?

VI. Soit ω = 1
2 + 1

2 i+
1
2j + 1

2k.

(a) Calculer ω + ω et ωω = ‖ω‖2.
(b) En déduire ω2.
(c) En déduire ω2 − ω + 1.
(d) En déduire ω3 + 1 et donc ω3.

VII. Soit a, b ∈ R.
(a) Trouver le quaternion u tel qu’on ait i(a + bi) = ui. (Calculer i−1 et alors

u = i(a+ bi)i−1).
(b) Trouver le quaternion v tel qu’on ait j(a+ bi) = vj.
(c) Trouver le quaternion w tel qu’on ait k(a+ bi) = wk.

Soit θ ∈ R et soit uθ = e
θ
2
i = cos θ2 + i sin θ

2 .
(d) Calculer uθ.
(e) Calculer uθ i uθ (à l’aide du (a)).
(f) Calculer uθ j uθ (à l’aide du (b)).
(g) Calculer uθ k uθ.


