CHAPITRE 1 : DIVISIBILITE ET PREMIERS

1. MINIMUMS ET RECURRENCE
Une propriété trés importante de I’ensemble des nombres naturels N est la suivante :

Propriété 1.1. Tout sous-ensemble non vide S de N contient un plus petit membre (ou mi-
nimum). On dit “N est bien ordonné.”

Cette propriété 1.1 de “bon ordre” est trés particuliére de N. Les ensembles ordonnés Z,
Q, ou R contiennent tous des sous-ensembles non vides sans plus petit membre. Méme dans
Rsp={z €R |z >0}ily a des parties comme S = {z € R | 2 > 1} sans minimum (ce sont
des sous-ensemble S avec un infimum qui n’appartient pas a S).

Une premiére conséquence de cette propriété de bon ordre est

Théoréme 1.2. Toute suite strictement décroissante nqy > ng > ng > --- dans N est finie.

L’algorithme d’Euclide et beaucoup d’autres algorithmes terminent & cause de cette pro-
priété de N.

Preuve. Soit S = {ni,ng,ng, ...} 'ensemble de membres de la suite. Le sous-ensemble S C N
a un minimum ng par la propriété 1.1 (si la suite n’est pas vide). On montre que la suite
termine en ng.

Supposons le contraire. Alors ny a un successeur ni41 dans la suite. Comme la suite est
strictement décroissante, on a ny > ngy1. Mais comme ny41 est dans la suite, et ny est le plus
petit membre de la suite, on a ng < ng4q. Contradiction.

Donc la suite ny > ng > nz > --- termine en - -+ > ni_q > ny et est finie. O

Une deuxiéme conséquence de la propriété de minimums dans N est la validité des démons-
trations par récurrence. Supposons qu’on a un énoncé P(n) qui dépend d’une variable entiére
n > 1. Par exemple

1
P(n) : 1+2+3+~-+n=”(”2+).
P(n) : Sim > 2, alors n est un produit de nombres premiers.

Il y a plusieurs formes variantes de la récurrence.
La récurrence simple. Si on montre
P(1) et Vn>2 Pn—-1)= P(n)
alors on a montré P(n) pour tout n > 1.
La récurrence d’ordre 2. Si on montre
P(1) et P(2) et Vn >3 P(n—-2) et P(n—1) = P(n)

alors on a montré P(n) pour tout n > 1.
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La récurrence forte. Si on montre
P(1) et Vn >2 (P(k) VRAI pour tout k avec 1 < k <n) = P(n)
alors on a montré P(n) pour tout n > 1.

Il y a d’autres variations, surtout des récurrences sur tout n > 0 ou tout n > 2, etc., ou des
récurrences d’ordre 3, etc. Toutes les formes de la récurrence marchent pour la méme raison : la
propriété des minimums dans N. Démontrons par exemple la validité de la récurrence simple.

Preuve de la récurrence simple. Supposons qu’on a montré que P(1) est VRAI, et que pour
tout n > 2, on a montré P(n — 1) = P(n). Considérons le sous-ensemble

S={neN|n>1, et P(n)est FAUX} C N.

Si S n’est pas vide, il a un plus petit membre sg par la propriété 1.1. Montrons par ’absurde
que c’est impossible.

Donc supposons au contraire que S est non vide et contient un plus petit membre sq.
Comme on a montré que P(1) est VRAL on a 1 € S et donc sg # 1. Donc on doit avoir s > 2.

Mais alors on a so —1 > 1. On a aussi sg — 1 € S car il est plus petit que le plus membre sg
de S. Vue la définition de S, la combinaison sop —1 > 1 et so — 1 ¢ S implique que P(sg — 1)
est VRAL Mais vu que P(n — 1) = P(n) pour tout n > 2, on déduit que P(sg) est VRAI aussi.
Cela implique sg € S. Mais sg est le plus petit membre de S. Contradiction.

On conclut que S est vide, et donc que P(n) est VRAI pour tout n > 1. O

Faisons quelques démonstrations par récurrence.

Exercice 1.3. Montrer par une récurrence simple pour tout n > 1 on a

LS N S
1-2 2.3 nn+1) n+1

Solution. Appelons la formule P(n). Il suffit de montrer P(1) et de montrer que pour tout
n>2onaPn—-1) = P(n).
P(1)| La formule P(1) dit que 75 = % est égal a ﬁ =1, qui est VRAL

".P(n) pour n > 2‘ Soit n > 2, et supposons que P(n — 1) est VRAIL Cela signifie qu’on a

1 1 1 n—1
ﬁ+f3+‘.'+(n71)n: n
Ajoutons n(n1+1) aux deux membres de cette équation, puis traitons le membre de droite :
1 1 1 1 n—1 1
ﬁ—i_ﬁ—'ﬂ“—i_(n—l)n—i_n(n—l—l): n +n(n+1)
(n—1)(n+1) 1 (n?—1)+1 n-n n
- n(n+1) n(n—i—l): n(n+1) :n(n+1):n+1'

Donc P(n) est VRAI aussi.
On a ainsi démontré notre formule par une récurrence simple. O

Exercice 1.4. Définissons une suite par
up = —1, ug = 1, Uy = DUp—1 — 6Up_2 pour n > 3.

Montrer par récurrence d’ordre 2 que pour tout n > 1 on a u, = 3" — 2"+,
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Solution. Soit P(n) I'énoncé u, = 3" — 2"+, Démontrons cet énoncé par récurrence en
montrant P(1) et P(2) et que pour n > 3 on a (’P(n—?) et T(n—l)) = P(n).

P(1)| Onawu; =—let 3! -2 =3 4 =—1.

P@2)| Onaug=1et 32 -2l =9 _-8=1.

P(n) pour n > 3‘ Supposons que P(n — 2) et P(n — 1) sont vrais, c’est a dire qu’on a

Up_1 = 3n—1 _ 2n, Up_o = 3n—2 _ 2n—1.
On a alors

Up = BUp_1 — 6p_o = 5(3"1 —27) — (372 — 2" 1)
=(5-3"1—6-3"2) —(5-2" —6-2"71).

(On met les puissances de 3 cote a cote et les puissances de 2 cote & cote parce que cela nous
aidera & simplifier.) Comme on a 3"~ ! =3.37"72 et 2" = 2.2""! cela donne

Uy, = (5-3-3"72-6.3""2)—(5-2.2" 1 —6.2"71) = 9.3n 72 4.9n1 = 32.3n72_92.9n—1 — gn_on+l

Donc P(n) est vrai aussi. O

2. DIVISIBILITE ET LALGORITHME D’EUCLIDE

Définition 2.1. Soit a et b entiers. On dit que a divise b s’il existe un entier s avec as = b.
On dit aussi que a est un diviseur de b, et que b est divisible par a. On le note a | b.
Sialbetalc, alors a est dit un diviseur commun de b et c.
Quand a ne divise pas ¢, on le note a { c.

Les propriétés faciles de la divisibilité sont les suivantes.

Propriétés 2.2. Pour a, b, ¢, m, n entiers :
(a) 1|aetalaetald.

(b) Sia|betb|c, alorsa|c.

(c)Sial|betalc, alorsa|bm+ cn.

(d) a |1 siet seulement si a = +1.

(e) a|betb]|asietseulement si a = +b.

(f) Pour m # 0 on a ma | mb si et seulement si a | b.

(g) Sia|beta>0etb>0,alorsa<b.

Théoréme 2.3 (Division euclidienne). Soit a et b entiers avec b > 1. Alors il existe des

entiers uniques q et r avec

a=bqg+r, 0<r<b (1)

Preuve. Existence. On cherche un entier r de la forme » = a — bq avec ¢ € Z qui vérifie r > 0
et r < b.

L’ensemble des entiers de la forme a — bm avec m € Z contient bien des membres positifs :
il suffit de prendre m = —N avec N trés grand et positif. Donc le sous-ensemble

S={a—bm|meZeta—bm>0}CN

est non vide. Par la propriété 1.1, il contient un plus petit membre r, que I'on peut écrire sous
la forme r =a — bq avec ¢ € Z. On ar € S C N donc r > 0. De plus, r — b est plus petit que
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le plus petit membre r de S, et donconar —b=a—b(qg+1) ¢ S. Vue la définition de S,
cela implique qu'on a7 —b=a —b(qg+ 1) < 0. Et cela donne r < b.

Unicité. Sion aa = bg+1 avec 0 < r < b, et a =0bg +r" avec 0 < 1’ < b, alors on a
bg+r =bq +1r' et donc bg—bg' =1’ —r et finalement b(¢—¢') =r'—r. Orona 0 <r’' <bet
—b < —r <0, et en faisant la somme, —b < 7’ —r < b. Donc on a —b < b(q¢ — ¢’') < b. Comme
on a b > 0 on peut diviser par b sans changer le sens des inégalités. Doncona —1 < ¢—¢’ < 1.
Comme ¢ — ¢’ est entier, cela force g—¢' = 0. Donconag=¢ etr=a—-bg=a—bq =7r'. O

On peut étendre (1) & tous les b # 0 (positifs et négatifs) sous la forme
a=bg+r, 0<r<|b (2)
Quand on a une telle division entiére avec reste, on notera
QuoT(a,b) = ¢, RESTE(a, b) = r. (3)

L’algorithme efficace pour faire la division euclidienne est celui qu’on a appris a ’école
primaire, la longue division utilisant I’écriture décimale des entiers.

Définition 2.4. Le plus grand diviseur commun ou pged de aq, ao, ... , a, est un entier d tel
que

(i) d est un diviseur commun de ay, ag, ..., a,

(ii) tout diviseur commun de aq, ag, ... , a, divise d.

Par exemple, les diviseurs de 10 sont £1, £2, £5, £10. Les diviseurs de 26 sont +1, £2,
+13, +26. Les diviseurs communs de 10 et 26 sont donc +1 et £2. Les diviseurs communs
divisibles par tous les autres sont £2. Donc £2 sont les pged de 10 et 26. Normalement on
choisit le pged positif et écrit pged(10,26) = 2.

Il y a plusieurs algorithmes pour calculer le pgcd de deux entiers. Le plus classique est
I’algorithme d’Euclide. Pour calculer le pged de 26 et 10, on divise 26 par 10, trouvant un
reste. Puis on divise 10 par ce reste, trouvant un deuxiéme reste. On divise le premier reste
par le deuxiéme, trouvant un troisiéme reste. On continue, en divisant chaque reste par son
prédécesseur :

26 =2-10 + 6,
10=1-6+4,
6=1-4+2,
4=2-2+40.

Quand on arrive au reste 0, on s’arréte, parce qu’on ne peut pas diviser par 0. Le pged est le
dernier reste non nul 2. Donc on devrait avoir pged(10,26) = 2 selon l'algorithme.

Mais pourquoi 2 est-il réellement le pged de 10 et 26 ? Considérons la suite de restes successifs
26, 10, 6, 4, 2, 0 calculés dans 'algorithme. A cause des équations ci-dessus, chaque fois qu'un
entier divise deux membres consécutifs de la suite des restes, il divise tous les membres de la
suite des restes. Par exemple, 2 divise 0 et 2, donc il divise aussi4 =2-240, puis6 =1-4+2,
puis 10 =16 + 4 et enfin 26 = 2 - 10 + 6. Donc 2 est bien un diviseur commun de 10 et 26.
Et tout d divisant 26 et 10 divise aussi 6 =26 —2-10et 4 =6 —1-2et2=6—-1-4 et
0 =4—2-2. Donc tout diviseur commun de 10 et 26 divise 2 aussi. Donc 2 est bien le pged
de 10 et 26.
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Pour calculer le pged de 4147 et 10672, on fait

10672 = 2 - 4147 4 2378,
4147 =1-2378 + 1769,
2378 =1-1769 + 609,
1769 = 2 - 609 4 551,

609 = 1 - 551 + 58,
951 =958 + 29,

58 =2-29 4 0.
On trouve pged(4147,10672) = 29.
L’algorithme d’Euclide. Pour calculer le pged de u et v, on pose d’abord u_o = u et
u_1 =wv. Pouri=20,1,2,..., tant que u;—1 # 0, on pose u; = RESTE(u;—_2,u;—1). Quand on

arrive ¢ uy = 0, on sort pged(u,v) = un_1, le dernier reste non nul.

Donc on calcule
U = apV + ug,

v = a1ug + u1,

ug = agu1 + ug,

UN-3 = AN-1UN-2 + UN_1,
uny—2 = anyun—1 +0,

avec les a; et u; entiers. Et vu que dans la division euclidienne (2) le diviseur b et le reste r
vérifient 0 < r < |b|, on a
lv| >wup >up >+ >uy_1 >0. (5)

Théoréme 2.5. L’algorithme d’Euclide (4) calculant le pged de u et v termine, et son dernier
reste non nul vérifie un_1 = pged(u,v).

Démonstration. La suite de restes successifs |v| > ug > u; > --- est une suite strictement
décroissante dans N, et donc est finie par le théoréme 1.2. Par conséquent l'algorithme doit
s’arréter dans un temps fini, ce qu’il ne peut faire qu’en trouvant un uy = 0.

Pour montrer que uy_1 est bien le pged de u et v, on montre d’abord que tout d divisant
deux membres consécutifs de la suite des restes u_o, u_1, ug,...,uny_1,un divise tous les
membres de la suite. Cela se montre par les équations (4) comme on a fait pour 10 et 26, mais
par une récurrence formelle omise ici. Ainsi uy_1, qui divise les deux derniers restes uy_1 et
uy = 0, divise tous les membres de la suite dont u_s = u et u_1 = v. Donc uy_1 est un
diviseur commun de u et v. Egalement, tout diviseur commun d des deux premiers membres
de la suite ©u = u_o et v = u_7 divise aussi 'avant-dernier membre upn_1. Donc uy_1 est un
diviseur commun de u et v divisible par tous leurs diviseurs communs, et par définition il est
leur pgced. O

Théoréme 2.6. Tout systéme fini d’entiers ay,as,...,a, 6 un pgcd, qui est unique & signe
pres, et il vérifie
ngd(ah az,. .., a?“) - ngd(ala ngd(a’27 SRR a'r‘))'
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Preuve. Unicité. Supposons que d et d’ sont des pged de aq, . .., a,_1, a,. Alors d est un diviseur
commun de ay,...,a,—1,a, et donc divise leur pged d', et vice-versa. Ainsi d | d’ et d' | d.
Mais cela entraine d = +d'.

FEzistence. On va par récurrence sur r. Le pged d’un entier est pged(a;) = a;1. Pour deux
entiers pged(aq, ag) est le dernier reste non nul de I'algorithme d’Euclide par le théoréme 2.5.
Supposons alors 7 > 3 et que le pged d’un systéme de s entiers existe tant qu'onal < s < r—1.
En particulier d = pged (al, pged(ag, . . . ,ar)) existe. Il suffit de montrer que d est le pged de
a1,a9,...,0r.

...(& compléter) O

3. LE LEMME DE BEZOUT ET L’ALGORITHME D’EUCLIDE ETENDU

Lemme de Bezout. Soit u, v entiers et d = pged(u,v). Alors il existe des entiers x et y
avec ux + vy = d.

Une relation de Bezout est une équation de la forme ux 4+ vy = d avec w,v,d, x,y entiers
et d = pged(u,v). On peut avoir plusieurs relations de Bezout pour les mémes u,v,d. Par
exemple, pour u =5 et v = 2 et d = 1, on a des relations de Bezout avec (z,y) = (1,—2) ou
(z,y) = (—1,3) ou (z,y) = (—2m + 1,5m — 2) pour n’importe quel m € Z.

On donne un algorithme qui calcule un x et un y explicitement. Cet algorithme n’est pas
identique aux calculs faits en “remontant ’algorithme d’Euclide”, mais c’est trés apparenté.
Cet algorithme sera réutilisé dans le prochain chapitre pour calculer les réduites d’une fraction
continue.

Algorithme d’Euclide étendu. On a deux entiers u, v en entrées. On pose

U_o = u, u_1 =,
p—2 =0, p-1=1, (6)
g2 =1, q-1=0.

Pouri=0,1,2,..., tant que u;—1 # 0, on pose

a; = QUOT(U;j—2,Ui—1), Pi = aipi-1 + Di—2, ™)
u; = RESTE(U;—2, Ui—1), ¢ = aigi—1+ gi—2.

Quand on arrive a uy =0, on sort d =un_1 et q=qn_1 et p =pN_1.

Théoréme 3.1. Les d, p, et q sortis par l’algorithme d’Euclide étendu vérifient d = pged(u, v)
et uqg —vp = (—1)N-1d.

Donc on trouve la relation de Bezout ux 4+ vy = d en changeant quelques signes.

Regardons quelques exemples. Les deux premiéres colonnes et la premiére ligne sont des
décorations. On remplit les troisiéme et quatriéme colonnes avec (6) et les colonnes plus a
droite par (7).

+ -]+ -]+]-

a; 211 1 2

u; [26[10[6[4[2]0
—10[p; O] 1[2]3[5]13
26| g | 1 1[1]2]5
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On a toujours 26¢; — 10p; = (—1)%u;. (C'est la signification des —10, 26, + et — dans les
premiéres ligne et colonne.)

26-1—10-0 = 26, 26-1—10-2 =6, 26-2—10-5 =2,
26-0—10-1=-10, 26-1—10-3 = —4, 26-5—10-13 =0.
+ [ -1 + [ -1+ -1+F][-1+
a; 2 I [T 2192
u; | 10672 [ 4147 [ 2378 [ 1769 | 609 | 551 |58 | 29 | 0

—4147 | p; 0 1 2 3 5 | 13 |18 | 175 | 368
10672 | ¢; 1 0 1 1 2 5 | 7| 68 | 143

Cette fois on a 10672¢; —4147p; = (—1)%u;. En particulier on trouve 10672-68—4147-175 = —29,
qui est la relation de Bezout & signe prés.

Lemme 3.2. Dans l'algorithme d’Euclide étendu d’équations (6) et (7), on a ug; — vp; =
(—1)'u; pour tout i avec —2 <1i < N.

Le théoréme 3.1 est le cas particulier i = N — 1 du lemme.

Preuve. On fait une récurrence “par deux”’. Les cas initiaux sont ¢ = —2 et ¢ = —1, ol on a
bienu-1—v-0=wuet u-0—v-1= —wv, respectivement.

Donc supposons qu’on a un ¢ avec 0 < ¢ < N, et que la formule du lemme est vrai au
niveaux ¢t — l et 1 — 2 :

ugi—1 — vpi—1 = (—1)" i,
ugi—y — vpi—2 = (—1)" u;_s.
On multiplie la premiére équation par a;, et on ’ajoute & la seconde, donnant
w(aigi-1 + gi—2) — v(aipi—1 + pi—2) = (=1)"agui1 + (—1)" Puis
= (—1)i(ui_2 — a;ui—1).

Le fait que a; et u; sont le quotient et le reste de la division de u;_o par u;_1 signifie qu’on a
Uj—o = a;Uj—1+u;, et donc u; = u;—o—a;u;—1. Substituant cela et les formules ¢; = a;q;—1+q;—2
et p; = a;pi—1 + pi—2 du (7) dans ’équation ci-dessus donne bien ug; — vp; = (—1)"u;. O

Quand on a pged(a,b) = 1, on dit que a est premier avec b, ou que a et b sont premiers
entre eux.
Quelques autre propriétés des pged :

Propriétés 3.3. (a) On a pged(ma, mb) = mpged(a, b).

. by _ pecd(a,b)
(b) Pour d un diviseur commun de a et b, on a pged(%, 5) = B2,

drd) —

(c¢) En particulier e d”‘(mb) et oo db(a’b) sont premiers entre eux.

(d) Il existe = et y entiers avec ax 4 by = 1 si et seulement si a et b sont premiers entre eux.

(e) Si a est premier avec b et ¢, il est aussi premier avec bc. (C’est parce que pour a
premier avec b et c il existe des entiers x, y, t, u avec ax + by = 1 et at + cu = 1 et donc
ax + by(at + cu) = a(x + byt) + be(yu) = 1 d’out a est premier avec bc.)

(f) On a pged(a,b) = pged(a, Na + b) = pged(a, Na — b). (C’est parce que les diviseurs
communs de a et b sont les mémes que les diviseurs communs de a et Na +b.) En particulier
a et Na + 1 sont toujours premiers entre eux.
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4. LES NOMBRES PREMIERS

Définition 4.1. Un nombre naturel p est premier si p > 2 et les seuls diviseurs (positifs) de
psont 1 et p.
Un nombre naturel n est composé si n > 2 et n n’est pas premier.

Les plus petits nombres premiers sont 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 43, 47. La
liste de tous les premiers < N se calcule par un procédé appelé la crible d’Eratosthéne.

Théoréme 4.2. (a) (Le lemme de Gauss) Si a | be et pged(a,b) =1, alors a | c.
(b) Soit p un premier et b entier. Alors soit p | b soit pged(p,b) = 1.
(c) Sip et premier et p | be, alorsp | b oup | c.
(d) Sip est premier et p | byby - - - by, alors p divise un des b;.

Preuve. (a) Par le lemme de Bezout il existe des entiers x et y avec axz + by = 1. Alors
c=1-c=(ax + by)c = acx + bcy. Comme a | a et a | be, on trouve a | acx + bey = c.

(b) Comme pged(p, b) est un diviseur de p, il est soit p soit 1 car ce sont les seuls diviseurs
positifs du premier p. Si pged(p,b) = p on a p | b. Sinon on a pged(p,b) = 1.

(c) Par le (b) on a soit p | b soit pged(p,b) = 1. Dans le deuxiéme cas, le lemme de Gauss
implique qu’on a p | c.

(d) Appliquer le (c) et la récurrence. O

Le théoréme de factorisation unique. Tout entier n > 2 est un produit de nombres
premiers. De plus, l’écriture n = pip2 - - - pr comme un produit de nombres premiers est unique
a l'ordre des facteurs pres.

Preuve. Ezistence. On utilise une récurrence forte. Le cas initial est n = 2, qui est un nombre
premier, et est le produit de 1 nombre premier 2.

Maintenant considérons n > 3, et supposons que tout k avec 2 < k < n — 2 est un produit
de nombres premiers. Alors n est soit premier soit composé. Si n est premier, il est le produit
de 1 nombre premier n, et ¢a va. Si n est composé, alors n = ab avec 2 < a < n —2 et
2 < b < n —1. Par 'hypothése de récurrence, on peut écrire n = q1---p, et b = q1---¢s
comme des produits de premiers. Alors n = py---prqq - - - ¢s est aussi un produit de premiers.
Conclusion : que n soit premier ou composé, il est un produit de premiers.

Unicité. Supposons qu’on a deux écritures n = pip2...pr €t 0 = q1q2...qs d'un nombre
comme produits de premiers. On montre par récurrence simple sur r > 1 que les deux écritures
sont les mémes a ordre preés.

Dans le cas initial » = 1, le nombre n = p; est premier, mais il s’écrit aussi n = ¢q; ... gs.
Comme un nombre premier n’est pas un produit de 2 entiers (ou plus) qui sont > 2, il faut
que s = 1 et n = ¢1. Ainsi les écritures sont les mémes.

Maintenant considérons le cas r > 2 en supposant le cas r —1 > 1. On a deux factorisation
en premiers n = pip2 -+ - pr = q1q2 - - - Gs. Alors p; est premier et p1 | q1g2 - - - gs. On déduit alors
du théoréme 4.2(d) que p; divise un des ¢;. En modifiant 'ordre des g; si nécessaire, on peut
supposer que p1 | 1. Or les seuls diviseurs positifs du premier ¢; sont 1 et g1, et p; # 1 car il
est premier. Donc on a p; = ¢;. De plus on a deux écritures p% =pg---pp et ]% =qo---qs d'un
méme nombre comme un produit de r — 1 et s — 1 premiers. Par 'hypothése de récurrence, les

n

deux écritures pour 5y sont les mémes & l'ordre des facteurs prés. On déduit que les écritures
n=pipa---Pret n=pige---qs = q1q2 - - - s sont les mémes a l'ordre des facteurs prés. ]

Théoréme 4.3 (Euclide). Il y a une infinité de nombres premiers.
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Démonstration. Supposons au contraire qu’il n’y a qu'un nombre fini de premiers p1, pa, . . ., pr.
Alors le nombre n = p1ps - - - pr + 1 n’est divisible par aucun des p;. Mais n est soit un premier
soit un produit de premiers. Donc il y a un premier différent de p1,pa, ..., pr. O

L’écriture standard d’un entier n > 2 comme un produit de premiers est une écriture

n = pi'ps?---pir ot p1 < p2 < --- < p, sont des premiers distincts en ordre croissant, et les
puissances vérifient e; > 1. Par exemple
600 = 2°3'57, 10! = 3628800 = 2%3%527"

Cette écriture standard est unique.

5. LES PPCM

Définition 5.1. Le plus petit multiple commun ou ppem de ay, ..., a, est un entier m qui (a)
est un multiple commun de aq,...,a, et (b) divise tout multiple commun de a1, ..., a,.

Comme le pged, le ppcm de plusieurs entiers se calcule itérativement parce qu’on a
ppcm(ai, ag, as, - .., a,) = ppcm(ppem(ay, az), as, - - -, ar).

Théoréme 5.2. Pour des entiers m >1etn>1, on a

cm(m,n) = —
bp " peed(m,n)”
Par exemple on a
10 - 26 260
10,26) = —————= = — =130
ppem(10,26) peed(10,26) 2 ’
4147 - 10672
ppcem (4147, 10672) = — 59 = 1526 096.

Prewve du théoreme 5.2. Soit d = pged(m,n) et notons m' = % et n' = 5. Remarquons que

m’ et n/ sont premiers entre eux par la propriété 3.3(c).

Alors ™ = m/n/d est bien un multiple commun de m et n car il s’écrit m/'n’'d = mn’ = nm/.
Un multiple commun général N = ma = nb s’écrit N = dm’a = dn’b. On a alors m’a = n'b.
Comme m’ et n/ sont premiers entre eux, et n’ | m’a on a n’ | a par le lemme de Gauss
(théoreme 4.2). Donc il y a un entier s avec a = n's, et on a N = dm'n’s. Donc tout multiple
commun N de m et n est un multiple de m/n/d. Ainsi m'n’d = ™ vérifie la définition du

pppcm de m et n. ]

Chapitre 2 : Fractions continues

6. FRACTIONS CONTINUES FINIES

Une fraction continue finie est une fraction itérée du genre

1 1
1+ : —1+

24— 1+ —
+1+ ! +3+ !
1 1

2+ — S+ —

14+ = 74+ =

+2 +9




10 CHAPITRE 1 : DIVISIBILITE ET PREMIERS

La forme générale est

ap + (8)
ay +

az +

1
aN—1+ —
an
Les a; sont les quotients partiels ou parfois tout simplement les quotients de la fraction conti-
nue.

Nous nous intéressons aux fractions continues dites simples ol tous les numérateurs sont
des 1, les quotients partiels a; sont entiers, et en plus a; > 1 pour ¢ > 1. (Mais ag est un entier
de signe quelconque.)

Mais il est convenable parfois de permettre les a; a étre des réels ou des variables ou des
fonctions ou autre chose.

La notation ci-dessus n’est pas trés compacte, et parfois elle est remplacée par

1 1 1 1

— ou ap,a1,a2,...,aN—-1,aN
a1+ az+ aN-1+ an (a0, a1, @z, .. o]

ag +

ou des variations. Dans le dernier systéme de notations, les deux fractions continues tout en
haut sont [1,2,1,2,1,2] et [-1,1,3,5,7,9].

7. EVALUATION D’UNE FRACTION CONTINUE FINIE

On évaluera la fraction continue [ag, a1, az, . ..,an] de (8) en trouvant une formule récursive
évaluant ses troncations

1 1
ap, ap + —, ag + ——, etc.
al 1
ay+ —
a2
Théoréme 7.1. Définissons
p—2 =0, p—1 =1, Pn = @npPn—1 +Pn—2 pourn =0,
g2 =1, qg-1=0, qn = GnGn—-1+ gn-2 pour n >0,
Alors pour tout n >0 on a
1
Pn _ [ag, a1, ..., an] = ag +
dn 1
ay +
1
ap—1+ —
n
P . bo P1 P2 ) S0 : :
Définition 7.2. Les fractions —, —, ==, ... s’appellent les réduites de la fraction continue
do q1 q2

[ag, a1, az,...]. En anglais on dit “convergents”.
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Exemple 7.3. Pour évaluer les fractions continues [1,2,1,2,1,2] et [-1,1,3,5,7,9] ci-dessus,

on utilise les tableaux suivants, qui ressemblent a ceux de ’algorithme d’Euclide étendu.

a; 11211212 a; 11| 3 5 7 9
pi O[T T[3[4[11]15]41 P01 =10 =1 =5|-36] 329
¢ |1]10]1123| 8 |11]30 q |1 1 |1] 4 |21 | 151 | 1380
Donc on a [1,2,1,2,1,2] = % et ses réduites sont 1, %, %, %, %, %, c’est a dire
1 3 1 4 1 11
1=1 1+-=" 14— = 1 ==
’ +2 2’ +2 1 3 +2 8’
+ +1 .
3
1 15 1 41
1 = — 1 e
+2+ 1 11’ +2+ 1 30
1+ ! 1+ !
2+1 2+ !
1 ) 1
3
Ona[-1,1,3,5,7,9] = —%, et ses réduites sont —1, 0, —%,—%, —%, —%.

Prewve du théoréme 7.1. On fait une récurrence d’ordre 2 sur n.

PournzOonag—g

Pourn=1ona

q1

Donc les deux cas initiaux sont vérifiés.
Maintenant supposons n > 2, et qu’on a
q

quelquesoit les valeurs de ay, . .

s’obtient en prenant

ao

[ao,..

1 = ag.

Pn—2

n—2

= lag,...,an—2] et zz—:i

<y An—2, an—laan] =ap+

., ap,. Or la fraction continue

ay +

ey Op—2,0n_1] = ag +

a + ———

ap—1+ —

s Gp—1

n

- [CLO,

ey Op—2, anfl]



12 CHAPITRE 1 : DIVISIBILITE ET PREMIERS

et en remplagant a,_1 par a,_1 + ai C’est a dire on a
n

[a07 «eeyn—2,0n-1, an] = [CLO, ey, Op—2,0p—1 + 7]
a/n

sl tn a4 )

Qn—l(ao, ooy Qp—2,p-1 + i)

_ (an—l + i)pn—2 + Pn—3
(anfl + i)Qn72 + gn—3

. An—1Pn—2 + Pn—3 + ipnf2
n—19n—2 + qn—3 + $Qn—2

N Pn—1+ épn—2
n—1 + ﬁ%—z
ApPn—1 + Pn—2 Pn

— nne.  Thes 2R O
AnGn—1 + qn—2 dn
Théoréme 7.4. (a) On a pugn_1 — Pn-1¢n = (—=1)"~! pour n > 0.
(b) On a ppgn—2 — Pp—2gn = (—1)"a, pour n > 1.
Preuve. (a) Pour n =0 c¢’est pog—1 — qop—1 = ap-0—1-1= —1. Pour n > 1, on suppose par

récurrence qu’on a Pn_1¢n—2 — Pn—2qn-1 = (—1)" "2, et on trouve

Pndn—1 — Pn—19n = (anpn—l +pn—2)Qn—1 - pn—l(anQn—l + Qn—Q)
= Pn—24n—1 — Pn—-14n—2 = _(_1)n72 = (_1)n71'

(b) En utilisant le (a), on a

Pndn—2 — Pn—29n = (anpnfl +pn72)Q7172 - pn72(anQTLfl + Qn72)
= an(pnfl%"LfZ - pn72Qn71) = (_1)nan- U

Théoréme 7.5. Supposons qu’on a une fraction continue |ag, a1, a9, ...| simple, c’est a dire
que ag est entier, et a; > 1 est entier et strictement positif pour i > 1. Alors dans chaque
fraction ’;—Z = [ag,...,an], le numérateur p, et le dénominateur q, sont des entiers premiers
entre eux. De plus la suite des dénominateurs 1 = qo < q1 < @2 < q3 < --- est strictement
croissante apres qi, et on a

Pn Pn-1 _ (_1)n—1 Pn Pn—2 _ (_1)nan

dn dn—1 dndn—1 ’ qn qn—2 qndn—2 ’

Preuve. 11 est clair des formules de récurrence que si les a,, sont tous entiers, alors les p,, et g,
sont entiers aussi. La formule p,qn_1 — pn_1qn = (—1)"‘1 donne alors une relation de Bezout
montrant que p, et g, sont premiers entre eux. En utilisant les relations ¢o = 1, ¢1 = aq, et
Gn = AnQGn—1 + Gn—2 pour n > 2, on montre par récurrence qu'on a ¢, > 1 pour tout n > 0.
Puis on a ¢, > ¢n—1 + gn—2 > qn_1 pour tout n > 2. Les valeurs de z—: — zz—:i et de f’q’—: — f}%
se calculent en utilisant le théoréme 7.4.
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8. LA FRACTION CONTINUE D’UN RATIONNEL

Pour £ un réel, on définit une suite de réels &, et une suite d’entiers a, par récurrence
&o=¢&, et pourn >0

an si &, est entier,
= 1 9
&n an + —— avec a, entier et &,41 > 1, sinon. (9)
§n+1
C’est a dire, on a a, = [§,], la partie entiére de &,, et ﬁ = &, — [&n), la partie fractionnelle
de &,, tant que ceci est non nulle. On a
1 1 1
§=a+—=ao+ =0+ =
&1 1 1
a1 + — a +
& as + !
5+ —
&3
et en général
é-: [a07a1)"'7an—1a§n]' (]‘0)

Si un &, est entier, on s’arréte avec &, = a,. Sinon, on continue.
Les réduites de & sont les réduites de la fraction continue finie ou infinie [ag, a1, ag, .. .].

Exemple 8.1. Les fractions continues des rationnels % et —14—5 se calculent comme suit :

4 11
:——:—1 —_—
=31, 2 0 ="1; 15
72 22 q-B_q 4
2 o4 T 11’
1= 79 — 9’ 11 3
9 1 522122"1’1’
52*7:2—’_77
4 4 4 1
4 63—521_{'5’
54—I:3~
Donc on a
31—1+ 1 4 - 1
22 1’ 15 1
2+—1 1+71
24 = 24 ——
+7 +1 N
*3
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u
Quand ¢ est rationnel, on peut écrire { = — avec u et v > 0 entiers. L’algorithme (9) donne
v

U U
o=—=ap+ — avec 0 < ug < v,
v v
v Ul
Sl=—=a1+ — avec 0 < up < o,
uo uo
UN -3 UN—1
EN—1= =an_1+ avec 0 <uny_1 < uy-_2,
UN-2 UN-2
UN—-2
En = = an.
UN-1
Si on multiplie chaque équation par le dénominateur des fractions, on retrouve les équations
u = agv + ug, v = aijug + ui, ..., etc., de lalgorithme d’Euclide. Donc quand on applique

I'algorithme (9) a un rationnel %, on fait I'algorithme d’Euclide, sauf que les sorties de I’al-
gorithme sont les quotients entiers a; des divisions successives, qui deviennent les quotients
partiels de la fraction continue de .

Théoréme 8.2. Pour u et v > 0 entiers, l'algorithme d’Fuclide étendu calcule les quotients

partiels de la fraction continue de ¥ = [ag,a1,...,an] et les réduites 2—3, %, . % de cette
fraction continue.
En particulier, on a p—j\v’ = ¥ mais avec pged(pn,gn) = 1. Clest a dire, 2’—1’;’ est la forme
réduite (ou simplifiée) de 2.
v
9. FRACTIONS CONTINUES INFINIES
Supposons qu’on a une fraction continue infinie
1
[ao,al,ag,ag,...}:aoJr 1
a; +
!
a2
1
az + —
La suite de ses réduites
Po P Pn
7:[040]; 7:[01070’1]) 7:[0,0,&1,...,&”],
q0 q1 dn

est convergente, selon le théoréme suivant. La valeur de la fraction continue infinie est cette
limite.

Théoréme 9.1. Soit ay un entier relatif, et ai,as,... des entiers strictement positifs. Alors
la suite de réduites Z—g, %, Z—;, ... de la fraction continue infinie [ag, a1, as, ...] a les propriétés
sutvantes.
(a) La sous-suite des réduites paires Z—g, %, e %, ... est strictement croissante.
n

b) La sous-suite des réduites impaires %, g—g, R %’ ... est strictement décroissante.
n

(
(¢) Toute réduite paire est plus petite que toute réduite impaire.
(d) Si la suite des réduites est infinie, elle a une limite &.
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On peut écrire (a)(b)(c) sous la forme

Po_P2_Pi_ . P PP
o 492 44 B 93 q1
Par exemple, les premiéres réduites de [1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,...] sont
1
1= 1.000000000000000000000000000
g = 1.500000000000000000000000000
% = 1.600000000000000000000000000
21
3= 1.615384615384615384615384615
g—i = 1.617647058823529411764705882
% = 1.617977528089887640449438202
1 5
limite o = +2\f = 1.618033988749894848204586834
233
= 1.618055555555555555555555555
% = 1.618181818181818181818181818
4
;—1 = 1.619047619047619047619047619
1
§3 = 1.625000000000000000000000000
5
3= 1.666666666666666666666666666
2
1= 2.000000000000000000000000000
Preuve. (a) (b) Selon le théoréme 2.5, on a
Pon.  P2n—2 _ _ Q2n >0, DPont1  P2n—1 _  Q2n+1 <0.
q2n q2n—2 q2n42n—2 qd2n+1 q2n—1 g2n+142n—1
Donc on a toujours 22n=2 < P2n of P2n=l ~, Pantl
q2n—2 q2n q2n—1 q2n+1
(c) Selon le méme théoréme pour tout entier impair 2n — 1 on a
Don—1 _ P2n—2 _ >0, DPon.  P2n—1 _ <0.
Q2n—-1  42n-2 42n—192n—2 Q2n  q2n-1 92n92n—1

P2n—1 P2n—2 Po2n—1 P2n
. . q2n—1 q2n—2 . q2n—.1 q2n
réduites paires ’entourant immeédiatement.

. Chaque réduite impaire est plus grande que les
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Or soit pj—m une réduite paire quelconque. On a soit 2m < 2n — 2 soit 2m > 2n. Dans le

premier cas, on a 2m < P2n=2 o Pin-l Tyangle deuxiéme cas on a 22n=l > P2m-l ~ P2m Tyang
q2m q2n—2 q2n— q2n—1 q2m—1 q2m
les deux cas on a £2n=L > P2m
q2n—1 q2m
(d) La suite des réduites paires est strictement croissante et bornée supérieurement par
toutes les réduites impaires. Elle a donc une limite ’;2@ — &pair vérifiant pair < qzn L pour
n

tout impair 2n—1. Similairement la suite des réduites est décroissante et bornée mferleurement
par toutes les réduites paires, donnant une limite p 22— — &impair avec p 2 < Eimpair POUr tout
pair 2n. Comme ces limites sont le suprémum des redmtes paires et llnﬁmum des réduites
impaires, on a aussi {pair < Eimpair- On a donc

Pan b2 1
< Epair < Eimpair < ——
On a donc
Pon—1  Pon 1 1
Eimpair — Epair| < [Tt — 220 = = —0
[Simpair — Epair| Gn—1  @n| @n-1¢2n ~ (2n—1)(2n)

quand n — 00, car on a g, > m pour tout m. Donc on a &pair = &mpair, et la suite a une
limite. ]

Dans la direction opposée, on peut associer une fraction continue a un irrationnel £ par le
méme algorithme de fractions continues que pour les rationnels. On pose & = &, puis
pour tout n =0,1,2,... on pose

1 1
an = [&,] la partie entiére, bhi1=—— <= &i=ap+ — (11)
§n — an §n+1
Pour ¢ irrationnel, tous les &, sont tous irrationnels, donc la suite ag, a1, ag, ... est infinie. On

a toujours 0 < &, —a, <1 dou 0 < ﬁ < let &1 >1etapyr = [€p+1] > 1. Donc tous
les a,, sont strictement positifs sauf peut-étre ag. Donc associé & £ on a une fraction continue

infinie [ag, a1, ag, . ..] comme dans le théoréme 9.1.
Lemme 9.2. Soit & un réel, soit &y, &1,&0, ... la suite de réels et ag, a1, ao, ... la suite d’entiers
associés a & par la procédure (11) ci- dessus et soit p—o % Z—j la suite de réduites de la
fraction continue [ag, a1, as,...]. Alors on a
¢ = Pobngt ¥ Pno1 Pn_e= = (12)
annJrl + gn—1 ’ dn QH(annJrl + anl)
Preuve. Parce qu’on a
1 1 1
=& =a+ S1=a1+ — En=an+ —,
‘51 52 ) n n §n+1
On a
1
§=ao+ 1 = [ap, a1, ..., an,&n1]
ai +
1 . 1
' 1
an + ——
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Donc si on applique les formules qui calculent les réduites a la fraction continue [ag, a1, . . ., apn, Ent1],
ses réduites sont 22 BL Pn of
q0’ q1 qn

_ ﬁnJrl _ pn§n+1 + Pn—1
An+1 nén+1 + Gn-1

Ceci démontre la premiére formule. Pour la deuxiéme on a par le théoréme 2.5

¢ Pn_Puni Pn_ G (=t 0
dn Gn+1 dn AnGn+1 Qn(Qngn—H + Qn—l)
Théoréme 9.3. Soit £ un réel, [ag, a1, an,...] sa fraction continue associée par la procédure
(11), et B0 PLIP2 0 les réduites de la fraction continue. Alors on a
90 q1° q2
1 1 1
Pn ‘ < <5 <
qn dndn+1 Gn4-14, qn

DPn

En particulier, si & est irrationnel, on a i & quand n — o0 les réduites de la fraction
n

continue de £ tendent vers €.

Preuve. En appliquant le lemme on a

Pn _ ‘ _ L

dn @n(fn—HQn + Qn—l)
Mais on a &,41 > ant1 €t gn > 0et gp—1 > 0 et ape1 > 1, d’out

§n+1Qn + Gn-1 2 Ant1Gn + Gn-1 = Gn+1 > Apn1Gn = Gn-

En multipliant ces inégalités par ¢, et en prenant les réciproques, on trouve les inégalités

du théoréme. Finalement, comme on a ¢, > n pour tout n, on a fl’—: ¢ ‘ < # — 0 pour
n — Q. O
Par exemple le début de la fraction continue de 7 est [3,7,15,1,292,1,1,1,2,...]. Ses
premiéres réduites sont
% = 3.000000000000000000000000000, % — 7 = —0.1415926535897932384626433832,
333 333
106 = 3.141509433962264150943396226, 6 "= —0.00008321962752908751924715684090,
103993 103993
33102 3.141592653011902604072261494, 33102 7 = —0.0000000005778906343903818884,
m = 3.141592653589793238462643383,
% = 3.141592920353982300884955752, %52 — 7 = 0.0000002667641890624223123689082593,
22 22
- = 3.142857142857142857142857142, — = 0.001264489267349618680213759588,

La formule }2—" —71" < q% siginife que quand ¢, ~ 10", alors les représentations décimales de 2—”

et de 7 coincident pendant 2r chiffres apres le virgule. On voit cela bien avec % (4 chiffres)
et 13033190923 (9 chiffres). Mais I'inégalité raffinée ‘Z—: — 77‘ < m indique que le I'approximation

est particuliérement bonne quand le prochain quotient partiel est grand. On voit cela d’abord
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pour % ou l'erreur est plus proche de ﬁ que de %, et surtout pour %, ou l'erreur est plus

proche de 1076 que de 1072
On a aussi {41 < ap+1 + 1 et gp—1 < g, d’ol1

$nt1Gn + @n-1 < (@ng1 + 1)@ + -1 = @ni1 + @n < (@ng1 +2)qn
et donc des minorations
1 1
Z 2
n(@nt1+qn) — (ant1 +2)q3

qn q

Donc pour qu’une réduite Z—: de £ soit exceptionnellement proche de &, il faut et il suffit que
le prochain quotient partiel a,1 soit exceptionnellement grand.

Théoréme 9.4. Soit & un réel et [ag, a1, az,...| sa fraction continue obtenue par l’algorithme
(11).

Si & est irrationnel, alors [ag, a1, az,...] est la seule fraction continue de valeur &.

Si & est rationnel, alors [ag,a1,...,an—1,an] et [ag,a1,...,an—1,an — 1,1] sont les deux
seules fractions continues de valeur &.

La preuve est par récurrence, et utilise sur deux lemmes.

Lemme 9.5. Soit [ag, a1, as,...] une fraction continue de valeur &. Si § n’est pas entier, alors
ap = [€]. Si & =m est entier, alors [ag,a1,...] est [m] ou [m — 1,1].

Preuve. La fraction continue peut avoir 4 formes : [ao], [ao, 1], [ao,a1] avec a1 > 2, et
[ag,a1,az,...].

Dans les deux premiers cas, { = m est entier, et la fraction continue et [m] ou [m — 1, 1].

Dans le troisiéme cas, on a £ = ag+ a—ll avec a1 > 2, d’oll un encadrement ag < £ < ag +% <
ap + 1. Donc £ est non entier et [£] = ap.

Dans le quatriéme cas, par le théoréme 9.1 toutes les réduites paires sont plus petites que
&, et toutes les réduites impaires sont plus grandes que &, avec égalité seulement quand & est

Po

rationnel et la réduite est la derniére et vaut £. Or dans ce cas o €t % ne sont pas les derniéres

réduites, donc on a ag = z—g <¢é< % =agp + i < ag+ 1. D’ou £ est encore non entier, et
[£] = ao. O

Lemme 9.6. Soit [ag,aq,az,...] une fraction continue de valeur &, et soit %87 %, Iq’—;, ... ses
Pnnt14Pn=1 = Ajopg [@n+1, Ant2, Gnis, - - .| est de valeur

S . s ) _
réduites. Soit &n+1 unique réel avec & = P e

§n+1 .

Preuve. Pour une fractions continue finie

ap + (13)
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on peut traiter la partie emboitée comme un seul nombre [ap 1, ..., Gpim] = Z—m On a donc
hm
D+ h T P10 + Pn—1
- m:[a(]:"'a'fl-‘rm]:[a()?"'aanakim]:hi (14>
In+m m ﬁQn + qn—1
On peut résoudre ’équation & = % et I’équation (14) pour trouver
Pn4m
%—15 — Pn—1 hm 4n—1 Int+m Dn—1
fnp1= ———F——— = (15)
qn€ — Dn km dn dnem Pn
Comme les réduites 2 :1:’; de [ap, a1, .. .] tendent vers £, les réduites Z—:: de [ant1, Gnt2, Qnts, - -]
tendent vers &,41. g

Preuve du théoréme 9.4. On distingue deux cas : £ irrationnel et £ rationnel.

D’abord traitons le cas d'un ¢ irrationnel. Supposons que [bg, b1, ba, . ..] est aussi de valeur
¢. Montrons que a,, = b, pour tout n. C’est vrai pour n = 0 car on a [{] = ag = by par le
lemme 9.5. Supposons maintenant que a; = b; pour tout 0 < i < n. Alors on a [by, b1,...] =
[ag, ..., an,bpt1,bpt2,...]. Par le lemme 9.6, on voit que [an41,@nt2,--.] €t [bpt1, bpta, ... ]
sont tous les deux de valeur &,11. Comme &,41 est irrationnel, le lemme 9.5 dit qu’on a
[€n+1] = @nt1 = bps1. Donc on a la récurrence montrant qu’on a a,, = b, pour tout n.

Maintenant traitons le cas d’un £ rationnel dont la fraction continue donnée par I’algorithme
(11) est [ag, - . ., am]. Soit [bo, ..., bx] une autre fraction continue de valeur £. Les mémes argu-
ments que dans le cas irrationnel marchent tant que les £,41 = [apn+1, . . ., @] sont non entiers.
Donc on a [ag, ..., @m—1,0m] = [a0, -, Gm-1,bm, ..., bg], et on a &, = am = [bm, ..., bg] en-
tier. Par le lemme 9.5 on a donc soit [by,, ..., bg] = [am] soit [by, ..., bg] = [am — 1,1]. O

10. FRACTIONS CONTINUES PERIODIQUES

Définition 10.1. Un irrationnel quadratique est un nombre réel de la forme a + b/ D avec
D > 2 un entier non carré, et a et b # 0 rationnels. On dit aussi un nombre quadratique réel.

Par exemple,

1++v5 2414
V2, : —
2 5
sont des irrationnels quadratiques. Les nombres quadratiques réels sont les solutions réelles

mais irrationnelles des équations du second degré az? 4+ bx + ¢ = 0 avec a,b, ¢ rationnels
¢ 20V14
5

(ou entiers). Pour trouver 'équation du second degré don est la solution, on écrit

2+V14
5

T = puis on isole le radical

Sr — 2 =+V14.
Maintenant on éléve les deux membres de 1’équation au carré, puis on met tous les termes
d’un coté.

(52 — 2)% = (V14)® = 14, 2522 — 20z + 4 = 14, 252 — 20z — 10 = 0.
Comme les trois coefficients 25, —20, —10 ont un pged non trivial 5, on peut diviser par lui
et trouver ’équation plus jolie

522 —dx —2=0.
Cette procédure trouve une équation du second degré ax? + bx + ¢ = 0 avec a, b, ¢ entiers,
a > 0 et pged(a, b, ¢) = 1 pour tout irrationnel quadratique.
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Le grand théoréme sur les fractions continues et les irrationnels quadratiques est le suivant.

Théoréme 10.2. La fraction continue d’un réel & est ultimement périodique si et seulement
st € est un irrationnel quadratique.

Une fraction continue ultimement périodique est notée avec une barre au dessus de la pé-
riode, comme pour les décimaux. Par exemple [1,1,2, 1, 4] signifie [1,1,2,1,4,2,1,4,2,1,4,...].

Commengons d’abord avec une fraction continue périodique dés son début, par exemple
1] = [1,1,1,1,...]. Essentiellement, si on a

1+ !
T = )
14 !
1+ !
1
1+ —
alors on a )
r=1+4—.
x
Cela se résout en écrivant x = ‘Txil puis 22 = x + 1 puis 22 — 2 — 1 = 0. Or cette équation
du second degré a une solution positive 1+2\/5 et une solution négative 1*2‘/5. Comme notre
nombre est positif — sa partie entiére est [z] =ap=1—ona z = H'T\/g
Similairement si on a
1
y:1—|— 1 :[17273]7
24+
3+ !
14 !
2+ !
1
3+ —
alors on a
1
y=1+ — 7 - [1,2,3,y].
2+ ——
1
3+ —
Yy
On évalue le membre de droite par l'algorithme des réduites
a; | —11]12] 3 Yy
pi|l1[1(3]10]10y+3
Donc on a
10y + 3 2 2
= , Ty +2) =Ty + 2y = 10y + 3, Ty —8y—3=0
712 y(Ty +2) = Ty" + 2y = 10y y~ -8y

84821473 8+ 148 4+37
v= 2.7 T
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Pour les fractions continues qui sont périodiques dépuis leur début avec des quotients partiels
strictement positif a; > 0, il y a toujours une racine positive et une racine négative de I’équation
du second degré, et notre nombre est la racine positive y = Lﬁ.

(La raison pour laquelle les racines sont de signes opposés est que ’équation est de la forme

Pn — Qn—1 Pn—1
qnl‘Q - (pn - Qn—l)x —pn—1=0 ou 2 Lt S L = 0.
dn gn
Les deux solutions «, 6 d’une telle équation vérifient oo + 3 = 1‘% et aff = _pizn—l < 0.

Donc une est positive et une est négative.)
Si la fraction continue n’est pas périodique depuis le début mais seulement plus tard, on
calcule d’abord la partie périodique. Par exemple pour z = [1,1,1, 2, 3] on écrit

z=[1,1,y] y=1[1,2,3] =1[1,2,3,y].

On calcule d’abord y = 4*'7}/37 comme ci-dessus. Puis on utilise 1’algorithme des réduites pour
calculer z

1|1 Y
Di 112]2y+1
Qi 111 y+1

1
0
2y+1 2T 41 7 154237 11— I  81+TV3T
o= — C— = . = .
7 11+ 37 11 —/37 84

y+1 4+}/3*7+1

Un autre exemple : pour calculer z = [1,2,3,3,3,...] = [1,2,3], on écrit x = [1,2,y] et

y = [3] = [3,y]. On a les tableaux

a;

a; | — |3 Y a; | —|1]2 Y

y—Ipi| 113 |3y+1 r—|pi| 1|13 |3y+1

¢ | 0|1 Y G| 0|112]|2y+1

Donc on a
3y+1 3++13
=¥ y> =3y +1, ¥ —3y—1=0, y=——,
Y 2

Syl 3P4l 2 114313 §-2VI5 1042V13 54 VI3
2y+1 9.3V 1 2 84213 8- 213 12 6

Pour trouver la fraction continue d’un irrationnel quadratique £ avec une étape de prépa-
ration que j’expliquerai en bas, on applique 'algorithme standard, mais en gardant la liste
ap, a1, a9, ... des quotients partiels, mais aussi la liste &g, &1, &2, ... des restes partiels. Quand
on trouve une répétition & = &;4,, on sait qu'on aura ensuite

a; = [5@] = [Ez—i—n] = Qj4n,
1 1

= = &itntls
i—a;  Cign — Qign

§iv1 = ¢

ait1 = [§it1] = [§in 1] = Gignt1,

Donc on aura ay = ag+, pour tout k > i et la fraction continue est

§ = [ao,al,. ey Qi—1,Qgy . .. ,ai+n_1].
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Par exemple, pour £ = \ﬁ, on trouve
&= VT,
ag = [\ﬁ] =2,
1 J7+2 V7+2

S= e Viez o 3
5]
al = 3 :1,
<ﬁ—1>‘1 3 V741 3(T+1)  VT+1
2=\"3 Vi1 V7+1 6 2 7
VT+1
azz[ B :|:1,
¢ = 2 VT+1
3 \ﬁ—l_ 3 )
asz[\ﬁ_‘_l}:l
3 )
§4 = 5 =V7+2
VT -2 ’
a4:[\f7+2]:4,
1 V742
£5=ﬁ_2= g =&

et on a 7 =[2,1,1,1,4].
On voit un phénomeéne apparait. Tous nos &, sont de la forme
_VD+U,

v avec Vj, divisant D — U2. (16)

€n

Quand on a cela, on a
\/5"‘ (Un - anvn) _ \/5 —Uny1
Vi Va
pour U, 11 = a,V;, — U,. Or V,, qui divise D — U? divise aussi D — U3+1 =D — (Up —a,Vp)?%
Donc on a

&n —ap =

5 o 1 o Vn o \/5 + Un+1
i &n — an \/5 —Upt1 Vit
avec Vp,Vpp1 =D — U,QLH. Donc dés qu’on a &, sous la forme (16), on pose
D+ U, D-U? D+ U,
an = 7\/»—’_ , Unpt = anVi—Un, Vi = — n+l = 4\/>+ v = (17)
Vn Vn Vn+1

Et comme V11 divise D — U,% 11, on peut continuer, jusqu’a ce qu’on voit une répétition.
Il est toujours possible de réécrire un irrationnel quadratique sous la forme (16). Par

exemple, si on a £ = 5 — ? :

— On écrit tout un dénominateur commun : £ = % — QT\/E = %.
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— Si le signe devant le terme avec le radical est négatif, on le fait entrer dans le dénomina-
teur : £ = 2‘{%.

~ S’il y a un entier devant le radical comme dans 2v/2, on fait entrer son carré sous le
radical v/8. Cela donne & = ff—g‘g.

@. Si v ne divise pas d — «?, on multiplie numérateur et dé-
v On a Vd+u — Vdw?4uw
' vw

nominateur par w = pecd(v,d—u?) v

— On a maintenant un

avec vw divisant (d — u?)w?.

Vv8:36—18 __ /288-18
—36 - —36

Maintenant on fait les calculs (17) en prenant compte de ’encadrement 16 < /288 < 17.

V288 — 18 V288 — 18

Maintenant on a ce qu’il faut. Dans notre cas, on trouve £ =

§o = —736’ ag = 0, §o—ap = 36 )

—36 V288 4+ 18 V288 — 16

§1= = ) ay = 34, S1—ap = ——
V288 — 18 1 1

1 V288416 V288 — 16

= = ao> = ]_’ — A9 =
) 3% — 16 39 2 & —as 39
32 V288 + 16 V288 — 16
53: = a3:327 fg—agzi
/288 — 16 1 1
1 V288 + 16
V288 — 16 32
Donc & — ¥2 = [0,34,1,32].

Théoréme 10.3. Pour N > 2 un entier naturel non carré, la fraction continue de [V N]+vV N
est périodique depuis le début.

Donc les fractions continues de 1+ v/2, 1 +/3, 24+ 5, 2+ V6, 2+ 7, 24+ V8, 3+ /10,
3+ V11, ..., sont périodiques depuis le début. Si la fraction continue de [\/N | + VN est
[2a0, a1, ..., an], alors celle de VN est [ag, a1, ..., an, 2a0).

Références. Il y a essentiellement deux démonstrations de la périodicité ultime de la fraction
continue d’un irrationel quadratique £ : une |2, 3, 6] qui démontre que dans les équations du
second degré A,&2 + Bp&, + Cp = 0 vérifiées par les &,, les A, By, C,, sont bornés, donc il
faut que dans la suite infinie des &, il y a des répétitions de ces équations. L’autre [4, 7, §|
démontre que les conjugués &, sont ultimement négatifs, donnant des bornes 0 < V,, < D et
|Un| < /D pour n > 0, donc il faut encore des répétitions.

Dans [8, Theorem 7.20| on trouve une caractérisation des £ dont la fraction continue est
périodique (non seulement ultimement). La caractérisation est équivalente a ce que £ soit de
la forme a + /B avec 3 un rationnel positif non carré, et o un rationnel vérifiant |/3 — 1] <
a < +/B. Les nombres [\/N] + VN sont de ce genre, d’ou le théoréeme 10.3.

Pour certains nombres, dont les [\/N |+ VN, les périodes sont symétriques, et la fraction
continue de la forme [ag, a1, az,as, ..., as, a2, a;]. Je n’ai pas trouvé de référence expliquant ce
phénoméne connu, mais je pense que c’est pour les a + /3 comme ci-dessus avec « entier ou
demi-entier.
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