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Remarque 1.9. Dans le théoréme 1.7, on peut échanger les roles de a et b dans
la formule et avoir

F@)= FO) + FO)a—b) + -+ L0 (- pyr g L0 gy,
Pour s’en convaincre, remplacer dans la formule du théoréme, f par g = f o ¢
oil ¢: [a,b] — R est définie par p(z)=a+b—z;on a g@) = (f(Z o) x (—1).
Ainsi, si f est une fonction réelle (n + 1) fois dérivable au voisinage de 0, en
posant a=0et b=z (z >0 ou z<0), on a

™0 (D)
fx)=f0)+ f'(0)z+--+ I !( )" + f(n+1()!):c 1 avec |e] <z

Corollaire 1.10. Soient [a,b] (a#b) un intervalle de R, f:]a,b] — R de classe
C" et admettant une dériée d’ordre (n + 1) sur ]a, b[. On suppose qu’il existe

M € [0, + oo tel que pour tout x €)a,b[, | f" TV (x)] < M.

=N e(4) ) o n+1
f(b)—;fi—z(a)(b‘“y Ttnr

Alors on a <M X

Exemple 1.11. Prenons a =0, b=1 et f:[0,1] — R définie par f(z)=e". Quel
que soit I'entier naturel 4, on a f(®(x) = ¢®. La fonction x +— e® est grossiérement
majorée par 3 sur [0,1]. On a donc par exemple l'inégalité suivante:

11 1 1 1 1 1
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On en déduit par exemple que 1 + % + i + % + i + é = % est une valeur
) o1 163 2

approchée de e a mNO 0042 pres. En fait on a |e — 50 ’<m

Théoréme 1.12. (formule de Taylor-Young) Soient xo € R, n un entier
naturel non nul et f une fonction de classe C"~! au voisinage de xy. On suppose
que f™(xo) eviste. Alors il existe une fonction e: x s e(x) définie au voisinage

de xg telle que lim e(x) =0 et vérifiant la formule
r—>T9

=n (3) ]
f(z) = Z T2 (2~ ag)i 4 (2 — o)™ x e(@).
Cette formule est appelée formule de Taylor-Young.

St on pose h=x — xq, la formule de Taylor-Young s’écrit:

_Z=n f(Z)(wO) 1 n . s _
f(xzo+ h) _;0 T hi+hre(h) ou lim e(h) =

Définition 1.13. Soient xq € R et f une fonction définie au voisinage de xy et
telle que les dérivées successives f'(xq), ..., f(xo), ..., f™(x0) existent. On appelle
développement de Taylor a Uordre n de f en :co, la fonction polynomiale

T.(f,x0) définie au voisinage de xo par Tn(f,xo)(x) = Z £ (wo) L 7 (2 — xg)®.
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1
Exemple 1.14. Soit f: [ - %, + oo[ — R la fonction définie par f(z)=(1+ z)1.

Calculons le développement de Taylor a 'ordre 2 de f en xq=0.
Solution: la fonction f est indéfiniment dérivable au voisinage de 0 et on a:
7

3
ey =21 +2) 75 ey == xx (1+a)
Do f(0)=1, f'(0) =1, f"(0)=— .
Le développement de Taylor a I'ordre 2 de f en xy=0 est donc
To(f,0)(z) =1+ o — a2
Exemple 1.15. Soit g: R — R définie par g(z)=1— cos(2z).
Donner le développement de Taylor a 'ordre 3 de g en 0.
Solution: on a g'(z) = 2sin(2z), ¢"(z) = 4cos(2x), g©®(x) = — 8sin(2x),
d'ou g(0)=0, ¢'(0)=0, g"(0) =4, g"(0)=0.
Le développement de Taylor a I'ordre 3 de g en 0 est T3(g, 0) = 2z
On notera ici que T1(g,0)(x) =0, Tax(g,0)(x) = 222,
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1.2 Développements limités

Définition 1.16. Soit f une fonction réelle de la variable réelle x, définie au

voisinage d’un point xo. On dit que f admet un développement limité d’ordre

n en xo (n € N), s’il existe un polynéme P,, de degré au plus n et une fonction

e définie au voisinage de xq tels que:f(x) = Pp(x) + (x — o)™ X e(x), avec
lim e(x)=0.

r—— o

Autrement dit, f admet un développement limité d’ordre m en xg, si on peut

trouver un polynéome P, de degré au plus n tel que lim f(z) — Pu(z) =0.
Tr—>20 (:c —_ :1:0)"

Exemple 1.17. Si f est de classe C™ au voisinage de xg, la formule de Taylor-
Young donne un développement limité de f en xg. Ainsi, un développement limité
en ro=0 a l'ordre 3 de la fonction x+ 1 — cos(2x) est donné par

1 —cos(2z) =222+ x3(x), ou lim e(z)=0.
z—0

Note 1.18.

1. Si f, définie au voisinage de zy admet un développement limité d’ordre n
en xo, alors f est continue en xy.

2. Si f admet un développement limité d’ordre n avec n > 1 en xy, alors f est
dérivable en xy.

Note 1.19. (les notations o (petit o) et O (grand o))

1. Soient f et g deux fonctions réelles définies au voisinage du point zy € R.
On dit que f est un "petit o de g" et on écrit f = o(g) au voisinage de xg
s’il existe une fonction e définie au voisinage de zg telle que lim e(z) =0

et f(x)=g(x) xe(x) -
On notera que si pour x # xg, on a g(z)#0 au voisinage de xg, dire que f=o0(g)

f(z)

c’est dire que lim ——<=0.
a—sazo g()

Quelques exemples:

a) Si lim f(z)=0,o0ona f=o0(1) au voisinage de xy.
T—T0

b) Siny <ng (n1,n2 € IN), alors on a 2™ =o(z™) au voisinage de 0.

2. Soient f et g deux fonctions réelles définies au voisinage du point zg € RR.
On dit que f est un "grand o de ¢" et on écrit f =O(g) au voisinage de x
s’il existe une fonction ¢ définie au voisinage de xq telle que ¥ est bornée
au voisinage de xp et f(x)=g(z) x ¥(x) .

Si pour x # x, on a g(z)#0 au voisinage de zg, dire que f=0(g) c’est dire qu'il

/()

9(x)

existe M € R, tel que < M au voisinage de xg .
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Remarque 1.20.

1. Si f admet un développement limité & l'ordre n en xg, alors on peut uti-
liser 'une ou 'autre des écritures suivantes:

a) f(x)=P,(x)+ (z —x0)" xe(x) avec xli_rgoe(:c) =0
b) f(z) = Pu(z) + o((x — 20)")

2. Supposons que f admet un développement limité & 'ordre n en xy, donné
par un polynéme P, de degré au plus n.
f(x) = Pu(z)
(x —xo)nt!
f(@)=Pu(z) + O((z — x0)"*1).

Si le quotient est borné au voisinage de xg, alors on peut écrire

Théoréme 1.21. (unicité du développement limité) Soit f une fonction
admettant un développement limité d’ordre n en le point xo€ R.

Si1 P, et Q,, sont des polynomes de degré au plus n tels que

f(x) = Po(x) + o((z — w0)") et f(x) = Qn(x) + o((x —x0)"),

alors on a P, = Q,, .

Définition 1.22. Si f admet un développement limité d’ordre n en xg, le poly-
nome P, tel que f(z) = Py(x) + o((z — 20)") = Po(x) + (z — xo)"™ X e(x — x0) est
appelé partie réguliere du développement limité d’ordre n de f en xq et

o((z —xp)") = (x — )" X e(x —x0) est le reste correspondant.

Remarque 1.23. (A RETENIR) Si f est une fonction de classe C"~! (n > 1) au
voisinage de g telle que f™(x) existe, alors la formule de Taylor-Young fournit
le développement limité de f a ’ordre n en xq:

=N () (o !
f(x)= Z fz—(vo)(w — )"+ (& — o)™ X e(x).
1=0



