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2.5.3 Changement de variable

La technique du changement de variable se fonde sur la régle de dérivation d’une
fonction composée, rappelée ci-dessous.

Théoréme 2.22. Soient I et J deux intervalles de R.
On suppose que ¢: J — IR et h: I — R sont des fonctions dérivables et que
ltmage de J par ¢ est contenue dans I (ce qui s’écrit: p(J) C1).

Alors la fonction composée ho ¢ est dérivable sur J et on a

(hop)'=(hop)x¢'|

Lorsque les fonctions ¢ et h sont contintiment dérivables, le théoréme ci-
dessus nous permet d’affirmer que si h: I — IR est une primitive de
f:I— R (i.e. h'= f), alors ho ¢ est une primitive de la fonction

(fop) X ¢ sur J.

Théoréme 2.23. Soient f: I — R une fonction continue sur un intervalle I,
p: J — R une fonction continiment dérivable sur un intervalle J et telle que
o(J)=1 (i.e. limage de J par ¢ est égale a I). Alors on a:

1. Si F est une primitive de f, alors (F o p)(t) est une primitive de
flp(t)) x @'(t). Réciproquement, toute primitive de f(p(t)) X ¢'(t) est de la forme
F oy ou F est une primitive de f.
Ce fait est traduit abusivement par la formule:

( frens)oe= [ricmnema
2. St a etb sont deux points de I et « et 3 sont deux points de J tels que

b B
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3
Exemple 2.24. Calculer l'intégrale suivante: / i V2x + 1dx.

0
Solution: Soit ¢: [1,4] — [0, %] définie par p(t) = %(t —1). Ona ¢/(t) = %; o est

strictement croissante et ¢([1, 4]) = [O, %] En utilisant le théoréme précédent, on
3

3 4
trouve /2 \/21‘+1dX:/ %\/fdt.
0 1

Dans la pratique on procéde quasi mécaniquement comme suit:
on fait un changement de variable en posant 2 + 1 = wu, ce qui donne par diffé-

rentiation 2dx = du, donc dx = Edu. Lorsque x =0, on a u=1 et lorsque x = %,

3
3 4
on a u=4. On en déduit: /2 V2zx+1dx = / %\/Edu. Une primitive de la
1

0
3

. 2 3 .
fonction usuelle u— /u est =u?2, ce qui donne

3
1 1[2 1% 17 a4 5
/ —vudu==| Zu? :—[uﬂ . Une simple évaluation de © +— 1?2 en 4
1 2 213 |, 3 1

4 3
et 1 nous donne ensuite / %\/ﬂdu = g Conclusion: /2 V2% + ldX:§
1 0

Exemple 2.25.

Calculer une primitive de la fonction f:[0, + oo[ — R définie par f(z)= a

2024+ 1°
Solution: on fait un changement de variable en posant u = 2x? + 1, ce qui donne

du=4xdx. On en déduit / LdX:/ l X ldu.

22241 4 u
Comme / Zdu = In|u| + cste, on en déduit qu'une primitive de la fonction f
définie par f(x)= Q:EQLH est iln(Z:c2 +1).

D’une maniére générale, lorsque la fonction f a intégrer est de la forme

f(x)= A (z) ot k est une constante réelle non nulle, on a

g(x)
f(x)dx = kIn(|g(x)]) + X

Note 2.26. Etant donnée / f(x)dx a calculer (on suppose f continue), quand

on pose = ¢(t), il faut déterminer l'intervalle [a, (] (attention: il peut arriver
que a > 3) tel que:

e ( est contintiment dérivable sur [a, (]
o yla)=a, p(B)=b
b ‘P([aaﬁ]):[avb]

b B
Dans ces conditions, / f(:L‘)dX:/ fle(t)) x ¢'(t)dt.
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Exemple 2.27. (cas de fonctions paires ou impaires)
Soit a un nombre réel strictement positif. En faisant le changement de variable
u=—x sur 'intervalle [—a, 0], on obtient:

1. Soit f une fonction continue et paire définie sur l'intervalle [ — a, a]. Alors

on a / f(z)dx = 2/ f(z)dx. En effet, la relation de Chasles donne
- 0

a
a 0

f(z)dx= f(:E)dX+/ f(z)dx . En posant u=—x sur [—a,0], on a
o —a
f(:z:)dxz/ — f(—u)du= / f(—w)du. f étant paire, nous avons
f(— pourtoutue [0,al. Onendedmt/ f(x)dx= / f(u)du, d’ont

le resultat/ f(z)dx= 2/ flx

Par exemple, / cos(x)dx =2 /2 cos(x)dx =2
- 0

™
2

2. Si f est une fonction continue et impaire définie sur l'intervalle | — a, al,

alors on a f . Par exemple, /2 sin(x)dx = 0,

/ x3dx = 2
—2

Proposition 2.28. (cas de fonctions périodiques)

Soit f:R— R une fonction continue et périodique de période T.
b+ T

b
Alors pour tout a, beR, on a / f(x)dxz/ f(z)dx.

a+T

Démonstration. En faisant le changement de variable u =z + T, on a du = dx.

b b+T
Ce qui donne/ f(:L‘)dX:/ f(u—T)du. f étant périodique de période T', on
+T

aflu=T)=f((u=T)+T)= f(u), d’ou finalement

/ F)dx = /HT F(u)du. 0

Corollaire 2.29.
Soit f:IR— R une fonction continue et périodique de période T.

x1+T x24T
Alors pour tout x1, x2s€R, on a / f(l‘)dX:/ f(x)dx.

z1 2

Démonstration.

La relation de Chasles donne /

z1+T z1+T

f(z)dx = " f(l‘)dX+/ f(z)dx. La

1 2

T2 xo+T
proposition 1.28 nous dit que f(z)dx = / f(z)dx. En reportant cette
1 z1+T
derniére expression dans la premiére ligne de notre démonstration, nous obtenons:

z1+T To+T x1+T
/ flz)dx = / f(z)dx + / f(z)dx. On utilise alors la relation de

x1 z1+T T2
Chasles pour conclure. O



