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But : Théorème

lamda calcul pur

Le lambda calcul pur est l’objet intial dans la catégorie des
monades exponentielles.

lambda calcul simplement typé

Le lambda calcul simplement typé est l’objet initial dans la
catégorie des monades exponentielles typées.
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Étude du lambda calcul

lambda calcul simplement typé

ensemble des types T : ∗|T ⇒ T
ensemble des variables typés ΓX = ((xi : ti ))xi∈X où ti ∈ T

var :
(x : t) ∈ ΓX

ΓX ` x : t

app :
ΓX ` M : u ⇒ t, ΓX ` N : u

ΓX ` app(M,N) : t

app1u :
ΓX ` M : u ⇒ t

ΓX∪(∞X :u) ` app1(M) : t

absu :
ΓX∪(∞X :u) ` M : t

ΓX ` abs(M) : u ⇒ t
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Étude du lambda calcul

lambda calcul simplement typé

la substitution : M[x ← N] où x : t est libre dans M : u et de
même type que N : t

β–réduction :
ΓX∪(∞X :u) ` M : t, ΓX ` N : u

ΓX ` app(abs(M),N)→β M[∞X ← N] : t

β–réduction (2) :
ΓX∪(∞X :u) ` M : t

ΓX∪(∞X :u) ` app1(abs(M))→β M : t

η–réduction :
ΓX ` M : u ⇒ t

ΓX ` abs(app(M, var(∞X )))→η M : u ⇒ t

η–réduction (2) :
ΓX ` M : u ⇒ t

ΓX ` abs(app1(M))→η M : u ⇒ t
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Structures catégorielles

Monade sur une catégorie C : (R, η, µ) où R : C → C,
η : Id

�−→ R et µ : R ◦ R
�−→ R

Module sur une monade R : (M, σ) où M : C → C et

σ : M ◦ R
�−→ M

Morphisme de modules F : T
�−→ S compatible avec σ

Module derivé (typé)

Monade exponentielle (typée)
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Structures catégorielles

lambda calcul pur

C = Ens

Module derivé : M ′X := M(X ∗) = M(X ∪∞X )

Monade exponentielle : (R, α) où R est une monade et

α : R
�−→ R ′ un isomorphisme de modules

lambda calcul simplement typé

C = (Ens ↓ T ), X → T ∈ ObC, X → Y ∈ MorC
Module derivé typé : ∂uM(X → T ) := M(X ∗ → T )

u–Module : Mu(X → T ) := M(X → T → T )

Monade exponentielle typée : monade R munie pour chaque

type u d’un isomorphisme de modules Ru �−→ ∂uR
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Construction des monades exponentielles

lambda calcul pur

LC est une monade exponentielle : ((LC, var, subst), app1)

lambda calcul simplement typé

ST est une monade exponentielle typée :
((ST, var, subst), (app1u)u∈T )
L’inverse de app1u est absu ;β– et η–équivalence le vérifient.
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Coq
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