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Julianna Zsidó
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Signatures du premier ordre

Signature

Une signature est une famille d’arités.

Arité non–typée

Une arité est un entier, représentant le nombre d’arguments.

Exemples

l’arité de l’addition comme opération sur les entiers : 2

l’arité de la factorielle ! : N → N : 1

Représentation

Une représentation de l’arité n dans un ensemble E est une
application E × . . .× E︸ ︷︷ ︸

n fois

→ E .
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Arité (simplement) typée

Soit T un ensemble, l’ensemble de types. Une T–arité est une liste
de types de T non–vide.

Exemples

T = {Z, bool}, l’arité de «if–then–else» à valeurs dans Z :
(Z; bool,Z,Z)

T = {Z, bool}, l’arité de la fonction zero? : Z → bool :
(bool; Z)

Représentation

Une représentation de l’arité (t0; t1, . . . , tn) dans (Et)t∈T , une
famille d’ensembles indexée par T , est une application
Et1 × . . .× Etn → Et0 .
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Signatures d’ordre supérieur

Les exemples emblématiques pour les signatures d’ordre supérieur
sont le Lambda–calcul pur, le Lambda–calcul simplement typé et le
Lambda–calcul typé.
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Arité non–typée [FPT99]

Une arité est une liste de nombres naturels. La longueur correspond
au nombre d’arguments et le naturel signifie le nombre de variables
liées dans l’argument.

La définition habituelle des lambda–termes LCV à partir d’un
ensemble de variables V est la suivante :

v ∈ LCV pour v ∈ V

app(M,N) ∈ LCV pour M,N ∈ LCV

abs(M) ∈ LCV pour M ∈ LCVq{v}

La signature du Lambda–calcul pur : ((0, 0), (1))
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La représentation dans un ensemble n’est plus adéquate dans ce
cas.

Représentation

Une représentation de l’arité (a1, . . . , an) dans la monade R est un
morphisme de R–modules :

R(a1) × . . .× R(an) → R
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Monade

Définition

Une monade sur une catégorie C est un triplet (R, η, µ) où

R : C → C est un endofoncteur, η : Id
�−→ R et µ : R2 �−→ R deux

transformations naturelles qui font commuter les diagrammes
suivants pour tout X objet de C :

RX
RηX //

IdRX ""E
EE

EE
EE

EE R2X

µX

��

I . II .

RX
ηRXoo

IdRX||yy
yy

yy
yy

y
R3X

µRX //

RµX

��

R2X

µX

��
RX R2X µX

// RX
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Exemple monade

Ensemble des parties

L’opérateur P associant à X ∈ Ens l’ensemble de ses parties
PX := {A ∈ Ens : A ⊆ X} est une monade sur Ens :

f : X → Y application, Pf : PX → PY ,
A ⊆ X 7→ {f (a) : a ∈ A} = f (A) ⊆ Y

ηX : X → PX , x 7→ {x}
µX : PPX → PX , {A1, . . . ,An} 7→

⋃n
i=1 Ai

triangle I.
{x1, . . . , xk} 7→ {{x1}, . . . , {xk}} 7→

⋃k
i=1{xi} = {x1, . . . , xk}

triangle II. {x1, . . . , xk} 7→ {{x1, . . . , xk}} 7→ {x1, . . . , xk}
carré : union intérieur / extérieur
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Exemple monade

Les formules

On se donne l’ensemble de constants {0, 1, π}, le constructeur cos
de l’arité 1 et les deux constructeurs + et ∗ d’arité 2. Considérons
l’opérateur F qui associe à un ensemble de variables X l’ensemble
de formules construites avec les constants, les variables et les
constructeurs. F est une monade :

f : X → Y application, F f : FX → FY renommage de
variables

ηX : X → FX , x 7→ x considéré comme formule

µX : FFX → FX la substitution

triangle I., II., carré
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Exemple monade

Le Lambda–calcul pur

Le Lambda–calcul pur syntaxique (les lambda–termes) est une
monade sur Ens : (LC, var, subst)
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Module

Définition

Soit R une monade sur C. Un R–module est un couple (M, σ)
consistant en un foncteur M : C → D et une transformation
naturelle σ : M ◦ R

�−→ M qui font commuter les diagrammes
suivants

MRR
σR //

Mµ
��

MR

σ

��

MR

σ

��

M
Mηoo

Id}}zz
zz

zz
zz

MR σ
// M M
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Exemples module

Module tautologique

Une monade R est un R–module : (R, µ)

Module derivé

Soit R une monade sur Ens et M : Ens → Ens un R–module. On
pose

M ′X := M(X ∗) = M(X q {∞X})

et
σ′X := σX∗ ◦MgX

où g : (RX )∗ → R(X ∗) tel que g |RX= RıX et
g(∞RX ) = ηX∗(∞X ).
M ′ est un R–module.
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Morphisme de modules

Définition

Soient R une monade, (M, σM) et (N, σN) deux R–modules. Un
morphisme de module F est une transformation naturelle
compatible avec σM et σN , c’est–à–dire il fait commuter le
diagramme suivant

MR
σM //

FR
��

M

F
��

NR σN

// N
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Exemple
Une représentation de la signature ((0, 0), (1)) dans la monade LC
est constituée de

app : LC× LC → LC

et
abs : LC′ → LC

Théorème

Le Lambda–calcul pur syntaxique LC est initial dans la catégorie
des représentations de la signature ((0, 0), (1)).
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Catégorie des représentations

Soit α = (a1, . . . , an) une arité. On construit Σ, la catégorie des
représenatations de α, de la façon suivante :

Un objet de Σ est un couple consistant en une monade R sur
Ens, et une représentation de α dans R, r (α,R) : (R, r (α,R))

Un morphisme entre (R, r (α,R)) et (S , r (α,S)) est une
morphisme de foncteurs f : R → S tel que le diagramme
suivant commute :

∏n
i=1 R(ai )

Q
f (ai )

//

r (α,R)

��

∏n
i=1 S (ai )

r (α,S)

��
R

f
// S
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Lambda–calcul

Lambda–calcul simplement typé et Lambda–calcul typé :

(x : t) ∈ Γ

Γ ` x : t
var

Γ ` M : u ⇒ t Γ ` N : u

Γ ` app(M,N) : t
app

Γq (x : u) ` M : t

Γ ` abs(M) : u ⇒ t
abs
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Cas simplement typé

L’ensemble des types T est fixé : il est défini à partir d’un ensemble
de types de base A ↪→ T et avec le constructeur ⇒: T × T → T

Arité simplement typé — première version

Une arité est synthétisée des cas typé du premier ordre et non–typé
d’ordre supérieur :

(t0; (t1; `1), . . . , (tn; `n))

avec ti ∈ T pour tout i = 1, . . . , n et `i une liste d’éléments de T
pour tout i = 1, . . . , n.
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Exemple
La signature du Lambda–calcul simplement typé est l’union des
deux familles d’arités suivantes

(t; (u ⇒ t; ∅), (u; ∅)) pour tous u, t ∈ T

(u ⇒ t; (t; (u))) pour tous u, t ∈ T
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Remarque

Le Lambda–calcul simplement typé est une monade sur Ens /T ,
notée STLC.

La catégorie Ens /T
les objets sont des applications X → T
les morphismes sont des applications X → Y telles que :

X

  @
@@

@@
@@

// Y

~~~~
~~

~~
~

T

commute, où X → T et Y → T désignent deux objets
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Représentation

Une représentation de l’arité (t0; (t1, `1), . . . , (tn, `n)) dans la
monade R sur Ens /T est un morphisme de R–modules à valeurs
dans Ens

n∏
i=1

[∂`i R]ti → [R]t0

Exemple
Une représentation de la signature
((t; (u ⇒ t, ∅), (u, ∅))u,t∈T , (u ⇒ t; (t, (u)))u,t∈T ) dans la monade
STLC est constituée de (appu,t)u,t∈T et (absu,t)u,t∈T avec

appu,t : [STLC]u⇒t × [STLC]u → [STLC]t

absu,t : [∂u STLC]t → [STLC]u⇒t
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Modules

Idée : «on rajoute une variable de type u»

Module dérivé typé

Soient R une monade sur Ens /T et M un R–module à valeurs
dans une catégorie D. On construit le module dérivé typé par
rapport à u ∈ T de M en posant pour tout objet f de Ens /T :

∂uMf := Mfu

où f : X → T et fu : X ∗ → T avec fu |X= f et fu(∞X ) = u ; et
pour tout h morphisme de Ens /T :

∂uMh := Mh∗

où h∗ : X ∗ → Y ∗ si h : X → Y .
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Signatures du premier ordre
Signatures d’ordre supérieur

Signatures non–typées
Signatures simplement typées
Signatures typées

Modules

Idée : «on garde les termes de type u»

Module fibre

Soient R une monade sur Ens /T et M un R–module à valeurs
dans Ens /T . On construit le module fibre par rapport à u ∈ T de
M en posant pour tout objet f de Ens /T :

[M]uf := (Mf )−1(u) = {x ∈ M1X : Mf (x) = u}

où Mf : M1X → T et pour tout h : f1 → f2 morphisme de Ens /T :

[M]uh := Mh |[M]uf1
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R–module

Notations

Catégorie des monades sur Ens /T : R

Grande catégorie des modules sur les monades sur une
catégorie C à valeurs dans D : LModDC

Un objet est un couple (R,M) consistant en une monade R
sur C et un R–module M
Un morphisme entre deux objets (R,M) → (S ,N) est un
couple (ρ1, ρ2) consistant en un morphisme de monades
ρ1 : R → S et un morphisme de R–modules ρ2 : M → ρ∗1N où
ρ∗1N désigne le «pull–back» de N selon ρ1

Foncteur oubli de LModDC dans la catégorie des monades sur
C : FO.
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R–module

R–module

Un R–module est un foncteur section S : R → LModDEns /T ,
c’est–à–dire que FO ◦ S = Id

Exemples

R–module dérivé typé :

Θu : R ∈ R 7→ (R, ∂uR) ∈ LMod
Ens /T
Ens /T

R–module fibre : [Θ]u : R ∈ R 7→ (R, [R]u) ∈ LModEns
Ens /T
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Arité simplement typé — deuxième version

Une arité est un couple de R–modules (µ, ν), noté µ→ ν.

Exemple
La signature du Lambda–calcul simplement typé est l’union des
deux familles d’arités suivantes :

∀u, t ∈ T , [Θ]u⇒t × [Θ]u → [Θ]t

∀u, t ∈ T , [Θu]t → [Θ]u⇒t

Représentation

Une représentation de l’arité α = µ→ ν dans la monade R ∈ R

est un morphisme de R–modules :

r (α,R) : µR → νR
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Signatures du premier ordre
Signatures d’ordre supérieur

Signatures non–typées
Signatures simplement typées
Signatures typées

Signatures typées d’ordre supérieur

Théorème

Le Lambda–calcul simplement typé STLC est initial dans la
catégorie des représentations de la signature
(([Θ]u⇒t × [Θ]u → [Θ]t)u,t∈T , ([Θ

u]t → [Θ]u⇒t)u,t∈T .
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Catégorie des représentations

Soit α = µ→ ν une arité. On construit Σ, la catégorie des
représentations de α, de la façon suivante :

Un objet de Σ est un couple consistant en une monade de R,
R, et une représentation de α dans R, r (α,R) : (R, r (α,R))

Un morphisme entre (R, r (α,R)) et (S , r (α,S)) est un
morphisme de R, f : R → S tel que le diagramme suivant
commute :

νR
νf //

r (α,R)

��

νS

r (α,S)

��
µR

µf
// µS
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Cas typé

L’ensemble des types n’est pas fixé, il peut varier avec l’ensemble
de variables.
On a des variables de termes et des variables de types. On peut
avoir des constructeurs sur les deux niveaux «termes» et «types».

Exemple
Les constructeurs du Lambda–calcul typé sont ⇒, app et abs.
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Cas typé

On voudrait avoir une signature similaire à celle du Lambda–calcul
simplement typé :

⇒: Θ×Θ → Θ

app : [s,tΘ]s⇒t × [s,tΘ]s → [s,tΘ]t

abs : [s,tΘ
s ]t → [s,tΘ]s⇒t

où les «types» s et t sont à bien définir.
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Conséquences

Remarque

Le Lambda–calcul typé est une monade sur la catégorie TEns,
notée TLC.

La catégorie TEns

un objet est une application f : X → T avec X ,T ∈ Ens
un morphisme entre deux objets f1 → f2 où f1 : X1 → T1,
f2 : X2 → T2 est un couple d’applications (ϕ,ψ) tel que le
diagramme suivant commute :

X1

ϕ //

f1

��

X2

f2

��
T1

ψ

// T2
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Conséquences

Notation

La catégorie des monades sur TEns est notée R.

Pour pouvoir distinguer un type on introduit la monade dérivée :

Monade dérivée

Une monade R ∈ R induit une monade R ′ sur TEns1, la monade
dérivée.

La dérivation de monades est fonctorielle.

Notation

La catégorie des monades sur TEnsn est notée R(n).
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Les catégories TEnsn

Les objets

Les objets sont des applications (f , α1, . . . , αn) avec f : X → T
avec X ,T ∈ Ens et αi : {•} → T pour tout i = 1, . . . , n où {•}
désigne l’ensemble singleton

X

f
��

{•}

α1

##.
.
.

αn

;; T
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Les catégories TEnsn

Les morphismes

Un morphisme entre deux objets (f1, α1, . . . , αn) → (f2, β1, . . . , βn)
où f1 : X1 → T1, f2 : X2 → T2 est un couple d’applications (ϕ,ψ)
tel que les diagrammes suivants commutent pour tout
i = 1, . . . , n :

X1
ϕ //

f1
��

X2

f2
��

T1
ψ // T2

T1 ψ
// T2 {•}

βi

==||||||||αi

aaBBBBBBBB
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Définitions

Catégorie de monades

Toute catégorie C munie d’un foncteur F : C → R est appelée
catégorie de monades sur TEns.

Σ–module

Soit Σ = (C,F ) une catégorie de monades. Un Σ–module de degré
n à valeurs dans D est un foncteur S : C → LModDTEnsn qui fait
commuter le carré suivant :

C S //

F

��

LModDTEnsn

��
R // R(n)
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Exemple Σ–module

Soit Σ = (C,F ) une catégorie de monades. On considère le
foncteur nΘ :

R 7→ (n(FR), n(FR))

C’est un Σ–module de degré n à valeurs dans TEnsn :

C nΘ //

F

��

LModTEnsn
TEnsn

��
R // R(n)
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Arité typé

Une Σ–arité de degré n est un couple (µ, ν) de Σ–modules de
même degré n à valeurs dans la même catégorie D , noté µ→ ν.

Représentation

Soit Σ = (C,F ) une catégorie de monades. Une représentation de
la Σ–arité α = µ→ ν de degré n dans l’objet A ∈ Σ est un
morphisme de n(FA)–modules :

r (α,A) : µA → νA

Julianna Zsidó La signature du Lambda–calcul typé
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Catégorie des représentations

Soient Σ = (C,F ) une catégorie de monades et α = ν → µ une
Σ–arité. A partir de Σ et α, on construit une nouvelle catégorie de
monades Σ′, appelée catégorie des représentations de α, de la
façon suivante :

Un objet de Σ′ est un couple consistant en un objet de Σ, A,
et une représentation de α dans A, r (α,A) : (A, r (α,A))

Un morphisme entre (A, r (α,A)) et (B, r (α,B)) est un
morphisme de Σ, f : A → B tel que le diagramme suivant
commute :

νA
νf //

r(α,A)

��

νB

r(α,B)

��
µA

µf

// µB
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Θ : R ∈ R 7→ (R,R) ∈ LModEns
TEns où R = P ◦ R avec

P : TEns → Ens.

Arité de ⇒
τ := Θ×Θ → Θ est une R–arité.

La catégorie des représentations Rτ

On définit la catégorie des représentations de τ : Rτ . On note
O : Rτ → R le foncteur oubli qui associe à un objet (R, r (τ,R)) la
monade R.
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Σ–modules

Σ–module dérivé

Soient Σ = (C,F ) une catégorie de monades, M un Σ–module de
degré n et à valeurs dans D, i ∈ {1, . . . , n}. On définit le foncteur
M(i), le i -ème module dérivé de M :

R 7→ (n(FR), (MR)(i))

Le foncteur M(i) est un Σ–module de degré n à valeurs dans D :

C M(i)
//

F

��

LModDTEnsn

��
R // R(n)
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Σ–modules

On voudrait définir des modules fibres comme dans le cas
simplement typé, mais on ne peut pas le définir par rapport à un
type concret parce qu’on n’a pas d’ensemble de types fixé.

S–type

Soient Σ = (C,F ) une catégorie de monades, S un Σ–module de
degré n à valeurs dans TEnsm. On appelle S–type toute
transformation naturelle

α : • �−→ S

Pour tout objet R ∈ C, αR : • → SR est un morphisme de

n(FR)–modules.
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Σ–modules

Σ–module constant

Soit Σ = (C,F ) une catégorie de monades. Considérons le foncteur
• : Σ → LModEns

TEnsn :

R 7→ (n(FR), •)

où • est considéré comme un n(FR)–module. Le foncteur • est un
Σ–module de degré n à valeurs dans Ens :

C
•

//

F

��

LModEns
TEnsn

��
R // R(n)
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Σ–modules

Σ–module fibre

Soient Σ = (C,F ) une catégorie de monades, S un Σ–module de

degré n à valeurs dans TEnsm et α : • �−→ S un S–type. On définit
[S ]α, le Σ–module fibre de degré n à valeurs dans Ens par :

R 7→ (n(FR), [SR]αR
)

Le foncteur [S ]α est un Σ–module de degré n à valeurs dans Ens :

C
[S]α //

F

��

LModEns
TEnsn

��
R // R(n)
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Exemples Rτ–module fibre

Notation

On note s,tΘ : Rτ → LModTEns2
TEns2

le Rτ–module 2Θ.

Rτ–module fibre

On définit [s,tΘ]s⇒t comme le module fibre [s,tΘ]α en le s,tΘ–type
suivant :

α(R,rτ,R) : • 7→ (ψ
η

(R)
f

(α1(•)) ⇒ ψ
η

(R)
f

(α2(•)))

pour tout (f , α1, α2) ∈ TEns2.
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Signatures du premier ordre
Signatures d’ordre supérieur

Signatures non–typées
Signatures simplement typées
Signatures typées

Exemples Rτ–module fibre

Notation

On note s,tΘ
s : Rτ → LModTEns2

TEns2
le Rτ–module 2Θ

(1).

Rτ–module fibre

On définit [s,tΘ
s ]t comme le module fibre [s,tΘ

s ]α en le s,tΘ
s–type

suivant :

α(R,rτ,R) : • 7→ ψ
η

(R)
f

(α2(•)))

pour tout (f , α1, α2) ∈ TEns2.
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Signature typée

Soit n ∈ N. Une signature consiste en une liste de catégories de
monades Σ0 := R,Σ1, . . . ,Σn−1 et une liste de familles d’arités
S1, . . . ,Sn telles que Si est une famille de Σi−1–arités et que Σi est
la catégorie des représentations de Si pour tout i = 1, . . . , n.

Exemple
La signature du Lambda–calcul typé consiste en (R,Rτ ) et
((τ), (α1, α2)) avec

τ = Θ×Θ → Θ

α1 := [s,tΘ]s⇒t × [s,tΘ]s → [s,tΘ]t

α2 := [s,tΘ
s ]t → [s,tΘ]s⇒t
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Catégorie des représentations d’une signature typée

Soit ((Σ0, . . . ,Σn−1), (S1, . . . ,Sn)) une signature. La catégorie des
représentations de cette signature est Σn, la catégorie des
représentations de la famille de Σn−1–arités Sn.

Exemple
Une représentation de la signature ((R,Rτ ), ((τ), (α1, α2))) dans
la monade TLC est constituée de (TLC,⇒, app, abs) où

⇒: TLC× TLC → TLC

app : [s,tTLC]s⇒t × [s,tTLC]s → [s,tTLC]t

abs : [s,tTLCs ]t → [s,tTLC]s⇒t
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Conjecture

Le Lambda–calcul typé TLC est initial dans la catégorie de
représentations de la signature (R,Rτ ), ((τ), (α1, α2)).

Julianna Zsidó La signature du Lambda–calcul typé
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