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Chapitre 1

Introduction

Les images fractales sont bien connues, on peut les recontng*dans la nature, par exemple
dans une feuille de la fougere ou dans l'agrandissement dlu ocon de neige. La plus illustre
image fractale, qui n'appara pas dans la nature, est prolblement la fractale de Mandelbrot.

Fig. 1.1 { La fractale de Mandelbrot

L'une des caraceristiques d'une image fractale est I'aub{similarie, ca veut dire qu'un agran-
dissement est similairea l'original.

Bien qu'elles soient connues, ce sont des objets complexddéme la @ nition d'une fractale
est di cile et utilise une gereralisation de la dimension de Hausdor , qui peut avoir les valeurs
non{enteres.

Il'y a plusieurs facon de construire des fractales. Par exemle en ierant des proedes
geonretriques, mais on peut aussi utiliser des ierations stochastiques de fonctions et c'est le
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sujet de ce nemoire de recherche.

Ce memoire est organise de la facon suivante. Le deuxenme chapitre est consace aux chames
de Markov. Elles sont introduites gereralement sur un espace déetats qui n'est pas recessairement
tenombrable : oretudie leur comportement en temp long et leureventuelle mesure invariante.
Comme il n'y a pas de esultat gereral pour les espace détats au plus cenombrable, on se
restreint au cas ni. Le troiseme chapitre s'occupe des factions iteees stochastiques, quia
partir d'un point initial engendrent une chame de Markov. Pour simuler des images fractales,
il faut approximer le support de la mesure invariante de cete chame. Ce chapitre ne propose
pas detude theorique, mais la simulation des images fra¢ales par un algorithme bas sur les
esultats issus des deux livres [1] et [2]. Le dernier chapie pesente des exemples sur lesquels
l'algorithme implement aet mis en uvre.



Chapitre 2

Chames de Markov

Dans ce chapitre on donnera les & nitions fondamentales tles premeres proprees. Ainsi
gu'on introduira les notations utilies dans la suite.

2.1 Greralies

On utilisera les notations suivantes.

Soit ( ;F;P) un espace probabili® c'esta dire un ensemble non vide, F une {algbre
sur et P:F ! [O0;1] une mesure de probabilie. On designe lesvariables akatoires avec des
majuscules :X : ( ;F;P)! (E;E) au ( E; E) est un espace mesurable.

Onnote (X) E la {algebre engendee par la variable akatoire X.

On note M (E) l'espace des mesures de probabilie sutE, Cy(E) l'espace des fonctions
continues borrees deE dansR, et By(E) celui des fonctions mesurables borrees d& dansR.

I nition 2.1 (transition de probabilie) Une transition de probabilie sur un espace me-
surable (E; E) est une applicationM :E E ! [0;1] telle que

1. pourtout A2E:x 7! M(x;A) est mesurable,
2. pour tout x 2 E : A 7! M(x;A) est une probabilie sur (E; E).

I nition 2.2 (Chanhe de Markov) Soient (E; E) une espace mesurable, I'espace detats,
2 M (E) une mesure de probabilie et(Mnp)n2n UNe suite des transitions de probabilie. Une

chame de Markov est une suite des variables akatoire{X )n2n telle que pour touti 2 N : X :

( ;F;P)! (E;E) et\riant pour tout Ag;:::;An2E:

P(X02 Ag;:::;Xn 2 Ap) = e (Xo)M1(Xo; dX1) :::Mp(Xn 1;dXp)
X02A0 Xn2An

Remarque 2.3 Une chame de Markov est ditthomognesipourtoutn2 N: M, = M1 =2 M,
autrement dit si les transitions de probabilie sont ince pendantes de l'indicen.

Si I'on consicere les transitions de probabilie comme des ogerateurs inegraux, on introduit
les notations suivantes.
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Notation 2.4  Soit (X)n2n Une chame de Markov avec les transitions de probabiligM )naon.
On note |, la loi de la variable akatoire X, c'est@{dire pour tout A 2E :

P(Xn 2 A)= ,(A)

On lui associe une operation inegralea , : By(E)! R
Z

f7r nlf]= E(f (Xn)) = ZEf(X) n(dx)

Notation 2.5 On associe deux operationsa une transition de probabil#é My, :
1. La premere agita gauche : My : BL(E) ! Bp(E);f 7! M,[f]. La fonction My[f] est
e nie par la formule suivante :
Z

Mn[f 1(x) == E(f (Xn)iXn 1= X) = . M (x; dy)f (y)

2. La deuxeme agita droite : M, : M(E) ' M (E]); 7! (M ). La mesure (M ,,) est
ck nie par la formule suivante :
Z
(M n)(A) = (X)Mn(x;A)
E

La proprie caraceristique d'une chame de Markov est, que chaqwe variable akatoire X, ne
epend que de celle qui la peede imnmediatement X,, ;. Ce fait s'exprime en formules de la
facon suivante.

Proposition 2.6 (propréee markovienne) Soit (Xn)n2n Une chame de Markov avec les
transitions de probabilie (Mp)n2n. Alors

Preuve. Cette preuve utilise la formule de decorelation pour I'e sgerance conditionnelle :
Pour toutes fonction '; 2 By(E), on a

EC (X) (Y))= E(EC (X)iY) (Y))

D'apes la formule pe@edent on a pour toutes f 2 BL(E) et g2 By(E") :

1
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Z
= E(9(Xo0;::::Xn 1) EMn(Xn 1, dXn)f (Xn))

Donc Z

En remplecent f par A 2 BR(E) A cesigne la fonction indicatrice de I'ensembleA 2 E et
on obtient

= Mn(Xn 1;dXn)
A

= Ma(Xn 1;A)

Pour cemontrer la deuxeme egalie, on repete ce qui est ci{dessus avecE(f (Xn)g(Xn 1))
au lieu de E(f (Xn)9(Xo;:::: X0 1)) 2

Si on se restreint aux chames de Markov a espace detatsE = R, et dont transitions de
probabilie sont donrees par une famille de densies de probabilie fR! R;y 7! pa(X;y);X 2 Rg,
alors on aMp(Xn 1;0dXn) = pn(Xn 1;Xn)dXn, a1 dx, cesigne la mesure de Lebesgue sR. Si la
chame est en plus homogne, on M p(Xy 1;dXn) = M (Xn 1;0Xn) = p(Xn 1;Xn)dXn. On peut
calculer les lois , de chaque variable akatoire X, et trouver la elation entre , et , 1.

Proposition 2.7  Soit (Xn)n2n unelgha’he de Markov.
1. SoitA 2 BdR). ﬁlors n(A) = A th(Xp)dxn Qi
th(Xn) = gt gPo(Xo)P1(Xo;X1) i:ipn(Xn 1:5Xn)dXp:::dXx, 1 est une densie de proba-
bilie ;
2. Pourtoutn 1: = n 1Mp;
3. Pourtoutn 1: = gMiM2:::Mp:
4. Soit (X,) homogene. Alors pour toutn 1: = oM".

Preuve.
1.

n(A) = E(Xn %A£

= 0(X0)M (Xo; dx1) ::: M (X 1;dXn)

R ZRZA
= : Po(Xo)P1(Xo; X1) i i pn(Xn 1;Xn)dXg:::dX, 10Xp
ZR A
= Gh(Xn)dXn
A

R R
@ Gh(Xn) = giit gPo(Xo)P(XosX1) iiipn(Xn 15Xn)dXp::idXn 1.
2. Soitf 2 By(R). D'apes la notation 2.4 on a
Z
nlf 1= E(f (Xn)) = f(x) n(dX)
R
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D'apes la formule de conditionnement embo® on a :

nlf]= E(f (Xn))

Donc Z

n(dx) = n
R

3. On remplace successivement ; =

n 1M, et nalement on obtient la formule

B(E( (X0)iXa 1)

= n 1(dY)E(f (Xn)jXn 1=Y)
ZR
n 1(dy)Mn[f1(y)

ZR Z
= n 1(dy)  Mp(y; dx)f (x)

ZR z R

f (x) n 1(dy)Mn(y; dx)
R R

1(dy)Mn(y;dx) = ( n 1Mn)(dx)
i 1Mj pouri = n 1;:::;1 dans la formule , =
n= oM1:::M, 1.

4. Si la chame de Markov est homogne, on a pour toun 2 N: M, = M et en remplecant

dans 3, on obtient la formule , =

Remarque 2.8 On a cp utilie lecriture

cetteecriture signie :
Z

M "(x; dy) =

oM™,
2

M" dans la preuve peedente. On souligne que

Z
M (x;dx1)::: M (Xn 1;dy)
E

Dans le cas ai I'espace desetatsE est ni, tout se simpli e.
L'ensemble des matrices carees de c cients eels estnoe par R" ". Un vecteur x 2 R"

est considee comme un vecteur colonne,

sa transposee esn vecteur ligne, noe par x'.

Les transitions de probabilie d'une chame de Markov deviennent des matrices de transition
qui sont appektes des matrices stochastiques.

I nition 2.9 (matrice stochastique)
matrice stochastique si

Soit M = (m;;) 2 R" ". La matrice M est une

La caraceristique d'une matrice stochastique est alors gie la somme desekments de chaque

ligne donne 1.

Dans la & nition 2.2, les inegrales se simpli ent.

Ce nition 2.10 (Chane de Markov discete)

Soit une mesure de probabilie surkE et

(Mn)n2n Une suite des matrices stochastiques. Unehame de Markov discete est une suite des

variables akatoires (Xn)n2n telle que pour touti 2 N: X : ( ;F;P)!

(E; E) et \eri ant pour

(X0)M1(X0;X1) :::Mn(Xn 1;Xn)



CHAPITRE 2. CHA fNES DE MARKOV

Les calculs des lois de la chame se simpli ent aussi.

Proposition 2.11  Soit (X)n2n Une chame de Markov homogene avec I'espace detatg ni.
1. Pourtoutn2 N: L(j)=( oM™)(j),
2. Pour tout m;n 2 N : P(Xm+n = jjXm = i)= M"(i;j),
3. La propree markovienne :

Preuve.
1.
n(J)= P(Xn=1])
= I;((anj;XXn 12E;:::5;X02E)
= S o(io)M (ip;iz) ::iM (in 1:))
i02E in 12E

=( oM")(j)

2.

P(Xm+n = jjXm = i)
_ PXm+n=;Xm=1)
- P(Xm = 1)
o(io)M (iosiz) ;i :M(im ;)M (i5im+1) t2iM (inem 13))

o(io)M (igsiz) :::M(im ;1)

P P

io;inim 12E
. . . . P . . .
o(io)M (ig;iz) i M (im 1;1) M(im+r) M (nem 13])
_ Joitim 12E D im+1;55inem 12E
o(io)M (ig;iz) :::M(im 1:0)
io;iyim 12E
X - - . . . .
= M(@;im+r) M (imen 1;5) = M"(i;j)
im+1;:im+n 12E

3. D'apes la e nition 2.10 on a

P(Xn = injXn 1=1n 1::: X0 = lp)

P(Xn 1=in 1:::Xp=1p)
(io)M (ig;i1) :::M(in 2;in 1)M(in 1;in)
(io)M (ig;iz) :::M(in 2iin 1)
M(in 1;in)

Dapes 2.onaavecm=n letn=1

P(Xn = injXn 1=1in 1) = M(in 1;in)
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2.2 Comportement en temps long

Dans cette section on pose la question de ce qu'il advient ddeis d'une chane de Markov
homogene quand l'indice de tempsn tend vers l'in ni; onetudie lim n1p n.

I nition 2.12 (mesure invariante) La mesure invariante ; d'une chame de Markov
(Xn)n2n homogene est le point xe de I'operationa droite de sa transition de probabilie M

1= 1M

On souhaite trouver les mesures invariantes pour plusieuseraisons. En premier lien parce
gu'elles decrivent le comportement asymptotique, i.e. entemps long, de sysemes physiques
akatoires, par exemple processus de naissance et mort enologie, dynamiques de eseaux en
ebcommunication. En plus, elles sonta la base de certans algorithmes stochastiques d'optimi-
sation globale tel le recuit simué. Dans ce contexte il s'@it de simuler suivant une mesure de
Gibbs leea un paranetre de temperature.

Ce memoire est consace aux liens entre ces mesures invantes et les images fractales. Cet
aspect sera aborc plus en cetail aux chapitres 3 et 4.

Mais il y a aussi des di cules. Elles sont di cilea analys er et souvent il n'existe pas une
repesentation explicite sauf dans les cas examires ci{@ssous.

Il existe quand méme des exemples simples, comme la suivant

Exemple 2.13 Soit (X)n2n und chame de Markov homogene avec l'espace detat$Ej = 2
et avec la matrice de transiionM = T q P 1 pq et p;q 2]0; 1[. On peut montrer par
ecurrence que les puissances de la matricé skcrivent comme

Mz ap @ p 9" p p
p+a a p p+d g q

Onremarque que 1<1 p g<1l,donclimp; (1 p Q" =0 et

ML = fim Mn= —~_ 9P
n!l p+q q p

Si on consicere un vecteur 2 R2tel que 1+ »=1 ( estalors une mesure) on a

1 1 1
Tal — . aqa p _ . _ .
MZ =gl 12 g p T pagldt 29 P+ 2P = 2= (ap)
On pose
_ 1 q
T p+qg p
etce ; wrie | = ] M. 1 estalors une mesure invariante de la chamgXp).

Maintenant, on pesente un tteoeme connua propos de la mesure invariante. D'abord, il
nous faut des ce nitions et des notations.

Notation 2.14 (temps d'atteinte) On pose pour toutetatj 2 E :
{ Tj:=inffn2 N: X, =jgla premere fois a la chame atteint letat j.
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{ ph := P(Tj = njXo = j) la probabilie que la chame revienne la premere foisa letat |
apes n pas.

{ oh = P(Xn=jjXo=])= M"(j;j) la probabilie que la chame atteigne letat j apes n
pas. On poseq .= 1. p _

{ m():= E(TjiXo=j)=" 1.y nph

Remarque 2.15 D'apes les notations peedentes, on a

X1
g, = dp, (pourn 1
k=0
Cette formule est intuitivement claire. Si on se trouve apesn pas dans letat j, il peut s'agir
soit du premier passage en soit du premier retour en j depui le peedent passage.

I nition 2.16 (chame de Markov ireductible) Soit (X)n2n une chame de Markov ho-
mogene de matrice de transition M et soit E ni. (Xp)n2n estireductible |, si pour tout i;j 2 E
il existen2 N tel queM"(i;j) > 0.

Dans une chahme ireductible chaque etat est accessibla partir de chaque etat avec une
probabilie strigement positive. Autrement dit, si la ch ane part dei 2 E, elle va arrivera
j2E,alors: ¢, P(T; = kjXo=i)=1.

I nition 2.17 état ergodique) Soit I'espace detats ni. Unetat j 2 E estergodiquesi
1. il est ageriodique b pgcdn 2 N:gh > 0)=1,
2. ilestecurrent:, ! ph=1,

3. ilerie m(j)<1.

Treoeme 2.18 (Tleoeme ergodique [5]) Soit (Xn)n2n Une chame de Markov ireductible
telle que lesetats soient ergodiques, alors il existe unenigue mesure invariante 1 telle que
pour toutj 2 E :

. 1
1(0)= —=>0
m(j)
et pour touti 2 E :
. nre s .
dim M) =1 ()
Preuve. Consicerons les fonctions gereratrices

x } x
t7! Pj(t) = pi t t 70 Qj(t) = o t
k=0 k=1
Remarquons quem(j) = Pjo(l). En utilisant la formule de la remarque 2.15, on obtient le rapport
suivant entre P; et Q;.

x .

q]ktk+ %to
k=1
X x1

gp t+1

k=1 i=0

x x
=( gt pt)+1
k=1 i=0

= QP ()+1

Qj (t)
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Donc P; (1)Q;j (t) = Q;(t) 1, en cerivant on trouve

QL) )
% = Q;(t)
Si Pjo(t) 6 0. En remplacant t = 1, on obtient

L T
k=1 Pio(l) k=1 i=1 o

En comparant les coe cients des deux ries

< =" dd
poy k= i Ce+1
Pjo(l) i=1
Sila limite lim 11 ¢, =@ A existe, elle doit \eri er lequation pe@dent
kA 1 1

= 2 = R
Pjo(l) kA<, A

PAL) ~ m()

Donc la limite im i1 ¢h = A existe si P.1) 6 0. Mais PX1) = m(j) 6 0 puisque tous lesetats
sont ecurrents et qu'un retour est presque sOr.
Similairement comme dans la remarque 2.15, on a la formule stante.

M"(ij)= " P(Tj = kiXo=M" *G;j)=  P(Tj = kiXo = i)d,

k=1 k=1
lim M"(i;j) = X P(T; = kjiXo=1) lim o, « = X P(T; = kjXo = i)i. = i
n'l - nil o1 m(j) m(j)
parce que la chame est ireductible.
En plus, il existe une condition su sante pour qu'une mesure soit invariante. ’
I nition 2.19 (mesure inversible) Soit 2M (E) et M une matrice de transitions. est

inversible si pour tout i;j 2 E

OM@Gi) = (IMGI)

Lemme 2.20 Si 2 M (E) est inversible, alors est invariante.

Preuve. En remplecant la formule de la c nition 2.19, on obtient p our tout i 2 E

s

( TM)(i) = - (OMG)

(M (i)

I
~~
~

M (i)

1
~
~

Donc "M = T, 2



Chapitre 3

Fonctions iteees stochastiques

Pour simuler des images fractales, on construit une chanele Markov homogne par des
fonctions iteees. Sous certaines conditions le support @ sa mesure invariante est un image
fractale.

Dans ce chapitre, nous ne nous occupons pas des cemonstrattis de la treorie fondamen-
tal, nous pesonterons les esultats globaux et renvoyors le lecteur au nemoire de recherche
compementaire de S. Bordel pour letude treorique.

3.1 Construction de la chane de Markov

Pour la construction d'une chame de Markov par des fonctims iteees stochastiques, il nous
faut des hypotteses suivantes.

{ (E; E;d) un espace netrique tel que les boules fermes soient compmdes. Par exemple un
espace vectoriel norne de dimension ni.

{ | un ensemble tel quglj < 1 . Soit (Sj)i2; une suite des fonctions deE dansE lipschit-
ziennes avec les constantes de Lipschitk()i2, . C'estg{dire pour tout i 2 | et pour tout
X;y 2 E:

d(Si(x); Si(y))  kid(x;y)

{ ( n)n2n une suite de variables akatoires incependantesa valeus dans| et de la loi ,
c'estf{dire pourtout n2 N et pourtout i 21 :

{ Soit X une variable akatoire de valeurs dansk, de la loi ¢ et incependante de ( n)n2n-
Alors on ¢ nit la chane de Markov ( Xn)n2n par

Xn=S,(Xp 1)pourn 1 (3.1)

Par la & nition 3.1 chaque X, depend seulement deX, 1, alorsevidemment (X )non €St
une chame de Markov.

Remarque 3.1 La transition de probabilie de la chanhe de Markov & ni e par 3.1 est donree
par X
M (x; dy) = i s (dy)
i21
En particulier, la chame est homogene.

11
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Preuve. On calcule la transition de probabilie de la chame (X)n2n. Soitf 2 Cy(E). D'une
part on a

MIf](x) = E(f (Xn)jXn 1= X)
E(f(S,(Xn 1)iXn 1= X)
)E((f (S, (X))

| if (Si(x))

s (dy) if (y)

i21

al (dy) aesigne la masse de Dirac au pointa 2 E. D'autre part on a
Z

Mf](x) = . M (x; dy)f (y)
Donc X
M (x; dy) = i s (dy)
i21
D'apes la formule 3.1 chaqueeement de la chane admetla repesentation
Xk=S, S,, i S, S,(Xo)

On voit que chaque eement est une compose des fonctionyS;);»;, d'as le nom <fonctions
iteees stochastiques.

3.2 Comportement en temps long

Pour obtenir des images fractalesa partir des fonctions ieees stochastiques, on a besoin des
esultats de la mesure invariante de la chame K,)n2n B nie par 3.1 et de son support. Dans
cette section on consicere toujours une chame de Markovednie par 3.1.

Avant qu'on pesente des esultats, nous avons besoin degjuelques notations.

Notation 3.2  Si letat initial Xo=x2 E,alorsonnoteS, S, , ::: S,(X)= X}
Notation 3.3 On pose = P i»; iki = E(k ,) pour tout n 2 N.

Sous certaines conditions, la chame ¢k nie par 3.1<oublie> sonetat initial.
Lemme 3.4 Si < 1, alors on a pour toutx;y 2 E :

1im E(d(X3;X¥) =0

Preuve. Puisque les fonctionsS; sont lipschitziennes, on majore

0 dXX5XY)= d(S, (XX ;S (XY 1) k,dXX ;XY )

n
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En appliquant I'esperancea l'iregalie pe@dente
0 E(d(X3:X¥))  E(kDEMX7 X7 )= EX5 X2 1)
Par ecurrence on obtient
0 E(dX3;X¥))  "E((XE;Xg) = "dxy)
En prenant la limite de n vers I'in ni, on obtient
lim E(d(X3;X3) =0

carlim,; "=0etd(x;y)<1. 2
Ce lemme indique que la chame se comporte asymptotiguememdependamment de letat
initial. Intuitivement, les variables atatoires XX et X2 deviennent de plus en plus proche, et
oublient leur condition initiale. De plus, pour n assez grand, la loi , de XX approche le point
Xe 1 = 1 M de latransition de probabilie M. Donc les lois des variables akatoiresX, pour
n>> 0 sont presque ; . Le ttreoeme suivant est le esultat, qui garanti lexi stence et l'unicie

de la mesure invariante.

Theoeme 3.5 ([1]) Si < 1, alors il existe une unique mesure invariante 1 et pour toute
2M (E) :
H n. —_
nI!|{n (M"™ 1)=0

Dans le treoeme, est une netrique telle que limp; (n; ) =0, la suite ( n)n2n
converge faiblement vers , par exemple la netriqgue de Fortet{Mourier.

La preuve utilise que lI'ensemblef , = oM ";n 2 Ng est tendu, ca veut dire que pour tout
"> 0il existe un compactK E tel que pourtout n2 N: L(E nK) <". Autrement dit qu'il
existe un compact qui contient presque tous les supports des;.

I nition 3.6 (support d'une mesure de probabilie) Soit 2 M (E). Le support de la
mesure est le sous{ensemble d& qui est & ni par

supp( ):=fx2E:8">0: (B(x;")) > 0Og
La boule de centrex et de rayon" est note par B(x;").

Si toutes les constantes de Lipschitz \erient ki < 1, alors on a
X X
= iki < i=1
i21 i21
et la condition du lemme 3.4 est satisfaite. Pour montrer qude supportde ; est compact dans
le cas as pour tout i 2 1 : ki < 1, on introduit I'ensemble des points accessibles d'un enswble
A E.: [
F(A)=  Si(A)
i21
Il est clair que supp( 1) F(supp( o)), et en ierant ce proece F, on a
supp( n)  F"(supp( o))
Ainsi si n tend vers I'in ni
1 lim F"(supp( o))

Si supp( o) est compact, on peut montrer que les inclusions inverses gbvraies et donc on a
egalie. Le treoeme suivant gereralise ce esulta t.
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Tkeoeme 3.7 ([2]) Pour tout sous{ensembleA compact deE : supp( 1 ) =Ilim i1z F"(A).
La preuve n'utilise pas de raisonnements probabilistes maides raisonnement topologique et
une notion de distance entre des compact duea Hausdor .
3.3 Description de l'algorithme
L'algorithme implement est fonde sur le theoeme suiv ant :

Theoeme 3.8 ([2]) Soit (Xn)n2n Une chame de Markov ¢ nie par 3.1. Pour chaque" > 0O,
il existe ng;kg 2 N tels que

PA((Xn; o5 Xnek)isupp( 1) <")>1 "
pour toutn ngetk Ko.

Ca signi e que pour obtenir le support de la mesure invariarte, il sut de simuler un extrait
de la trajectoire initialie a un point quelconque de l'espace détats. Les premierskg points
sont insigni ants pour le support de la mesure invariante, mais apes, on peut obtenir une
approximation du support avec une pecision quelconque. @ a donc l'algorithme suivant pour
approximer le support de la mesure invariante.

algorithme 1 Simulation d'une trajectoire de la chane (X,)
Input: La chame de Markov & nie par 3.1,
nunero d'ierations n,
letat initial  Xg;
Output: Un extrait de la trajectoire initialie en Xg;
1. Xog:= Xg;
2: for i=1to ndo
3 calculeX° =S (X}°,);
4: end for

Cet algorithme aet implement en C++ et le code source se trouve dans l'annexea la n
du nemoire.



Chapitre 4

Exemples

Le programme aek mis en uvre avec les exemples suivantes

4.1 Feuille

Cet exemple est tie de [1]. Les variables akatoires ; sont distribiees selon la loi de Bernoulli
de paranetre 0;2993 :
P(i=1)=1 P(;j=0)=0;2993

Les fonctionsSp, S; : RZ!  R2 sont les suivantes.

X1 _ 0:4 0; 3733 X1 0; 3533
So = +
X2 0;06 06 X2 0
s X1 _ 0;8 0; 1867 X1 + 11
ox, 0;1371 Q8 X2 01

Le point initial est xp = (0;0) et 500000 ierations ontet excutes.

15
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Fig. 4.1 { Une feuille

4.2 Arbre

Cet exemple est tie de [1].
Les variables akatoires ; sont distribtees uniformement sur I'ensemble f0; 1;2g :

P(i=0)=P(i=1)=P(i=2)= 3

Les fonctionsSp; S1:S, : R2!1  R2 sont e nies de la facon suivante.

S X1 _ 0 0 X1 0;5
% X, 0 0255 X 0
g, X1 0;75cos( g)  0;75sin( g) X1, 0;5 0;375cos( g)
Lo, 0;75sin( g) 0;75cos( ) X2 0,255 0;375sin( 3)
g, X1 _ 0;625cosg)  0;75sin(z) X1, 0;5 0;3125cos¢)
> X2 0;625sinz) 0;75cosk) X2 0;153 0;3125sin(s)

1.2
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Fig. 4.2 { Arbre

4.3 Triangle de Sierpinski

Cet exemple est tie de [2]. Les variables akatoires ; sont distrib.ees unifornement
I'ensemblef0; 1;2g :

1
P(i=0)=P(i=1)=P(i=2)= 3
Les fonctionsSp; S1;S, : R?2! R? sont ¢ nies par
S X1 _ 05 O X1
° x, 0 G5 X2
x1 _ 05 0 X1 0:5
S1 Xo 0 05 X2 * 0
S X1 _ 05 0 X1 + 0; 25
2 % 0,5 0 X2 0,5

Le point initial est xp = (0;0) et 100000 ierations ontet e)xexcuees.

sur
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Fig. 4.3 { La triangle de Sierpinski

4.4 Pentadentrite

Les variables akatoires ; sont distribtees uniformement sur I'ensemble f0; 1;2; 3;4; 59 :

1
pour tout k 210;1;2;3;4;59: P(i = k) = 6
Les fonctions Sy;:::;Ss sont les suivantes.
S X1 _ 0;341 0;071 X1
° X, 0,071 Q341 X2
s X1 _ 0;038 0;346 X1 + 0; 341
' 'x, T 0:346 Q038 X2 0;071
s X1 _ 0; 341 0;071 X1 + 0; 379
2 x, 0071 Q341 X2 0;418
Ss X1 _ 0;234 Q258 X1 N 0;72

X2 0;258 0;234 X2 0;489
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X1 _ 0;173 Q302 X1 0; 486
Sy = +
X2 0;302 Q173 X2 0;231
X1 _ 0;341 0;071 X1 0; 659
Ss = +
X2 0;071 Q341 X2 0;071

Le point initial est xp = (0;0) et 100000 ierations ontee excuees.

Fig. 4.4 { Pentadentrite

4.5 Le courbe de levy

Les variables akatoires ; sont distribiees selon la loi de Bernoulli :

1
P(i=0)= 5=P(i=1)
Les fonctionsS; et S, sont les suivantes.
Xx1 _ 05 05 X1

So X, 05 05 X2
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X1 05 05 X1 + 0;5
X2 05 05 X2 0;5

Le point initial est xp = (0;0) et 100000 ierations ontet exexcukes.

Sy

Fig. 4.5 { Le courbe de levy

20



Annexe A

Code Source C++

/
This is a C+H+ code for calculating the trajectory of a Markov

chain which corresponds to a iterated function system (IFS) , that
is, the chain is specified by a set of transormations, which a re
assumed to be linear affine functions and a suite of iid rando m
variables. The trajectory is calculated for a given startin g

point and a given number of iterations. All the calculations
assume that we are in the plane R"2.

The point is that the trajectory estimates the support of the

invariant mesure of the chain and in some cases, that is, for t he
‘right' functions combined with the ‘'right' r.v., we'll obt ain a
fractal when visualizing the points. The output file is conv enient

to use with gnuplot.
It was written for a research summary at UNSA in 2005.

It comes without any guarantee or warranty.
Copyright by Julianna Zsido
/

#nclude <iostream >
#nclude < stdlib.h >
#include <map >

using namespace std ;
1

class Matrix
f

private
int nlin;
int ncol;
double mat;
public
void allocMemMatrix ( int |, int c);
int getLines();
int getColumns();
double getMatrix ();
void setEntry( int i, int j, double value);
void readfromFile(FILE f);
void printtoFile (FILE f);
Matrix multiply (Matrix m);
void add(Matrix m);
void fillBernoulli( int n, double p);
void fillLaplace( int n, int p);
g9,
/I allocates necessary memory for a | times ¢ matrix
void Matrix : : allocMemMatrix ( int |, int «c)
f
nlin = 1;
ncol = c;
/ITo dynamically create a true 2D array:
double block;
int i;
block = ( double )malloc( sizeof (double ) | c );
mat = ( double )malloc ( sizeof (double ) )
for (i = 0; i < |; i+H)
f
mat[i] = &block[i cl;
9
/INow mat is an array of double pointers each pointing
/Ito a double array within block
/12D array notation: array[5][1]
9

21
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/Ithe usual set and get methods for the private members

int  Matrix :: getLines ()

f
return nlin;
g
int  Matrix :: getColumns()
f
return ncol ;
g
double Matrix :: getMatrix ()
f
return mat ;
g
void  Matrix :: setEntry ( int i, int j, double value)
f
mat[i][j] = value;
g
/lreads matrix from file
void  Matrix :: readfromFile(FILE f)
f

/Ifirst two integers give dims of matrix

fscanf(f, "%d", &nlin);
fscanf(f, "%d", &ncol);
allocMemMatrix(nlin, ncol);

/Ithe following doubles are the entries

for (int i = 0; i < nlin; i++)
f
for (int j = 0; j < ncol; j++)
f
fscanf(f, "lf", &mat[i][j]);
]
]
9
/lprints matrix to a file
void  Matrix :: printtoFile (FILE f)
f
for (int i = 0; i < nlin; i+
f
for (int j = 0; j < ncol; j++)
f
fprintf(f, "we nt", mat[i][j]);
]
fprintf(f, " nn");
]
9
/Imultiplies this.mat times m
Matrix Matrix :: multiply (Matrix m)
f
int nl = nlin; int ml = ncol;
int n2 =m >getLines(); int m2 =m >getColumns();
double mm =m > getMatrix ();
Matrix sol = new Matrix;
if (m1 = n2)
f
sol >allocMemMatrix(nl, m2);
for (int i = 0; i < nl; i+
for (int j = 0; j < m2; j++)
f
double  sum = 0;
for (int k = 0; k < ml; k++)
f
sum = sum + mat[i][k]
]
sol >setEntry(i,j,sum);
]
[¢]
[¢]
else
f

sol >allocMemMatrix (1, 1);
sol >setEntry(0,0,0);

cout « “"can't .multiply . _matrices .don't _match .
[¢]
return sol;
9
/ladds two matrices this.mat and m
void  Matrix :: add (Matrix m)
f
int nl = nlin; int ml = ncol;
int n2 =m >getLines (); int m2 =m >getColumns();
double mm =m > getMatrix ();
if (n1 = n2 & ml = m2)
f
for (int i = 0; i < nl; i+

mmk][j1;

-wrong ~dimensions

nn":

22
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f
for j=00 ) < oml; j+)
f
mat[i][j] = mat[i][j] +mm[i][j];
[¢]
[¢]
[¢]
else
f
cout « “"can't .add . _dimensions .don't _match nn";
[¢]
9
/llcreates a vector of length n with i.i.d. bernoulli random v ariables
/lwith distribution P(X = 1) = p
void  Matrix :: fillBernoulli( int n, double p)
f
this >allocMemMatrix(n, 1);
for (int i =0; i < i++)
f
double r = ( double )rand();
double q =71 / RAND _MAX;
if (q >=1
f
this >mat[i][0] = 1.0;
9
else
f
this >mat[i][0] = 0.0;
]
]
9
/llcreates a vector of length n with i.i.d. laplace random var iables
/lthat is P(X = i) = 1/p with i = o p 1
void  Matrix :: fillLaplace ( int int p)
f
this > allocMemMatrix(n, 1);
for (int i =0; i < i++)
f
double r = ( double )rand();
double q =71 / RAND _MAX;
int j = 0;
while  (j (1.0 / ( double )p) < 1.0)
f
if ((q >=j (1.0 / ( double )p)) & (q <= (j + 1)
f
this >mat[i][0] = ( double )j;
]
j++
]
*]
9
1
class affine _function
f
private
int nlin; // number of lines
int  ncol; // number of columns
Matrix A; I/l linear function
Matrix b; // translation vector
public
int getLines();
int getColumns();
void  setMatrix (Matrix m);
void setTransl(Matrix m);
Matrix getMatrix ();
Matrix getTransl ();
void readfromFile(FILE f);
void printtoFile (FILE f);
Matrix plugin(Matrix vect);
g;

/lthe usual set and get methods
int affine _function :: getLines()

for the priavate members

f
return nlin;
g
int affine _function ::getColumns()
f
return ncol ;
g
void affine _function :: setMatrix (Matrix m)
f
A

new Matrix;
m;

A

(1.0

/' ( double )p)))
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void affine _function :: setTransl(Matrix m)
f

b = new Matrix;

if (m >getColumns() = 1)

f

b =m;
[¢]
else
f
cout <« “"this ._can't _be.a.translation ._vector, .no. .of._columns .!= _1nn";
]
9
Matrix affine _function :: getMatrix ()
f
return A;
9
Matrix affine _function:: getTransl ()
f
return b;
9
/llreads affine linear functions from file f
void affine _function ::readfromFile(FILE f)
f

A = new Matrix;
A >readfromFile(f);
b = new Matrix;
b >readfromFile(f);

g

/lwrites affine linear functions to file f
void affine _function :: printtoFile (FILE f)
f

A >printtoFile (f);
fprintf(f, " nn");
b > printtoFile(f);

9
/lcalculates and returns A vect+b
Matrix affine _function :: plugin(Matrix vect)
f
Matrix sol = new Matrix;
sol = A > multiply (vect);
sol >add(b);
return sol;
9
1
class IFS
f
private
int nf; //number of functions
map<int , affine _function > functions;
int  ni; //number of iterations
Matrix randoms;
public
typedef map<int , affine _function >::const _iterator const _Funclt;
int getFunctions ();
Matrix getRandoms ();
void setlterations( int n);
void setRandoms(Matrix M) ;
void printRandoms( char name);
void setFunction( int i, affine _function affe);
void readFuncfromFile( char name);
void  printFunctions( char name);
void calculate (Matrix start , FILE f);
g9,

/lthe usual set and get methods
int IFS::getFunctions ()

f
return nf;
¢}
Matrix IFS :: getRandoms ()
f
return randoms;
9
void IFS::setlterations( int n)
f
ni =n;
9
void IFS::setRandoms(Matrix M)
f

randoms = M;



ANNEXE A. CODE SOURCE C++

g

/lprints the random vector to file

with name name

void IFS::printRandoms( char name)

f
FILE f;
f = fopen(name, "w");
randoms > printtoFile (f);
fclose (f);
9
void IFS :: setFunction ( int i, affine _function affe)
f
const _Funclt flt;
if (functions.find(i) = functions.end())
f
functions[i] = affe;
]
9
/lreads the affine linear functions from a file with name nam
void IFS::readFuncfromFile( char name)
f
FILE f;
f = fopen(name,"r");
fscanf(f, "%d", &nf);
for (int i = 0; i < nf; i+
f

functions[i] =
functions [i] >r

9
fclose (f);
g
/lprints affine linear functions to
void IFS::printFunctions( char
f
FILE f;

f = fopen(name, "w");
const _Funclt flt;

new affine _function;
eadfromFile(f);

file with name name
name)

(); fIt != functions.end(); flt++)

n", flt > first);
inttoFile(f);

for (flt = functions.begin
f
fprintf (f, "%d n
flt >second >pr
fprintf(f, " nn");
9
fclose (f);

g

/lthis executes ni iterations , starts with vector start and
/literatively one of the affne functions

/Ithe order of these applications
/lprints the result after each iter

void IFS:: calculate (Matrix star
f
Matrix m = new Matrix;
m = start;
for (int i =0; i < ni;
f

/I print m to file
fprintf (f, "%e n

is determined by the rando
ation to file f
t, FILE f)

i++)

applies

m variables

f, assuming that we are in R"2

t%e nn", m > getMatrix ()[0][0], m

/I find affine function with id of random no.

const _Funclt flt;

double a = randoms > getMatrix ()[i][0];
flt = functions.find (( int )a);
/I apply affine function to m

m = flt > second

g

1
/
the main function needs 3 argument
1. no. of iterations
2. name of file that contains the
3. b[ernoulli] or I[aplace] depend
random variables (r.v.) are nee
Then it
asks to specify the probability
reads functions (and prints them
sets no. of iterations
generates r.v. according to info
commented out)
does iterations and prints coord
/

int  main( int argc, char argv [])
f

if (argc = 4)
f
int n;
n = atoi(argv[1]);

> plugin(m);

S

transformation functions
ing on what kind of
ded

distribution of the r.v.
if lines not commented out)

(and prints them lines not

inates of points

> getMatrix ()[1][0]);
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char name = argv[2];
char c = argv[3];
int bern = 1;
double d;
if (c[0] = "I")
f
cout < "please _enter .no. .of _diffrernt _outcomings nn";
cin > d;
bern = 0;
cout « "no. .of._iterations: _." <« n <« "nn";
cout « "file ._to .read _functions _from: ." <« name <« "nn";
cout <« “"random _variables _are _laplace _with _.p_.=_." <« 1.0 /d < "nn";
]
else if (c[0] = 'b")
f
cout <« “"please _enter _probability _of_X_=_1nn";
cin > d;
cout < "no. -—of _iterations: _-" < n < "nn";
cout < "file _to —read —functions _from: _" < name < "nn";
cout < "random ._variables _are _bernoulli _with .p_=_." <« d < "nn";
[¢]
IFS julcsi = new IFS;
julcsi  >readFuncfromFile(name);
char extend[20];
/Isprintf(extend, "functions _%s", name);
/ljulcsi > printFunctions (extend);
/lcout < “functions printed to " < extend <« "nn";
julcsi > setlterations(n);
/lcout <« “iterations set nn";
Matrix B = new Matrix;
if (bern = 1)
f
B > fillBernoulli(n, d);
]
else if (bern = 0)
f
B > fillLaplace(n, ( int )d);
[¢]
julcsi  >setRandoms(B);
cout <« “"randoms ._filled —upnn";
/lsprintf(extend, "randoms %s", name);
/ljulcsi > printRandoms(extend);
/lcout << “randoms printed to " < extend < "nn";
Matrix start = new Matrix;
start > allocMemMatrix (2 ,1);
start > setEntry(0, 0, 0.0);
start >setEntry(1, 0, 0.0);
FILE 'K
sprintf(extend, "coord _%s", name);
g = fopen(extend, "w");
julcsi >calculate(start, g);
fclose(g);
cout < n <« " _iterations ._done, _points _calculated, _see." <« extend <« "nnnn";
cout < "regular _endnnnn";
[¢]
else
f
cout <« "3 _arguments ._are .needed: nn";
cout <« "1. _the _.number _of _iterations nn";
cout « "2. _name _of .file _to .read _functions ._from nn";
cout < "3. _laplace _or .bernoulli _depending -—on ._distribution _of _random ._variables
[¢]

nnnn";
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