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Chapitre 1

Introduction

Les images fractales sont bien connues, on peut les reconnâ�tre dans la nature, par exemple
dans une feuille de la foug�ere ou dans l'agrandissement d'un 
ocon de neige. La plus illustre
image fractale, qui n'apparâ�t pas dans la nature, est probablement la fractale de Mandelbrot.

Fig. 1.1 { La fractale de Mandelbrot

L'une des caract�eristiques d'une image fractale est l'auto{similarit�e, �ca veut dire qu'un agran-
dissement est similaire �a l'original.

Bien qu'elles soient connues, ce sont des objets complexes.Même la d�e�nition d'une fractale
est di�cile et utilise une g�en�eralisation de la dimension de Hausdor�, qui peut avoir les valeurs
non{enti�eres.

Il y a plusieurs fa�con de construire des fractales. Par exemple en it�erant des proc�ed�es
g�eom�etriques, mais on peut aussi utiliser des it�erations stochastiques de fonctions et c'est le
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 2

sujet de ce m�emoire de recherche.
Ce m�emoire est organis�e de la fa�con suivante. Le deuxi�eme chapitre est consacr�e aux châ�nes

de Markov. Elles sont introduites g�en�eralement sur un espace d'�etats qui n'est pas n�ecessairement
d�enombrable : on�etudie leur comportement en temp long et leur �eventuelle mesure invariante.
Comme il n'y a pas de r�esultat g�en�eral pour les espace d'�etats au plus d�enombrable, on se
restreint au cas �ni. Le troisi�eme chapitre s'occupe des fonctions iter�ees stochastiques, qui �a
partir d'un point initial engendrent une châ�ne de Markov. Pour simuler des images fractales,
il faut approximer le support de la mesure invariante de cette châ�ne. Ce chapitre ne propose
pas d'�etude th�eorique, mais la simulation des images fractales par un algorithme bas�e sur les
r�esultats issus des deux livres [1] et [2]. Le dernier chapitre pr�esente des exemples sur lesquels
l'algorithme implement�e a �et�e mis en �uvre.



Chapitre 2

Châ�nes de Markov

Dans ce chapitre on donnera les d�e�nitions fondamentales et les premi�eres propri�et�es. Ainsi
qu'on introduira les notations utilis�ees dans la suite.

2.1 G�en�eralit�es

On utilisera les notations suivantes.
Soit (
 ; F ; P) un espace probabilis�e, c'est �a dire 
 un ensemble non vide, F une � {alg�ebre

sur 
 et P : F ! [0; 1] une mesure de probabilit�e. On d�esigne lesvariables al�eatoires avec des
majuscules :X : (
 ; F ; P) ! (E; E) o�u ( E; E) est un espace mesurable.

On note � (X ) � E la � {alg�ebre engendr�ee par la variable al�eatoire X .
On note M (E) l'espace des mesures de probabilit�e surE , Cb(E) l'espace des fonctions

continues born�ees deE dans R, et Bb(E) celui des fonctions mesurables born�ees deE dans R.

D�e�nition 2.1 (transition de probabilit�e) Une transition de probabilit�e sur un espace me-
surable (E; E) est une application M : E � E ! [0; 1] telle que

1. pour tout A 2 E : x 7! M (x; A ) est mesurable,

2. pour tout x 2 E : A 7! M (x; A ) est une probabilit�e sur (E; E).

D�e�nition 2.2 (Châ�ne de Markov) Soient (E; E) une espace mesurable, l'espace d'�etats,
� 2 M (E) une mesure de probabilit�e et(M n )n2 N une suite des transitions de probabilit�e. Une
châ�ne de Markov est une suite des variables al�eatoires(X n )n2 N telle que pour tout i 2 N : X i :
(
 ; F ; P) ! (E; E) et v�eri�ant pour tout A0; : : : ; An 2 E :

P(X 0 2 A0; : : : ; X n 2 An ) =
Z

x02 A 0

: : :
Z

xn 2 A n

� (x0)M 1(x0; dx1) : : : M n (xn� 1; dxn )

Remarque 2.3 Une châ�ne de Markov est ditehomog�ene si pour tout n 2 N : M n = M 1 =: M ,
autrement dit si les transitions de probabilit�e sont ind�e pendantes de l'indicen.

Si l'on consid�ere les transitions de probabilit�e comme des op�erateurs int�egraux, on introduit
les notations suivantes.
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CHAPITRE 2. CHA ÎNES DE MARKOV 4

Notation 2.4 Soit (X n )n2 N une châ�ne de Markov avec les transitions de probabilit�e(M n )n2 N.
On note � n la loi de la variable al�eatoire X n , c'est{�a{dire pour tout A 2 E :

P(X n 2 A) = � n (A)

On lui associe une op�eration int�egrale �a � n : Bb(E) ! R

f 7! � n [f ] := E(f (X n )) =
Z

x2 E
f (x)� n(dx)

Notation 2.5 On associe deux op�erations �a une transition de probabilit�e M n :

1. La premi�ere agit �a gauche : M n : Bb(E) ! Bb(E); f 7! M n [f ]. La fonction M n [f ] est
d�e�nie par la formule suivante :

M n [f ](x) := E(f (X n )jX n� 1 = x) =
Z

E
M n (x; dy)f (y)

2. La deuxi�eme agit �a droite : M n : M (E) ! M (E]); � 7! (�M n ). La mesure (�M n ) est
d�e�nie par la formule suivante :

(�M n )(A) :=
Z

E
� (x)M n (x; A )

La propri�t�e caract�eristique d'une châ�ne de Markov est, que chaque variable al�eatoire X n ne
d�epend que de celle qui la pr�ec�ede imm�ediatement X n� 1. Ce fait s'exprime en formules de la
fa�con suivante.

Proposition 2.6 (propri�et�e markovienne) Soit (X n )n2 N une châ�ne de Markov avec les
transitions de probabilit�e (M n )n2 N. Alors

P(X n 2 AjX 0 = x0; : : : ; X n� 1 = xn� 1) = M n (X n� 1; A) = P(X n 2 AjX n� 1 = xn� 1)

Preuve. Cette preuve utilise la formule de d�ecorr�elation pour l'e sp�erance conditionnelle :
Pour toutes fonction ';  2 Bb(E), on a

E(' (X ) (Y )) = E(E(' (X )jY ) (Y ))

D'apr�es la formule pr�ec�edent on a pour toutes f 2 Bb(E) et g 2 Bb(E n ) :

E(f (X n )g(X 0; : : : ; X n� 1)) = E(E(f (X n )jX 0; : : : ; X n� 1)g(X 0; : : : ; X n� 1))

On a aussi d'apr�es la d�e�nition 2.2 :

E(f (X n )g(X 0; : : : ; X n� 1)) =

=
Z

E
: : :

Z

E
� (dx0)M 1(x0; dx1) : : : M n (xn� 1; dxn )f (xn )g(x0; : : : ; xn� 1) =

=
Z

E
: : :

Z

E
� (dx0)M 1(x0; dx1) : : : M (xn� 2; dxn� 1)g(x0; : : : ; xn� 1)

Z

E
M n (xn� 1; dxn )f (xn ) =
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= E(g(X 0; : : : ; X n� 1)
Z

E
M n (X n� 1; dxn )f (xn ))

Donc

E(f (X n)jX 0; : : : ; X n� 1) =
Z

E
M n (X n� 1; dxn )f (xn )

En rempla�cent f par � A 2 Bb(E) o�u � A d�esigne la fonction indicatrice de l'ensembleA 2 E et
on obtient

P(X n 2 AjX 0; : : : ; X n� 1) = E(� A (X n )jX 0; : : : ; X n� 1)

=
Z

A
M n (X n� 1; dxn )

= M n (X n� 1; A)

Pour d�emontrer la deuxi�eme �egalit�e, on rep�ete ce qui es t ci{dessus avecE(f (X n )g(X n� 1))
au lieu de E(f (X n )g(X 0; : : : ; X n� 1)). 2

Si on se restreint aux châ�nes de Markov �a espace d'�etatsE = R, et dont transitions de
probabilit�e sont donn�ees par une famille de densit�es de probabilit�e f R ! R; y 7! pn (x; y); x 2 Rg,
alors on aM n (xn� 1; dxn ) = pn (xn� 1; xn )dxn o�u dxn d�esigne la mesure de Lebesgue surR. Si la
châ�ne est en plus homog�ene, on aM n (xn� 1; dxn ) = M (xn� 1; dxn ) = p(xn� 1; xn )dxn . On peut
calculer les lois� n de chaque variable al�eatoireX n et trouver la r�elation entre � n et � n� 1.

Proposition 2.7 Soit (X n )n2 N une châ�ne de Markov.

1. Soit A 2 B(R). Alors � n (A) =
R

A qn(xn )dxn o�u
qn (xn ) =

R
R : : :

R
R p0(x0)p1(x0; x1) : : : pn (xn� 1; xn )dx0 : : : dxn� 1 est une densit�e de proba-

bilit�e ;

2. Pour tout n � 1 : � n = � n� 1M n ;

3. Pour tout n � 1 : � n = � 0M 1M 2 : : : M n ;

4. Soit (X n ) homog�ene. Alors pour tout n � 1 : � n = � 0M n .

Preuve.

1.

� n(A) = P(X n 2 A)

=
Z

R
: : :

Z

R

Z

A
� 0(x0)M (x0; dx1) : : : M (X n� 1; dxn )

=
Z

R
: : :

Z

R

Z

A
p0(x0)p1(x0; x1) : : : pn(xn� 1; xn )dx0 : : : dxn� 1dxn

=
Z

A
qn (xn )dxn

o�u qn(xn ) =
R

R : : :
R

R p0(x0)p1(x0; x1) : : : pn (xn� 1; xn )dx0 : : : dxn� 1.

2. Soit f 2 Bb(R). D'apr�es la notation 2.4 on a

� n [f ] = E(f (X n )) =
Z

R
f (x)� n(dx)
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D'apr�es la formule de conditionnement embô�t�e on a :

� n [f ] = E(f (X n )) = E(E(f (X n )jX n� 1))

=
Z

R
� n� 1(dy)E(f (X n )jX n� 1 = y)

=
Z

R
� n� 1(dy)M n [f ](y)

=
Z

R
� n� 1(dy)

Z

R
M n (y; dx)f (x)

=
Z

R
f (x)

Z

R
� n� 1(dy)M n (y; dx)

Donc

� n (dx) =
Z

R
� n� 1(dy)M n (y; dx) =: ( � n� 1M n )(dx)

3. On rempla�ce successivement� i = � i � 1M i pour i = n � 1; : : : ; 1 dans la formule � n =
� n� 1M n et �nalement on obtient la formule � n = � 0M 1 : : : M n� 1.

4. Si la châ�ne de Markov est homog�ene, on a pour toutn 2 N : M n = M et en rempla�cant
dans 3, on obtient la formule � n = � 0M n .

2

Remarque 2.8 On a d�ej�a utilis�e l'�ecriture M n dans la preuve pr�ec�edente. On souligne que
cette �ecriture signi�e :

M n (x; dy) =
Z

E
: : :

Z

E
M (x; dx1) : : : M (xn� 1; dy)

Dans le cas o�u l'espace des �etatsE est �ni, tout se simpli�e.
L'ensemble des matrices carr�ees de co�e�cients r�eels estnot�e par Rn� n . Un vecteur x 2 Rn

est consider�e comme un vecteur colonne, sa transpos�ee estun vecteur ligne, not�e par xT .
Les transitions de probabilit�e d'une châ�ne de Markov deviennent des matrices de transition

qui sont appel�ees des matrices stochastiques.

D�e�nition 2.9 (matrice stochastique) Soit M = ( mi;j ) 2 Rn� n . La matrice M est une
matrice stochastique si

1. pour tout i; j 2 f 1; : : : ; ng : mi;j � 0,

2. pour tout i 2 f 1; : : : ; ng :
P n

j =1 mi;j = 1 .

La caract�eristique d'une matrice stochastique est alors que la somme des �el�ements de chaque
ligne donne 1.

Dans la d�e�nition 2.2, les int�egrales se simpli�ent.

D�e�nition 2.10 (Châ�ne de Markov discr�ete) Soit � une mesure de probabilit�e surE et
(M n )n2 N une suite des matrices stochastiques. Unechâ�ne de Markov discr�ete est une suite des
variables al�eatoires (X n )n2 N telle que pour tout i 2 N : X i : (
 ; F ; P) ! (E; E) et v�eri�ant pour
tout x0; : : : ; xn 2 E :

P(X 0 = x0; : : : ; X n = xn ) = � (x0)M 1(x0; x1) : : : M n (xn� 1; xn )



CHAPITRE 2. CHA ÎNES DE MARKOV 7

Les calculs des lois de la châ�ne se simpli�ent aussi.

Proposition 2.11 Soit (X n )n2 N une châ�ne de Markov homog�ene avec l'espace d'�etatsE �ni.

1. Pour tout n 2 N : � n (j ) = ( � 0M n )( j ),

2. Pour tout m; n 2 N : P(X m+ n = j jX m = i ) = M n (i; j ),

3. La propri�et�e markovienne :

P(X n = in jX n� 1 = in� 1; : : : ; X 0 = i0) = M (in ; in� 1) = P(X n = j jX n� 1 = in� 1)

Preuve.

1.

� n(j ) = P(X n = j )

= P(X n = j; X n� 1 2 E; : : : ; X 0 2 E)

=
X

i 02 E

: : :
X

i n � 12 E

� 0(i0)M (i0; i1) : : : M (in� 1; j )

= ( � 0M n )( j )

2.
P(X m+ n = j jX m = i )

=
P(X m+ n = j; X m = i )

P(X m = i )

=

P

i 0 ;:::;i m � 12 E

P

i m +1 ;:::;i n + m � 12 E
� 0(i0)M (i0; i1) : : : M (im� 1; i )M (i; i m+1 ) : : : M (in+ m� 1; j )

P

i 0 ;:::;i m � 12 E
� 0(i0)M (i0; i1) : : : M (im� 1; i )

=

P

i 0 ;:::;i m � 12 E
� 0(i0)M (i0; i1) : : : M (im� 1; i )

P

i m +1 ;:::;i n + m � 12 E
M (i; i m+1 ) : : : M (in+ m� 1; j )

P

i 0 ;:::;i m � 12 E
� 0(i0)M (i0; i1) : : : M (im� 1; i )

=
X

i m +1 ;:::;i m + n � 12 E

M (i; i m+1 ) : : : M (im+ n� 1; j ) = M n (i; j )

3. D'apr�es la d�e�nition 2.10 on a

P(X n = in jX n� 1 = in� 1 : : : X 0 = i0) =
P(X n = in ; X n� 1 = in� 1; : : : ; X 0 = i0)

P(X n� 1 = in� 1 : : : X 0 = i0)

=
� (i0)M (i0; i1) : : : M (in� 2; in� 1)M (in� 1; in )

� (i0)M (i0; i1) : : : M (in� 2; in� 1)

= M (in� 1; in )

D'apr�es 2. on a avec m = n � 1 et n = 1

P(X n = in jX n� 1 = in� 1) = M (in� 1; in )

2
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2.2 Comportement en temps long

Dans cette section on pose la question de ce qu'il advient deslois d'une châ�ne de Markov
homog�ene quand l'indice de tempsn tend vers l'in�ni ; on �etudie lim n!1 � n .

D�e�nition 2.12 (mesure invariante) La mesure invariante � 1 d'une châ�ne de Markov
(X n )n2 N homog�ene est le point �xe de l'op�eration �a droite de sa tra nsition de probabilit�e M

� 1 = � 1 M

On souhaite trouver les mesures invariantes pour plusieures raisons. En premier lien parce
qu'elles d�ecrivent le comportement asymptotique, i.e. en temps long, de syst�emes physiques
al�eatoires, par exemple processus de naissance et mort en biologie, dynamiques de r�eseaux en
t�el�ecommunication. En plus, elles sont �a la base de certains algorithmes stochastiques d'optimi-
sation globale tel le recuit simul�e. Dans ce contexte il s'agit de simuler suivant une mesure de
Gibbs li�ee �a un param�etre de temp�erature.

Ce m�emoire est consacr�e aux liens entre ces mesures invariantes et les images fractales. Cet
aspect sera abord�e plus en d�etail aux chapitres 3 et 4.

Mais il y a aussi des di�cult�es. Elles sont di�cile �a analys er et souvent il n'existe pas une
repr�esentation explicite sauf dans les cas examin�es ci{dessous.

Il existe quand même des exemples simples, comme la suivante.

Exemple 2.13 Soit (X n )n2 N und châ�ne de Markov homog�ene avec l'espace d'�etatsjE j = 2

et avec la matrice de transition M =
�

1 � p p
q 1 � q

�
et p; q 2]0; 1[. On peut montrer par

r�ecurrence que les puissances de la matriceM s'�ecrivent comme

M n =
1

p + q

�
q p
q p

�
+

(1 � p � q)n

p + q

�
p � p

� q q

�

On remarque que� 1 < 1 � p � q < 1, donc lim n!1 (1 � p � q)n = 0 et

M 1 := lim
n!1

M n =
1

p + q

�
q p
q p

�

Si on consid�ere un vecteur � 2 R2 tel que � 1 + � 2 = 1 (� est alors une mesure) on a

� T M 1 =
1

p + q
(� 1; � 2)

�
q p
q p

�
=

1
p + q

(� 1q + � 2q; � 1p + � 2p) =
1

p + q
(q; p)

On pose

� 1 :=
1

p + q

�
q
p

�

et ce � 1 v�eri�e � T
1 = � T

1 M . � 1 est alors une mesure invariante de la châ�ne(X n ).

Maintenant, on pr�esente un th�eor�eme connu �a propos de la mesure invariante. D'abord, il
nous faut des d�e�nitions et des notations.

Notation 2.14 (temps d'atteinte) On pose pour tout �etat j 2 E :
{ Tj := inf f n 2 N : X n = j g la premi�ere fois o�u la châ�ne atteint l'�etat j .
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{ pj
n := P(Tj = njX 0 = j ) la probabilit�e que la châ�ne revienne la premi�ere fois �a l'�etat j

apr�es n pas.
{ qj

n := P(X n = j jX 0 = j ) = M n (j; j ) la probabilit�e que la châ�ne atteigne l'�etat j apr�es n
pas. On poseq0 := 1 .

{ m(j ) := E(Tj jX 0 = j ) =
P 1

n=1 npj
n

Remarque 2.15 D'apr�es les notations pr�ec�edentes, on a

qj
n =

n� 1X

k=0

qj
kpj

n� k pour n � 1

Cette formule est intuitivement claire. Si on se trouve apr�es n pas dans l'�etat j , il peut s'agir
soit du premier passage enj soit du premier retour en j depui le pr�ec�edent passage.

D�e�nition 2.16 (châ�ne de Markov irr�eductible) Soit (X n )n2 N une châ�ne de Markov ho-
mog�ene de matrice de transition M et soit E �ni. (X n )n2 N est irr�eductible , si pour tout i; j 2 E
il existe n 2 N tel queM n (i; j ) > 0.

Dans une châ�ne irr�eductible chaque �etat est accessible�a partir de chaque �etat avec une
probabilit�e strictement positive. Autrement dit, si la ch â�ne part de i 2 E, elle va arriver �a
j 2 E, alors :

P 1
k=1 P(Tj = kjX 0 = i ) = 1.

D�e�nition 2.17 (�etat ergodique) Soit l'espace d'�etats �ni. Un �etat j 2 E est ergodiquesi

1. il est ap�eriodique :, pgcd(n 2 N : qj
n > 0) = 1 ,

2. il est r�ecurrent : ,
P 1

n=1 pj
n = 1 ,

3. il v�eri�e m(j ) < 1 .

Th�eor�eme 2.18 (Th�eor�eme ergodique [5]) Soit (X n )n2 N une châ�ne de Markov irr�eductible
telle que les �etats soient ergodiques, alors il existe une unique mesure invariante � 1 telle que
pour tout j 2 E :

� 1 (j ) =
1

m(j )
> 0

et pour tout i 2 E :
lim

n!1
M n (i; j ) = � 1 (j )

Preuve. Consid�erons les fonctions g�en�eratrices

t 7! Pj (t) :=
1X

k=0

pj
k tk t 7! Qj (t) :=

1X

k=1

qj
k tk

Remarquons quem(j ) = P0
j (1). En utilisant la formule de la remarque 2.15, on obtient le rapport

suivant entre Pj et Qj .

Qj (t) =
1X

k=1

qj
k tk + qj

0t0

=
1X

k=1

k� 1X

i =0

qj
i pj

k� i t
k + 1

= (
1X

k=1

qj
k tk)(

1X

i =0

pj
i t

i ) + 1

= Qj (t)Pj (t) + 1
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Donc Pj (t)Qj (t) = Qj (t) � 1, en d�erivant on trouve

Q0
j (t)

P0
j (t)

= Qj (t)2

si P0
j (t) 6= 0. En rempla�cant t = 1, on obtient

1X

k=1

k
P0

j (1)
qj

k =
1X

k=1

kX

i =1

qj
i qj

k+1 � i

En comparant les coe�cients des deux s�eries

k
P0

j (1)
qj

k =
kX

i =1

qj
i qj

k+1 � i

Si la limite lim n!1 qn =: A existe, elle doit v�eri�er l'�equation pr�ec�edent

kA
P0

j (1)
= kA2 , A =

1
P0

j (1)
=

1
m(j )

Donc la limite lim n!1 qj
n = A existe siP0

j (1) 6= 0. Mais P0
j (1) = m(j ) 6= 0 puisque tous les �etats

sont r�ecurrents et qu'un retour est presque sûr.
Similairement comme dans la remarque 2.15, on a la formule suivante.

M n (i; j ) =
nX

k=1

P(Tj = kjX 0 = i )M n� k (j; j ) =
nX

k=1

P(Tj = kjX 0 = i )qj
n� k

lim
n!1

M n (i; j ) =
1X

k=1

P(Tj = kjX 0 = i ) lim
n!1

qn� k =
1X

k=1

P(Tj = kjX 0 = i )
1

m(j )
=

1
m(j )

parce que la châ�ne est irr�eductible.
2

En plus, il existe une condition su�sante pour qu'une mesure soit invariante.

D�e�nition 2.19 (mesure inversible) Soit � 2 M (E) et M une matrice de transitions. � est
inversible si pour tout i; j 2 E

� (i )M (i; j ) = � (j )M (j; i )

Lemme 2.20 Si � 2 M (E) est inversible, alors� est invariante.

Preuve. En rempla�cant la formule de la d�e�nition 2.19, on obtient p our tout i 2 E

(� T M )( i ) =
nX

j =1

� (j )M (j; i )

=
nX

j =1

� (i )M (i; j )

= � (i )
nX

j =1

M (i; j )

= � (i )

Donc � T M = � T . 2



Chapitre 3

Fonctions iter�ees stochastiques

Pour simuler des images fractales, on construit une châ�nede Markov homog�ene par des
fonctions iter�ees. Sous certaines conditions le support de sa mesure invariante est un image
fractale.

Dans ce chapitre, nous ne nous occupons pas des d�emonstrations de la th�eorie fondamen-
tal, nous pr�esonterons les r�esultats globaux et renvoyons le lecteur au m�emoire de recherche
compl�ementaire de S. Bordel pour l'�etude th�eorique.

3.1 Construction de la châ�ne de Markov

Pour la construction d'une châ�ne de Markov par des fonctions iter�ees stochastiques, il nous
faut des hypoth�eses suivantes.

{ ( E; E; d) un espace m�etrique tel que les boules ferm�es soient compactes. Par exemple un
espace vectoriel norm�e de dimension �ni.

{ I un ensemble tel quejI j < 1 . Soit (Si ) i 2 I une suite des fonctions deE dans E lipschit-
ziennes avec les constantes de Lipschitz (ki ) i 2 I . C'est{�a{dire pour tout i 2 I et pour tout
x; y 2 E :

d(Si (x); Si (y)) � ki d(x; y)

{ ( � n )n2 N une suite de variables al�eatoires ind�ependantes �a valeurs dans I et de la loi 
 i ,
c'est{�a{dire pour tout n 2 N et pour tout i 2 I :

P(� n = i ) = 
 i

{ Soit X 0 une variable al�eatoire de valeurs dansE, de la loi � 0 et ind�ependante de (� n )n2 N.
Alors on d�e�nit la châ�ne de Markov ( X n )n2 N par

X n := S� n (X n� 1) pour n � 1 (3.1)

Par la d�e�nition 3.1 chaque X n d�epend seulement deX n� 1, alors �evidemment (X n )n2 N est
une châ�ne de Markov.

Remarque 3.1 La transition de probabilit�e de la châ�ne de Markov d�e�ni e par 3.1 est donn�ee
par

M (x; dy) =
X

i 2 I


 i � Si (x) (dy)

En particulier, la châ�ne est homog�ene.

11
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Preuve. On calcule la transition de probabilit�e de la châ�ne (X n )n2 N. Soit f 2 Cb(E). D'une
part on a

M [f ](x) = E(f (X n )jX n� 1 = x)

= E(f (S� n (X n� 1)jX n� 1 = x)

= E(f (S� n (x)))

=
X

i 2 I


 i f (Si (x))

=
Z

R

X

i 2 I

� Si (x) (dy)
 i f (y)

o�u � a(dy) d�esigne la masse de Dirac au pointa 2 E. D'autre part on a

M [f ](x) =
Z

R
M (x; dy)f (y)

Donc
M (x; dy) =

X

i 2 I


 i � Si (x) (dy)

2
D'apr�es la formule 3.1 chaque �el�ement de la châ�ne admet la repr�esentation

X k = S� k � S� k � 1 � : : : � S� 2 � S� 1 (X 0)

On voit que chaque �el�ement est une compos�ee des fonctions(Si ) i 2 I , d'o�u le nom <fonctions
iter�ees stochastiques>.

3.2 Comportement en temps long

Pour obtenir des images fractales �a partir des fonctions iter�ees stochastiques, on a besoin des
r�esultats de la mesure invariante de la châ�ne (X n )n2 N d�e�nie par 3.1 et de son support. Dans
cette section on consid�ere toujours une châ�ne de Markov d�e�nie par 3.1.

Avant qu'on pr�esente des r�esultats, nous avons besoin desquelques notations.

Notation 3.2 Si l'�etat initial X 0 = x 2 E, alors on note S� n � S� n � 1 � : : : � S� 1 (x) =: X x
n .

Notation 3.3 On pose
 :=
P

i 2 I 
 i ki = E(k� n ) pour tout n 2 N.

Sous certaines conditions, la châ�ne d�e�nie par 3.1<oublie> son �etat initial.

Lemme 3.4 Si 
 < 1, alors on a pour tout x; y 2 E :

lim
n!1

E(d(X x
n ; X y

n )) = 0

Preuve. Puisque les fonctionsSi sont lipschitziennes, on majore

0 � d(X x
n ; X y

n )) = d(S� n (X x
n� 1); S� n (X y

n� 1) � k� n d(X x
n� 1; X y

n� 1)
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En appliquant l'esp�erance �a l'in�egalit�e pr�ec�edente

0 � E(d(X x
n ; X y

n ))) � E(k� n )E(d(X x
n� 1; X y

n� 1)) = 
 E(d(X x
n� 1; X y

n� 1))

Par r�ecurrence on obtient

0 � E(d(X x
n ; X y

n ))) � 
 nE(d(X x
0 ; X y

0 )) = 
 nd(x; y)

En prenant la limite de n vers l'in�ni, on obtient

lim
n!1

E(d(X x
n ; X y

n )) = 0

car limn!1 
 n = 0 et d(x; y) < 1 . 2
Ce lemme indique que la châ�ne se comporte asymptotiquement ind�ependamment de l'�etat

initial. Intuitivement, les variables al�eatoires X x
n et X y

n deviennent de plus en plus proche, et
oublient leur condition initiale. De plus, pour n assez grand, la loi� n de X x

n approche le point
�xe � 1 = � 1 M de la transition de probabilit�e M . Donc les lois des variables al�eatoiresX n pour
n >> 0 sont presque� 1 . Le th�eor�eme suivant est le r�esultat, qui garanti l'�exi stence et l'unicit�e
de la mesure invariante.

Th�eor�eme 3.5 ([1]) Si 
 < 1, alors il existe une unique mesure invariante� 1 et pour toute
� 2 M (E) :

lim
n!1

� (�M n ; � 1 ) = 0

Dans le th�eor�eme, � est une m�etrique telle que limn!1 � (� n ; � ) = 0 , la suite (� n )n2 N

converge faiblement vers� , par exemple la m�etrique de Fortet{Mourier.
La preuve utilise que l'ensemblef � n = � 0M n ; n 2 Ng est tendu, �ca veut dire que pour tout

" > 0 il existe un compactK � E tel que pour tout n 2 N : � n (E nK ) < " . Autrement dit qu'il
existe un compact qui contient presque tous les supports des� n .

D�e�nition 3.6 (support d'une mesure de probabilit�e) Soit � 2 M (E). Le support de la
mesure � est le sous{ensemble deE qui est d�e�ni par

supp(� ) := f x 2 E : 8" > 0 : � (B (x; " )) > 0g

La boule de centrex et de rayon " est not�e par B (x; " ).

Si toutes les constantes de Lipschitz v�eri�ent ki < 1, alors on a


 =
X

i 2 I


 i ki <
X

i 2 I


 i = 1

et la condition du lemme 3.4 est satisfaite. Pour montrer quele support de � 1 est compact dans
le cas o�u pour tout i 2 I : ki < 1, on introduit l'ensemble des points accessibles d'un ensemble
A � E :

F (A) :=
[

i 2 I

Si (A)

Il est clair que supp(� 1) � F (supp(� 0)), et en it�erant ce proc�ed�e F , on a

supp(� n ) � F n (supp(� 0))

Ainsi si n tend vers l'in�ni
� 1 � lim

n!1
F n (supp(� 0))

Si supp(� 0) est compact, on peut montrer que les inclusions inverses sont vraies et donc on a
�egalit�e. Le th�eor�eme suivant g�en�eralise ce r�esulta t.



CHAPITRE 3. FONCTIONS ITER �EES STOCHASTIQUES 14

Th�eor�eme 3.7 ([2]) Pour tout sous{ensembleA compact deE : supp(� 1 ) = lim n!1 F n (A).

La preuve n'utilise pas de raisonnements probabilistes mais des raisonnement topologique et
une notion de distance entre des compact due �a Hausdor�.

3.3 Description de l'algorithme

L'algorithme implement�e est fond�e sur le th�eor�eme suiv ant :

Th�eor�eme 3.8 ([2]) Soit (X n )n2 N une châ�ne de Markov d�e�nie par 3.1. Pour chaque" > 0,
il existe n0; k0 2 N tels que

P(d((X n ; : : : ; X n+ k ); supp(� 1 ) < " ) > 1 � "

pour tout n � n0 et k � k0.

C�a signi�e que pour obtenir le support de la mesure invariante, il su�t de simuler un extrait
de la trajectoire initialis�ee �a un point quelconque de l'espace d'�etats. Les premiersk0 points
sont insigni�ants pour le support de la mesure invariante, mais apr�es, on peut obtenir une
approximation du support avec une pr�ecision quelconque. On a donc l'algorithme suivant pour
approximer le support de la mesure invariante.

algorithme 1 Simulation d'une trajectoire de la châ�ne (X n )
Input: La châ�ne de Markov d�e�nie par 3.1,

num�ero d'it�erations n,
l'�etat initial x0 ;

Output: Un extrait de la trajectoire initialis�ee en x0 ;
1: X 0 := x0 ;
2: for i = 1 to n do
3: calcule X x0

i = S� i (X
x0
n� 1) ;

4: end for

Cet algorithme a �et�e implement�e en C++ et le code source se trouve dans l'annexe �a la �n
du m�emoire.



Chapitre 4

Exemples

Le programme a �et�e mis en �uvre avec les exemples suivantes.

4.1 Feuille

Cet exemple est tir�e de [1]. Les variables al�eatoires� i sont distribu�ees selon la loi de Bernoulli
de param�etre 0; 2993 :

P(� i = 1) = 1 � P(� i = 0) = 0 ; 2993

Les fonctionsS0, S1 : R2 ! R2 sont les suivantes.

S0

�
x1

x2

�
=

�
0; 4 � 0; 3733
0; 06 0; 6

� �
x1

x2

�
+

�
0; 3533

0

�

S1

�
x1

x2

�
=

�
� 0; 8 � 0; 1867

0; 1371 0; 8

� �
x1

x2

�
+

�
1; 1
0; 1

�

Le point initial est x0 = (0 ; 0) et 500000 it�erations ont �et�e ex�ecut�ees.

15
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Fig. 4.1 { Une feuille

4.2 Arbre

Cet exemple est tir�e de [1].
Les variables al�eatoires � i sont distribu�ees uniform�ement sur l'ensemble f 0; 1; 2g :

P(� i = 0) = P(� i = 1) = P(� i = 2) =
1
3

Les fonctionsS0; S1; S2 : R2 ! R2 sont d�e�nies de la fa�con suivante.

S0

�
x1

x2

�
=

�
0 0
0 0; 255

� �
x1

x2

�
+

�
0; 5
0

�

S1

�
x1

x2

�
=

�
0; 75 cos(� �

8 ) � 0; 75 sin(� �
8 )

0; 75 sin(� �
8 ) 0; 75 cos(� �

8 )

� �
x1

x2

�
+

�
0; 5 � 0; 375 cos(� �

8 )
0; 255� 0; 375 sin(� �

8 )

�

S2

�
x1

x2

�
=

�
0; 625 cos(�5 ) � 0; 75 sin(�

5 )
0; 625 sin(�5 ) 0; 75 cos(�5 )

� �
x1

x2

�
+

�
0; 5 � 0; 3125 cos(�5 )

0; 153� 0; 3125 sin(�5 )

�

Le point initial est x0 = (0 ; 0) et l'image montre la trajectoire (X 100; : : : ; X 300000).
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Fig. 4.2 { Arbre

4.3 Triangle de Sierpinski

Cet exemple est tir�e de [2]. Les variables al�eatoires� i sont distribu�ees uniform�ement sur
l'ensemblef 0; 1; 2g :

P(� i = 0) = P(� i = 1) = P(� i = 2) =
1
3

Les fonctionsS0; S1; S2 : R2 ! R2 sont d�e�nies par

S0

�
x1

x2

�
=

�
0; 5 0
0 0; 5

� �
x1

x2

�

S1

�
x1

x2

�
=

�
0; 5 0
0 0; 5

� �
x1

x2

�
+

�
0; 5
0

�

S2

�
x1

x2

�
=

�
0; 5 0
0; 5 0

� �
x1

x2

�
+

�
0; 25
0; 5

�

Le point initial est x0 = (0 ; 0) et 100000 it�erations ont �et�e ex�excut�ees.
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Fig. 4.3 { La triangle de Sierpinski

4.4 Pentadentrite

Les variables al�eatoires � i sont distribu�ees uniform�ement sur l'ensemble f 0; 1; 2; 3; 4; 5g :

pour tout k 2 f 0; 1; 2; 3; 4; 5g : P(� i = k) =
1
6

Les fonctionsS0; : : : ; S5 sont les suivantes.

S0

�
x1

x2

�
=

�
0; 341 � 0; 071
0; 071 0; 341

� �
x1

x2

�

S1

�
x1

x2

�
=

�
0; 038 � 0; 346
0; 346 0; 038

� �
x1

x2

�
+

�
0; 341
0; 071

�

S2

�
x1

x2

�
=

�
0; 341 � 0; 071
0; 071 0; 341

� �
x1

x2

�
+

�
0; 379
0; 418

�

S3

�
x1

x2

�
=

�
� 0; 234 0; 258
� 0; 258 � 0; 234

� �
x1

x2

�
+

�
0; 72
0; 489

�



CHAPITRE 4. EXEMPLES 19

S4

�
x1

x2

�
=

�
0; 173 0; 302

� 0; 302 0; 173

� �
x1

x2

�
+

�
0; 486
0; 231

�

S5

�
x1

x2

�
=

�
0; 341 � 0; 071
0; 071 0; 341

� �
x1

x2

�
+

�
0; 659

� 0; 071

�

Le point initial est x0 = (0 ; 0) et 100000 it�erations ont �et�e ex�ecut�ees.

Fig. 4.4 { Pentadentrite

4.5 Le courbe de L�evy

Les variables al�eatoires � i sont distribu�ees selon la loi de Bernoulli :

P(� i = 0) =
1
2

= P(� i = 1)

Les fonctionsS1 et S2 sont les suivantes.

S0

�
x1

x2

�
=

�
0; 5 � 0; 5
0; 5 0; 5

� �
x1

x2

�
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S1

�
x1

x2

�
=

�
0; 5 0; 5

� 0; 5 0; 5

� �
x1

x2

�
+

�
0; 5
0; 5

�

Le point initial est x0 = (0 ; 0) et 100000 it�erations ont �et�e ex�excut�ees.

Fig. 4.5 { Le courbe de L�evy



Annexe A

Code Source C++

/ �
Th is i s a C++ code f o r c a l c u l a t i n g t h e t r a j e c t o r y o f a Markov
ch a in which c o r r e s p o n d s t o a i t e r a t e d f u n c t i o n sy s t em ( IFS ) , t h a t
i s , t h e ch a in i s s p e c i f i e d by a s e t o f t r a n s o r m a t i o n s , wh ich a r e
assumed t o be l i n e a r a f f i n e f u n c t i o n s and a s u i t e o f i i d rando m
v a r i a b l e s . The t r a j e c t o r y i s c a l c u l a t e d f o r a g i v e n s t a r t i n g
p o i n t and a g i v e n number o f i t e r a t i o n s . A l l t h e c a l c u l a t i o n s
assume t h a t we a r e in t h e p l a n e R^ 2 .

The p o i n t i s t h a t t h e t r a j e c t o r y e s t i m a t e s t h e s u p p o r t o f t h e
i n v a r i a n t mesure o f t h e ch a in and in some ca ses , t h a t i s , f o r t h e
' r i g h t ' f u n c t i o n s combined w i t h t h e ' r i g h t ' r . v . , we ' l l o b t a i n a
f r a c t a l when v i s u a l i z i n g t h e p o i n t s . The o u t p u t f i l e i s c o n v e n i e n t
t o u se w i t h g n u p l o t .

I t was w r i t t e n f o r a r e s e a r c h summary a t UNSA in 2 0 0 5 .
I t comes w i t h o u t any g u a r a n t e e or w a r r a n t y .
C o p y r i g h t by J u l i a n n a Z s id o
� /

#include < iost ream >
#include < s t d l i b . h >
#include < map >

using namespace s t d ;

// � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

c l a ss Matr ix
f

private :
i n t n l i n ;
i n t n co l ;
double �� mat ;

publ ic :
void al locMemMatr ix ( i n t l , i n t c ) ;
i n t g e t L i n e s ( ) ;
i n t getColumns ( ) ;
double �� ge tMat r i x ( ) ;
void se t E n t r y ( in t i , i n t j , double v a l u e ) ;
void r e a d f r o m F i l e ( FILE � f ) ;
void p r i n t t o F i l e ( FILE � f ) ;
Matr ix � m u l t i p l y ( Matr ix � m) ;
void add ( Matr ix � m) ;
void f i l l B e r n o u l l i ( i n t n , double p ) ;
void f i l l L a p l a c e ( in t n , i n t p ) ;

g ;

// a l l o c a t e s n e c e s s a r y memory f o r a l � t im es � c� m a t r i x
void Matr ix : : al locMemMatr ix ( i n t l , i n t c )
f

n l i n = l ;
n co l = c ;
//To d y n a m i c a l l y c r e a t e a t r u e 2D a r r a y :
double � b l ock ;
in t i ;
b l ock = ( double � ) m a l l oc ( s i z e o f ( double ) � l � c ) ;
mat = ( double � � ) m a l l oc ( s i z e o f ( double � ) � l ) ;
fo r ( i = 0 ; i < l ; i++ )
f

mat [ i ] = &b l ock [ i � c ] ;
g
//Now mat i s an a r r a y o f d o u b l e p o i n t e r s each p o i n t i n g
// t o a d o u b l e a r r a y w i t h i n b l o c k
// 2D a r r a y n o t a t i o n : a r r a y [ 5 ] [ 1 ]

g

21
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// t h e u s u a l s e t and g e t methods f o r t h e p r i v a t e members
in t Matr ix : : g e t L i n e s ( )
f

return n l i n ;
g

in t Matr ix : : getColumns ( )
f

return n co l ;
g

double �� Matr ix : : ge tMat r i x ( )
f

return mat ;
g

void Matr ix : : se t E n t r y ( in t i , i n t j , double v a l u e )
f

mat [ i ] [ j ] = v a l u e ;
g

// r e a d s m a t r i x from f i l e
void Matr ix : : r e a d f r o m F i l e ( FILE � f )
f

// f i r s t two i n t e g e r s g i v e dims o f m a t r i x
f s c a n f ( f , "%d" , &n l i n ) ;
f s c a n f ( f , "%d" , &n co l ) ;
al locMemMatr ix ( n l i n , n co l ) ;
// t h e f o l l o w i n g d o u b l e s a r e t h e e n t r i e s
fo r ( i n t i = 0 ; i < n l i n ; i ++)
f

fo r ( i n t j = 0 ; j < n co l ; j ++)
f

f s c a n f ( f , "%l f " , &mat [ i ] [ j ] ) ;
g

g
g

// p r i n t s m a t r i x t o a f i l e
void Matr ix : : p r i n t t o F i l e ( FILE � f )
f

fo r ( i n t i = 0 ; i < n l i n ; i ++)
f

fo r ( i n t j = 0 ; j < n co l ; j ++)
f

f p r i n t f ( f , "%e n t " , mat [ i ] [ j ] ) ;
g
f p r i n t f ( f , " n n" ) ;

g
g

// m u l t i p l i e s t h i s . mat t i m e s m
Matr ix � Matr ix : : m u l t i p l y ( Matr ix � m)
f

i n t n1 = n l i n ; i n t m1 = n co l ;
i n t n2 = m � > g e t L i n e s ( ) ; i n t m2 = m � > getColumns ( ) ;
double �� mm = m � > getMat r i x ( ) ;
Matr ix � s o l = new Matr ix ;
i f (m1 == n2 )
f

so l � > al locMemMatr ix ( n1 , m2 ) ;
fo r ( i n t i = 0 ; i < n1 ; i ++)
f

fo r ( i n t j = 0 ; j < m2 ; j ++)
f

double sum = 0 ;
fo r ( i n t k = 0 ; k < m1; k++)
f

sum = sum + mat [ i ] [ k ] � mm[ k ] [ j ] ;
g
so l � > se t E n t r y ( i , j , sum ) ;

g
g

g
e l se
f

so l � > al locMemMatr ix ( 1 , 1 ) ;
so l � > se t E n t r y ( 0 , 0 , 0 ) ;
cou t << " can ' t m u l t i p l y � m a t r i c e s don ' t match � wrong d i m en s i on s n n" ;

g
return s o l ;

g

// adds two m a t r i c e s t h i s . mat and m
void Matr ix : : add ( Matr ix � m)
f

i n t n1 = n l i n ; i n t m1 = n co l ;
i n t n2 = m � > g e t L i n e s ( ) ; i n t m2 = m � > getColumns ( ) ;
double �� mm = m � > getMat r i x ( ) ;
i f ( n1 == n2 && m1 == m2)
f

fo r ( i n t i = 0 ; i < n1 ; i ++)
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f
fo r ( i n t j = 0 ; j < m1 ; j ++)
f

mat [ i ] [ j ] = mat [ i ] [ j ] + mm[ i ] [ j ] ;
g

g
g
e l se
f

cou t << " can ' t add � d i m en s i on s don ' t match n n" ;
g

g

// c r e a t e s a v e c t o r o f l e n g t h n w i t h i . i . d . b e r n o u l l i random v a r i a b l e s
// w i t h d i s t r i b u t i o n P(X = 1) = p
void Matr ix : : f i l l B e r n o u l l i ( i n t n , double p )
f

th i s � > al locMemMatr ix ( n , 1 ) ;
fo r ( i n t i = 0 ; i < n ; i ++)
f

double r = ( double ) rand ( ) ;
double q = r / RAND MAX;
i f ( q > = 1 � p )
f

th i s � > mat [ i ] [ 0 ] = 1 . 0 ;
g

e l se
f

th i s � > mat [ i ] [ 0 ] = 0 . 0 ;
g

g
g

// c r e a t e s a v e c t o r o f l e n g t h n w i t h i . i . d . l a p l a c e random v a r i a b l e s
// t h a t i s P(X = i ) = 1/ p w i t h i = 0 , . . . , p � 1
void Matr ix : : f i l l L a p l a c e ( in t n , i n t p )
f

th i s � > al locMemMatr ix ( n , 1 ) ;
fo r ( i n t i = 0 ; i < n ; i ++)
f

double r = ( double ) rand ( ) ;
double q = r / RAND MAX;
in t j = 0 ;
while ( j � ( 1 . 0 / ( double ) p ) < 1 . 0 )
f

i f ( ( q > = j � ( 1 . 0 / ( double ) p ) ) && ( q < = ( j + 1) � ( 1 . 0 / ( double ) p ) ) )
f

th i s � > mat [ i ] [ 0 ] = ( double ) j ;
g
j ++;

g
g

g

// � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

c l a ss a f f i n e f u n c t i o n
f
private :

i n t n l i n ; // number o f l i n e s
in t n co l ; // number o f co lumns
Matr ix � A ; // l i n e a r f u n c t i o n
Matr ix � b ; // t r a n s l a t i o n v e c t o r

publ ic :
i n t g e t L i n e s ( ) ;
i n t getColumns ( ) ;
void se t Ma t r i x ( Matr ix � m) ;
void s e t T r a n s l ( Matr ix � m) ;
Matr ix � getMat r i x ( ) ;
Matr ix � ge t T r an s l ( ) ;
void r e a d f r o m F i l e ( FILE � f ) ;
void p r i n t t o F i l e ( FILE � f ) ;
Matr ix � p l u g i n ( Matr ix � v ec t ) ;

g ;

// t h e u s u a l s e t and g e t methods f o r t h e p r i a v a t e members
in t a f f i n e f u n c t i o n : : g e t L i n e s ( )
f

return n l i n ;
g

in t a f f i n e f u n c t i o n : : getColumns ( )
f

return n co l ;
g

void a f f i n e f u n c t i o n : : se t Ma t r i x ( Matr ix � m)
f

A = new Matr ix ;
A = m;

g
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void a f f i n e f u n c t i o n : : s e t T r a n s l ( Matr ix � m)
f

b = new Matr ix ;
i f (m� > getColumns ( ) == 1)
f

b = m;
g
e l se
f

cou t << " t h i s can ' t be a t r a n s l a t i o n v ec t o r , no . o f columns != 1n n" ;
g

g

Matr ix � a f f i n e f u n c t i o n : : getMat r i x ( )
f

return A;
g

Matr ix � a f f i n e f u n c t i o n : : ge t T r an s l ( )
f

return b ;
g

// r e a d s a f f i n e l i n e a r f u n c t i o n s from f i l e f
void a f f i n e f u n c t i o n : : r e a d f r o m F i l e ( FILE � f )
f

A = new Matr ix ;
A� > r e a d f r o m F i l e ( f ) ;
b = new Matr ix ;
b� > r e a d f r o m F i l e ( f ) ;

g

// w r i t e s a f f i n e l i n e a r f u n c t i o n s t o f i l e f
void a f f i n e f u n c t i o n : : p r i n t t o F i l e ( FILE � f )
f

A� > p r i n t t o F i l e ( f ) ;
f p r i n t f ( f , " n n" ) ;
b� > p r i n t t o F i l e ( f ) ;

g

// c a l c u l a t e s and r e t u r n s A � v e c t+b
Matr ix � a f f i n e f u n c t i o n : : p l u g i n ( Matr ix � v ec t )
f

Matr ix � s o l = new Matr ix ;
s o l = A � > m u l t i p l y ( v ec t ) ;
so l � > add ( b ) ;
return s o l ;

g

// � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

c l a ss IFS
f
private :

i n t n f ; // number o f f u n c t i o n s
map < int , a f f i n e f u n c t i o n � > f u n c t i o n s ;
in t n i ; // number o f i t e r a t i o n s
Matr ix � randoms ;

publ ic :
typedef map < int , a f f i n e f u n c t i o n � > : : c o n s t i t e r a t o r con s t Fu n c I t ;

i n t ge t Fu n c t i on s ( ) ;
Matr ix � getRandoms ( ) ;
void s e t I t e r a t i o n s ( in t n ) ;
void setRandoms ( Matr ix � M) ;
void pr intRandoms( char � name ) ;
void se t Fu n c t i on ( in t i , a f f i n e f u n c t i o n � a f f e ) ;
void r ead Fu n c f r om F i le ( char � name ) ;
void p r i n t F u n c t i o n s ( char � name ) ;
void c a l c u l a t e ( Matr ix � s t a r t , FILE � f ) ;

g ;

// t h e u s u a l s e t and g e t methods
in t IFS : : ge t Fu n c t i on s ( )
f

return n f ;
g

Matr ix � IFS : : getRandoms ( )
f

return randoms ;
g

void IFS : : s e t I t e r a t i o n s ( in t n )
f

n i = n ;
g

void IFS : : setRandoms ( Matr ix � M)
f

randoms = M;
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g

// p r i n t s t h e random v e c t o r t o f i l e w i t h name name
void IFS : : pr in tRandoms( char � name )
f

FILE � f ;
f = fopen ( name , "w" ) ;
randoms � > p r i n t t o F i l e ( f ) ;
f c l o s e ( f ) ;

g

void IFS : : se t Fu n c t i on ( in t i , a f f i n e f u n c t i o n � a f f e )
f

con s t Fu n c I t f I t ;
i f ( f u n c t i o n s . f i n d ( i ) == f u n c t i o n s . end ( ) )
f

f u n c t i o n s [ i ] = a f f e ;
g

g

// r e a d s t h e a f f i n e l i n e a r f u n c t i o n s from a f i l e w i t h name nam e
void IFS : : r ead Fu n c f r om F i le ( char � name )
f

FILE � f ;
f = fopen ( name , " r " ) ;
f s c a n f ( f , "%d" , &n f ) ;
fo r ( i n t i = 0 ; i < n f ; i ++)
f

f u n c t i o n s [ i ] = new a f f i n e f u n c t i o n ;
f u n c t i o n s [ i ] � > r e a d f r o m F i l e ( f ) ;

g
f c l o s e ( f ) ;

g

// p r i n t s a f f i n e l i n e a r f u n c t i o n s t o f i l e w i t h name name
void IFS : : p r i n t F u n c t i o n s ( char � name )
f

FILE � f ;
f = fopen ( name , "w" ) ;
con s t Fu n c I t f I t ;
fo r ( f I t = f u n c t i o n s . b eg i n ( ) ; f I t != f u n c t i o n s . end ( ) ; f I t ++)
f

f p r i n t f ( f , "%d n n" , f I t � > f i r s t ) ;
f I t � > second � > p r i n t t o F i l e ( f ) ;
f p r i n t f ( f , " n n" ) ;

g
f c l o s e ( f ) ;

g

// t h i s e x e c u t e s n i i t e r a t i o n s , s t a r t s w i t h v e c t o r s t a r t and a p p l i e s
// i t e r a t i v e l y one o f t h e a f f n e f u n c t i o n s
// t h e o r d e r o f t h e s e a p p l i c a t i o n s i s d e t e r m in ed by t h e rando m v a r i a b l e s
// p r i n t s t h e r e s u l t a f t e r each i t e r a t i o n t o f i l e f
void IFS : : c a l c u l a t e ( Matr ix � s t a r t , FILE � f )
f

Matr ix � m = new Matr ix ;
m = s t a r t ;
fo r ( i n t i = 0 ; i < n i ; i ++)
f

// p r i n t m t o f i l e f , assuming t h a t we a r e in R^2
f p r i n t f ( f , "%e n t%e n n" , m � > getMat r i x ( ) [ 0 ] [ 0 ] , m � > getMat r i x ( ) [ 1 ] [ 0 ] ) ;
// f i n d a f f i n e f u n c t i o n w i t h i d o f random no .
con s t Fu n c I t f I t ;
double a = randoms � > getMat r i x ( ) [ i ] [ 0 ] ;
f I t = f u n c t i o n s . f i n d ( ( i n t ) a ) ;
// a p p l y a f f i n e f u n c t i o n t o m
m = f I t � > second � > p l u g i n (m) ;

g
g

// � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
/ �
t h e main f u n c t i o n n eed s 3 arguments :
1 . no . o f i t e r a t i o n s
2 . name o f f i l e t h a t c o n t a i n s t h e t r a n s f o r m a t i o n f u n c t i o n s
3 . b [ e r n o u l l i ] o r l [ a p l a c e ] d ep en d in g on what k i n d o f

random v a r i a b l e s ( r . v . ) a r e needed
Then i t
� a s k s t o s p e c i f y t h e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o f t h e r . v .
� r e a d s f u n c t i o n s ( and p r i n t s them i f l i n e s n o t commented o u t )
� s e t s no . o f i t e r a t i o n s
� g e n e r a t e s r . v . a c c o r d i n g t o i n f o ( and p r i n t s them l i n e s n o t

commented o u t )
� d o es i t e r a t i o n s and p r i n t s c o o r d i n a t e s o f p o i n t s
� /

i n t main ( in t argc , char � argv [ ] )
f

i f ( a r gc == 4)
f

i n t n ;
n = a t o i ( argv [ 1 ] ) ;
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char � name = argv [ 2 ] ;
char � c = argv [ 3 ] ;
i n t bern = 1 ;
double d ;
i f ( c [ 0 ] == ' l ' )
f

cou t << " p l e a s e e n t e r no . o f d i f f r e r n t ou tcomings n n" ;
c i n >> d ;
bern = 0 ;
cou t << "no . o f i t e r a t i o n s : " << n << " n n" ;
cou t << " f i l e to read f u n c t i o n s from : " << name << " n n" ;
cou t << "random v a r i a b l e s a r e l a p l a c e wi th p = " << 1 . 0 / d << " n n" ;

g
e l se i f ( c [ 0 ] == ' b ' )
f

cou t << " p l e a s e e n t e r p r o b a b i l i t y o f X = 1n n" ;
c i n >> d ;
cou t << "no . o f i t e r a t i o n s : " << n << " n n" ;
cou t << " f i l e to read f u n c t i o n s from : " << name << " n n" ;
cou t << "random v a r i a b l e s a r e b e r n o u l l i w i th p = " << d << " n n" ;

g
IFS � j u l c s i = new IFS ;
j u l c s i � > r ead Fu n c f r om F i le ( name ) ;
char ex tend [ 2 0 ] ;
// s p r i n t f ( ex t en d , " f u n c t i o n s %s " , name ) ;
// j u l c s i � > p r i n t F u n c t i o n s ( e x t e n d ) ;
// c o u t << " f u n c t i o n s p r i n t e d t o " << e x t e n d << " n n " ;
j u l c s i � > s e t I t e r a t i o n s ( n ) ;
// c o u t << " i t e r a t i o n s s e t n n " ;
Matr ix � B = new Matr ix ;
i f ( bern == 1)
f

B� > f i l l B e r n o u l l i ( n , d ) ;
g
e l se i f ( bern == 0)
f

B� > f i l l L a p l a c e ( n , ( i n t ) d ) ;
g
j u l c s i � > setRandoms (B ) ;
cou t << " randoms f i l l e d up n n" ;
// s p r i n t f ( ex t en d , " randoms %s " , name ) ;
// j u l c s i � > pr in tRandoms ( e x t e n d ) ;
// c o u t << " randoms p r i n t e d t o " << e x t e n d << " n n " ;
Matr ix � s t a r t = new Matr ix ;
s t a r t � > al locMemMatr ix ( 2 , 1 ) ;
s t a r t � > se t E n t r y ( 0 , 0 , 0 . 0 ) ;
s t a r t � > se t E n t r y ( 1 , 0 , 0 . 0 ) ;
FILE � g ;
s p r i n t f ( extend , " coo r d %s " , name ) ;
g = fopen ( extend , "w" ) ;
j u l c s i � > c a l c u l a t e ( s t a r t , g ) ;
f c l o s e ( g ) ;
cou t << n << " i t e r a t i o n s done , p o i n t s c a l c u l a t e d , s e e " << extend << " n n n n" ;
cou t << " r e g u l a r end n n n n" ;

g
e l se
f

cou t << "3 arguments a r e needed : n n" ;
cou t << " 1 . the number o f i t e r a t i o n s n n" ;
cou t << " 2 . name o f f i l e to read f u n c t i o n s from n n" ;
cou t << " 3 . l a p l a c e or b e r n o u l l i depend ing on d i s t r i b u t i o n o f random v a r i a b l e s n n n n" ;

g
g
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