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Chapitre 1

Introduction

Quand on cherche dans les références de la littérature (par exemple [Bar85], [Bar00], [Har02],
[Ber02]) la définition du lambda calcul pur, on trouve qu’il s’agit d’une théorie des fonctions.
Celles—ci sont vues comme une régle de correspondance sans types : une fonction peut étre ap-
pliquée méme a elle-méme parce qu’il n’y a pas de notions de domaine et de codomaine. Dans
[Har02] ce point de vue est appelé «intentionnel» par contraste avec le point de vue «extension-
nel» dans lequel on considere une fonction comme son graphe, c¢’est—a—dire comme un ensemble
de couples.

Puis on trouve des remarques sur I'histoire du lambda calcul, contenant les noms des cher-
cheurs associés. Les personnes liées fortement au lambda calcul sont premiérement son inventeur
A. Church et ses deux éleves J. B. Rosser et S. C. Kleene qui ont contribué au développement,
par exemple en prouvant I'inconsistance du systéme initial publié par Church. Aprés s’étre res-
treint a un sous—systeme, la consistance était démontrée par le théoreme de Church—Rosser. Les
noms de H. B. Curry et A. Turing ne peuvent pas étre omis dans cette liste car la logique combi-
natoire de Curry est reliée au lambda calcul. Ainsi que les fonctions calculables par une machine
de Turing sont équivalentes a la classe des fonctions A—calculables, définies formellement par le
lambda calcul.

Ensuite, plusieurs aspects et intéréts du lambda calcul sont donnés. Par exemple 'intention
de développer un fondement des mathématiques, le modele de la calculabilité, des aspects infor-
matiques, etc. Dans ce contexte la simplicité! et la puissance de la construction sont soulignées.
Parfois il y a une référence au lambda calcul simplement typé qui limite la notion générale
de fonction en ajoutant domaine et codomaine par I'intermédiaire du typage. Son intérét : les
termes typables sont les fonctions calculables?. De plus il permet d’établir la correspondance de
Curry—Howard entre les propositions logiques et les termes typés.

Mais on ne trouve pas une caractérisation ou une définition conceptuelle du lambda calcul
dans I'environnement mathématique classique. Un des buts de [HMO05] est d’y pallier. Comme la
référence de base de ce mémoire est [HMO5], il essaie de contribuer a cette caractérisation. Les
structures d’une monade et d’un module sur une monade sont les bonnes notions, en particulier
pour la liaison d’une variable par I'abstraction. Un outil employé pour vérifier les preuves est le
logiciel Coq développé a INRIA, un outil d’aide & la preuve. Ces preuves peuvent étre consultées

’application, Pabstraction et la beta-réduction, qui est la régle principal du calcul
2(est la these de Church.
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sur 'internet a ’adresse suivant : http ://math.unice.fr/~zsido/st.

Ce mémoire consiste surtout en deux parties. La premiere traite du lambda calcul non—typé
et la deuxiéme du lambda calcul simplement typé. Le deuxiéme chapitre est basé sur [HMO05].
On y introduit et étudie les structures catégorielles, les monades, les modules et les morphismes
afin de caractériser le lambda calcul pur ou non—typé comme l’objet initial de la catégorie des
monades exponentielles. Les preuves des deux premieres sections ont été réalisées par le logiciel
Coq. Le troisieme chapitre est un analogue du chapitre précédent, ou les différences de structure
avec le cas non—typé sont soulignées. Toutes les preuves ont été réalisées par Coq. Enfin, dans le
quatrieme chapitre, on donne une perspective pour unifier et généraliser les deux cas précédents.



Chapitre 2

Lambda Calcul non-typé

Nous supposons un certain degré de familiarité avec le lambda calcul, en particulier avec les
constructeurs des lambda termes, var, app et abs ainsi qu’avec les notions de la substition, de
I’équivalence «, 3 et 7.

2.1 Monades et modules sur monades

Nous admettons aussi la connaissance des notions générales des foncteurs et des transforma-
tions naturelles de la théorie de catégories.

Définition 2.1 (Monade) Une monade d’une catégorie C est un triplet (T',n, 1) consistant en

un endofoncteur T : C — C et deux transformations naturelles n : Id = T et p : T?> = T,
ou Id désigne le foncteur identité sur C. Ils font commuter les diagrammes suivants pour tout

X €0b(C) :

nrx

T
TX —2r2x S Tx (2.1)

I. u‘ II.
IdTX \5( IdTX
TX

T3x 5 e (2.2)

i | lux

T2X x> TX

Dans ce chapitre nous allons considérer des monades sur la catégorie des ensembles, notée
Ens. Dans la suite nous allons dire que «7' est une monade», quand T est le foncteur de la
monade, au lieu de préciser le triplet (7,7, ). Commengons par introduire quelques notations.

Notation 2.2
— Pour un ensemble X € Ens on note X* € Ens la réunion disjointe de X et d’un élément
00X -
— Pour un morphisme d’ensembles f : X — Y on note f*: X* — Y* tel que f* |x= [ et
f(oox) = ooy
— L’injection canonique de X € Ens : X — X* sera noté par 1x.
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Exemple 2.3 Le foncteur SLC, associant a chaque ensemble de variables X € Ens [’ensemble
des lambda termes non—typés SLC X, est une monade avec n = var et p correspondant a la
substitution. Pour vérifier la fonctorialité de SLC, on se donne un morphisme f : X — Y avec
X,Y € Ens et on construit SLC f : SLCX — SLCY récursivement :

var(f(z)) st T =varxz avec x € X
T eSLCX — ¢ app(SLC f(T1),SLC f(Tz)) si T = app(Th,Ts) avec Ty, T5 € SLCX
abs(SLC(f*)(T")) si T = abs(T") avec T' € SLC(X™)

D’aprés cette construction, on a clairement SLCIdx = Ids c x et SLC(f10 f2) = SLC f10SLC fo
pour deux morphismes f1 et fo composables. La fonctorialité de SLC est une sorte de renommage
des variables selon Uapplication f.

D’une maniere équivalente, le foncteur LC associant a chaque ensemble de variables X € Ens
l’ensemble des lambda termes modulo a—, B— et n—équivalence, LC X, est une monade.

Définition 2.4 (Monade derivée) Etant donnée une monade R, on construit sa derivée R’
en posant pour tout X € Ens :
R'X := R(X™)

Pour tout morphisme d’ensembles f: X — Y on pose :
R'f == R(f")
Remarque 2.5 La monade derivée R’ d’une monade R est une monade.
Preuve. On pose pour tout X € Ens :
Ny = Rix onx

p = px- o Rdx
oudy : (RX)" — R'X tel que dx |gx=Idrx et dx(corx) = nx=(cox). Pour démontrer II.

de (2.1) pour R/, on remplace les définitions de 1’ et de u et on trouve le diagramme suivant :

Rag(x+) NR(X*)
hiaSll)

R((R'X)") RR(X*) == R(X™) (2.3)

- I.
Rdx Idrr(x*) B
/ IdR(X*)

RR(X*) R(X™)

fix*

Nous remarquons que la composition Rdx o Rig(x+) = R(dx o1p(x+)) est RIdg(x+) = ldrp(x+)
car les restrictions de dx et de 1p(x~) sur R(X™) sont I'identité sur R(X™) d’apres les définitions.
Donc le carré dans (2.3) commute; le triangle I. aussi, car il est la partie II. de (2.1) appliquée
a R et X*. Pour I. de (2.1) pour R’ on trouve le diagramme :

ROx*) SRR (2.4)
IdR(X*)\L % leX

R(X™)

RR(X*)

KXo
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Le triangle & gauche dans (2.4) commute grace a (2.1) appliqué & R et X*. L’autre commute
parce que dx o (n'y)* = nx~. Cette égalité est vraie :

/ *

Nx dx
00X —— 0OR(x+*) — Nx+(00x)

et pour z € X on a

Il reste a voir (2.2) pour R'.

Rd s 1220:4 *
RERX ZErRRX X RRIX (2.5)
RRdxl I. \LRdX
R((u,)") 1. RRR'X 2% Rr'X
Rpux« \L II. \LH’X*
RR'X —— RR'X — R'X

Le carré 1. de (2.5) commute parce que p est une transformation naturelle et le carré II. parce
que on a (2.2) pour R et X*. La coté gauche, III. commute car le diagramme suivant commute :

(RRX) X R((R'X)")

leX

()" RR(X*)

\LHX*

(R'X)* R(X*)
X

On suit les fleches dans les deux cas © = coprpx ouz € R'R'X :

dprx Rdx Lxcr
XORRX — U(R'X)*(OOR/X) — Rnx+(0ox) —— nx+(00x)

)* dx
OOR R X ——— OORx — Nx+(00x)
Pour tout z € R'R'X :
dprx e /
v S 0 (@)

/

(1 )* d
w2 e (1) 25 ply (@)

|
Définition 2.6 (Morphisme de monade) Soient (T,n"), (M) et (S, u%)) deuz mo-

nades. Un morphisme de monades 7 est une transformation naturelle T = S qui est compatible
avee nT), ) 1) et 1S 1 fait alors commuter les diagrammes suivants pour tout X € Ens :

)
X —>TX (2.6)

\ \LTX
i

SX
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D

TTX TX (2.7)
N
TSX STX TX
SSX = SX
Hx

Définition 2.7 (Module) Soit R une monade. Un module sur R est un couple (M,c) ot
M est un endofoncteur Ens — Ens muni d’une transformation naturelle, appelé substitution,
o: MR < M vérifiant le diagramme commutatif suivant pour tout X € Ens :

MRRX 7~ MRX (2.8)

o | |

MRX?MX

Remarque 2.8 (Module tautologique) Une monade R est un module sur elle-méme, appelé
module tautologique.

Preuve. (%) := y. (2.8) est donné par (2.2). O

Un module est une sorte de généralisation d’une monade. Il est moins structuré, et la notion
de substitution est plus faible que la substitution p d’une monade.

Définition 2.9 (Morphisme de module) Soient R une monade, (M,oc™)) et (N,c™) deuz
R-modules. Un morphisme de module F est une transformation naturelle compatible avec o)
et o). 11 fait alors commuter le diagramme suivant pour tout X € Ens :

S

MRX ———= MX (2.9)

e

NRXWNX

Définition 2.10 (Module derivé) Soient R une monade et M un R-module. On construit le
module derivé M’ en posant pour tout X € Ens :

M'(X) = M(X*)
Pour tout f: X — Y morphisme d’ensembles on pose :
M'f = M(f")

Remarque 2.11 Le module derivé M' d’un R-module M est un R-module.
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Preuve. On pose pour tout X € Ens :
(7}( =ox- 0o Mgx

oug: (RX)* — R(X*) tel que g |rx= Rux et g(corx) = nx+(cox). Il reste a voir le diagramme
analogue a (2.8).

MRRX)*) X925 M R((RX)*) % M((RX)¥) (2.10)
MRQX\L 1. J/ng

M(us) 1. MRR(X*) 22900 prR(x)
Mux*l II. J{ax*

M((RX)) = MB(X") o M(X?)

Le carré I. de (2.10) commute car o est une transformation naturelle et le carré II. car on a (2.8)
pour M et X*. Le carré III. commute parce que le diagramme suivant commute :

(RRX)* 22X R((RX)*)

l Rgx

(ux)* RR(X*)
l#x*
(RX)" —5— R(X")

On suit les fleches dans les deux cas x = cogprx ou x € RRX :

IRX Rgx Hx*
0ORRX —— N(RX)*(0Rx) — Rnx~(cox) —— nx~(cox)

(kx)* g9x
O0ORRX —— OORXx — Nx+(00X)

Pour tout x € RRX :

IRX Rgx Hx*
z x T px+ ()

(hx)* 9x
o P (@) 25 e (a)

O
Lemme 2.12 L’injection canonique M1 : M — M’ est un morphisme de module.
Preuve. Il faut voir que le diagramme analogue a (2.9) commute pour tout X € Ens :
MRX X MX (2.11)
Migx MPux 1. Max

1.

M'RX —p= MR(X") 5> M(X")
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En remarquant que pour tout z € RX on a gx o1rx(z) = Rix(x), car

x5 0 2 Rix(x)

le triangle I. de (2.11) commute ; le IT. commute aussi, puisque o est une transformation naturelle.
O

Remarque 2.13 (produit de modules) Soient R une monade, (M,c™)) et (N, o)) deux
R-modules. Le produit (cartésien) de foncteurs M x N est aussi un R—module.

Preuve. On a pour tout X € Ens : M x NX = MX x NX et pour tout f : X — Y :
M xNf=Mfx Nf.On pose pour tout X € Ens :

U&MXN) = crg(M) X UE(N)

Le diagramme suivant commute pour tout X € Ens car on a (2.8) pour M et N.

o (MxN)
M x NRRX — > M x NRX
MXN,LLX O_E(MXN)

MxNRX ——MxNX

(MxN)
Ox

Exemple 2.14 Le constructeur app des lambda termes est un morphisme de LC—modules
LC x LC — LC. On rappelle la définition de la substitution sur le constructeur app ; pour tout
M NTelCX etxeX ona:

(app(M, N))[x « T] = app(M [z « T], N[z « T1)
c’est-a—dire que le diagramme analogue a (2.9) commute pour tout X € Ens :
LCx LC(LCX) —= LCx LCX
3pp|_cxi J/appx

LCLCX LCX

Exemple 2.15 Le constructeur abs des lambda termes est un morphisme de LC—modules
LC" — LC. On rappelle la définition de la substitution sur le constructeur abs ; pour tout M €
LC(X*), TelLCX etx € X ona

(abs(M))[x « T] = abs(M|[z «— T'])

ot T =T mais T" € LC(X™) d’aprés Uinjection canonique d’un module dans son derivé. Donc
le diagramme analogue a (2.9) commute :

LCLCX — LI X

abs|c x \L J{absx

LCLCX —LCX

Nous avons caracterisé les trois constructeurs des lambda termes et la substitution dans le
langage des monades et modules.
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2.2 Pull-back module

Définition 2.16 (pull-back module) Soient A, B deuz monades, f : A — B un morphisme
de monades et (M, O'(B)) un B-module. On construit le pull-back module de M en posant pour
tout X € Ens :

ffMX =MX
et la substitution :
O'g?) = agf) oM fx

Lemme 2.17 Le pull-back f*M du B-module M est un A—-module, avec les notations de la
définition 2.16.

Preuve. Montrons que le diagramme analogue a (2.8) pour f*M et A commute pour tout
X € Ens. On remplace f*M et o(4) par les définitions et on obtient le diagramme suivant :

Mfax ‘75452
MAAX —5 MBAX >~ MAX (2.12)
MfoJ/ ! J/fo
A2
Mp 1. MBBX — MBX
M“g?l I1. J{U(m
MAX Mfx MBXWMX

Le carré I. de (2.12) commute parce que oB) est une transformation naturelle et II. parce que
(2.8) est vrai pour M et B. Le carré a gauche, III. commute grace a (2.7). O

Remarque 2.18 Soit R une monade. La classe des R—modules et les morphismes entre les R—
modules forment une sous—catégorie de Funct(Ens, Ens), la catégorie des foncteurs sur Ens. La
catégorie des R—modules sera notée Modg.

Preuve. On va démontrer que le foncteur F' : Modr — Funct(Ens, Ens) :
(M, U(M)) — M

(N, ey = (P,oP))) - (N = P)

vérifie la propriété suivante pour tout ¢, ) morphismes de R—modules :
Fo=F)p=¢=1

Soient donc ¢ : (M,c™)) 5 (N,cM) et ¢ : (T,0T)) = (8,069 deux morphismes de R—
modules, c’est—-a—dire M = N et T = S deux transformations naturelles qui vérifient chacune
(2.9). On suppose que Fp = F1 ou encore, pour tout X € Ens : (Fp)x = (F)x. D’apres la
définition de F' on a px = 1x vus comme des transformations naturelles (sans la compatibilité
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avec les substitutions). Donc M = T et N = T. En remplagant ¢y par 1y dans le carré
commutatif (2.9) pour ¢, on trouve pour tout X € Ens :

oD

MRX == MX

w| e

NRXW)NX

X
commute et analoguement le carré (2.9) pour 1 :

oD

MRX == MX

x| Jix

NRX ——>NX

o)
Ces carrés commutatifs impliquent ¢ = ¢ vus comme morphismes de R—-modules. a

Définition 2.19 Soient A, B deur monades, f : A — B un morphisme de monade et M un
B-module. On définit le foncteur pull-back f*: Modp — Mody4.

En effet, d’apres la définition 2.16, f*: M — f*M pour chaque M € Modp. Pour g : M} —
My un morphisme de B—modules, ou My et Ms sont munis d’une substitution par rapport a
B,on a f*g: My — My comme f*M; = M; pour ¢ = 1,2. Donc f*g = f mais ici, M7 et My
sont munis d’une substitution par rapport a A et on demande a f*g la compatibilité avec la
substitution par rapport a A. f*g est un morphisme de A—modules car le diagramme analogue
a (2.9) commute pour tout X € Ens :

(My,B)
M
MAx M ypx X M X (2.13)
9" fax II. g fex I 9* fx

MyAX Sy MyBX ————— My X

(Mg,B)
Ox

Le carré 1. de (2.13) commute parce que f est un morphisme de B-modules et le carré II.
commute parce que f est une transformation naturelle. Les deux axiomes de fonctorialité sont
évidemment satisfaits : Pour M € Modp on a f*Idy = Id s et pour g1, g2 deux morphismes
de B—modules composables on a f*(g20g1) = f*ga0 f*g1. Cela justifie d’avoir défini le pull-back
comme un foncteur.

Proposition 2.20 Soient A et B deur monades. Pour chaque f : A — B morphisme de mo-
nade, on a un morphisme de A—modules f : A — f*B ou on identifie A et B avec leurs modules
tautologiques.

Preuve. Pour vérifier que le carré (2.9) commute, on remplace les définitions de f*B, o(4)
du module B et on utilise le fait que pour le module tautologique ¢ = p, on trouve le diagramme
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suivant.
pa
AAX AX
fax Ix
BAX W BBX ug(T)> BX
Ce diagramme commute grace a (2.7). O

2.3 Monade exponentielle

Définition 2.21 (monade exponentielle) Une monade exponentielle R est le couple (R, «)
ot R est une monade et a est un isomorphisme entre le module tautologique R et son derivé R'.

Notation 2.22 On note pour tout x € LCX : appl(z) := app(z, var(cox)).
Remarque 2.23 appl : LC — LC' est un morphisme de LC-modules.

Preuve. Pour tout M, T € LCX et x € X on a:
(appl(M))[z « T = (app(M, var(cox)))[z < T
= app(M [z «— T],var(cox)[z < T])
— app(Mlz — T), var(o0x))
= appl(M[z « TJ)

c’est—a—dire que le diagramme suivant commute :

LCLCX —LCX
appchxl lapplx
LCLCX —LC X
OdJ
Exemple 2.24 La monade LC est une monade exponentielle avec o = appl et inverse abs.

D’aprés Uéquivalence 3 on a pour tout x € LC' X : appl(abs(z)) = z et d’aprés I’équivalence n
on a pour tout x € LCX : abs(appl(z)) = z.

Définition 2.25 (morphisme de monades exponentielles) Soient (T, (")) et (S, a'®)) deux
monades exponentielles. Un morphisme de monades exponentielles v : T' - S est un morphisme
de monades qui est compatible avec o7, a'S) et leurs inverses. v fait alors commuter les dia-
grammes sutvants pour tout X € Ens :

TX SX (2.14)
N PR [P
X S'X

VX*
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Théoréme 2.26 La monade exponentielle LC est 'objet initial dans la catégorie des monades
exponentielles.

Preuve. Ici nous allons voir les idées générales de la preuve, pour les détails il est conseillé
de consulter la preuve réalisée par Coq.

Les monades exponentielles avec les morphismes de monades exponentielles forment claire-
ment une catégorie. Pour chaque monade exponentielle, on a le morphisme unité et il existe
une composition des morphismes, qui est la composition verticale des transformations natu-
relles. Cette composition est trivialement compatible avec les a. L’associativité de la composi-
tion découle de l’associativité des morphismes dans la catégorie des ensembles et de méme la
composition avec 'unité.

Soit X € Ens un ensemble fixé de variables et ((M,n, 1), &) une monade exponentielle. Pour
1, la substitution on utilisera la notation usuelle de la substitution du lambda calcul. Nous allons
construire un morphisme de monade exponentielle ¢ : LC — M et voir qu’il est unique.

D’abord nous construisons inductivement une application ¢x : SLCX — M X. Pour tout
T € SLCX on pose :

nx (z) si T = var(z) avec x € X
x(T) =4 ax(wx(M))oox — Gx(N)] siT =app(M, N) avec M, N € SLCX
oyt (Yx=(M)) si T = abs(M) avec M € SLC' X

Nous allons voir que pour tout M, N € SLCX tels que M =,g, N, on a ¢x (M) = 1px(N).
Pour un terme M contenant un (-redex, c¢’est—a—dire un sous—terme de la forme
app(abs(Ty),Ty) avec T3 € SLC'Y, T, e SLCY,on Y C X, on a :

Yy (app(abs(T1), T2)) = ax (Yy (abs(11)))[ooy « ¥y (12)]
= ax(ay (Yy+(Th)))[ooy — vy (T2)]
= Yy+(11)[coy «— Py (T2)]
= Yy (Th[ooy « Yy (13)])

Dans le calcul on a utilisé la compatibilité entre v et la substitution qui est prouvé en Coq.
Donc si M —3 N, on a 1hx (M) = ¢¥x(N) et 1x(N) = ¢x(M). Egalement si M, —g N et
My —p5 N, on a x(Mi) = ¢¥x(N) et x(Mz) = ¥x(N) et aussi Yx (M) = x(Ms). Cela
montre la compatibilité avec 1’équivalence 3.

Pour un terme M contenant un n-redex, c’est—a—dire un sous—terme de la forme
abs(app (7, var(ooy))) avec T'€e SLCY ou Y C X, on a :

Yy~ (abs(app(T, var(coy)))) = ay-.

Donc si M —, N, on a ¢x(M) = ¢x(N). Cela montre par une raisonnement analogue la
compatibilité avec 1’équivalence 7.

On pose px : LCX — MX,T + 9x(T), ou T est un représentant de la classe T. oy est
bien défini car on vient de voir que ¥ est constant sur chaque classe d’équivalence par rapport
a I’équivalence ( et 1. Pour I'équivalence « c’est trivial. ¢ est compatible avec n et var d’apres



CHAPITRE 2. LAMBDA CALCUL NON-TYPE 13

la définition de 1), il est également compatible avec la substitution, donc ¢ est un morphisme de
monades. Pour voir qu’il est méme un morphisme de monades exponentielles, la compatibilité
de ¢ et ¢ avec a et appl :

Yx+(appl(T)) = ax(¢¥x(T))

était verifiée en Coq; la compatibilité avec a~! et abs est déja donnée par la définition de 1.
Soit p : LC — M un morphisme de monades exponentielles et T € LC X. Il existe alors un
représentant 7' € SLC X de T. On va voir par induction structurelle que px (T) = 1 x (7).
~Si T = varx avec ¢ € X, alors ¢¥x(varz) = nx(x). Comme p est en particulier un
morphisme de monades, d’apres (2.6) on a px(varz) = nx(z).
— Si T = app(Th,T) avec T1,T» € SLCX, alors on a deux hypotheses de récurrence :

Yx(T;) = px(T;) pour i = 1,2. 1l faut voir :

px (app(T1, T2)) = ¥x (app(T1, T2))

ou une forme équivalente en reformulant app par ’aide de appl :

px (appl(T1)[oox « To]) = ¢x(appl(T1)[oox « Th])

en utilisant les propriétés (prouvées en Coq) des classes d’équivalences et la compatibilité
entre p et la substitution, donnée par (2.7), on trouve :

px (appL(T1)[oox — T2]) = px (appL(Th)[oox — Tb))
= px+(appl(T1))[oox «— px(T3)]
= px+(appl(T1))[cox «— px(T2)]

Comme p est un morphisme de monades exponentielles on a grace a (2.14) :

px+(appl(Th))[oox — px(T2)] = ax(px(T1))[oox — px(T2)]

En utilisant les hypotheses de récurrence :

ax(px(Th))[oox — px(T2)] = ax (x (T1))[cox — ¥x(T2)]

En utilisant les compatibilités entre 1 et appl d’une part, entre v et la substitution d’autre
part :

ax(Vx(Th))[oox «— ¥x(Te)] = x+(appl(T1))[cox « ¥x(T2)]
= Yx (appl(Th)[oox « T3])

= Si T = abs(T") avec T" € SLC' X, alors on a un hypothese de récurrence : 9hx+(T") =
px+(T"). Montrons :

px (abs(T")) = vx (abs(T"))
En utilisant des propriétés des classes d’équivalences, (2.14), ’hypothese de récurrence et
le définition de v, on trouve :

px (abs(T")) = px (abs(T”))
= ay' (px-(T"))
= ay' (¥x-(T"))
= px(abs(T"))



Chapitre 3

Lambda calcul simplement typé

Dans le lambda calcul simplement typé on considere des lambda termes typés, c’est—a—dire
des lambda termes munis de types.
L’ensemble de types 7 € Ens est défini inductivement par un type de base * et un construc-
teur = :
T=x|T=T

A partir d’un ensemble de variables typés, I'x = (@i : ti))a;ex, ou X € Ens est 'ensemble
des variables et t; € 7, on associe aux lambda termes leurs types d’apres les régles suivantes :

(.’E:t)EFX

var
I'xkFax:t

FXI—x1:t1:>t2;PX|—a:2:t1
FX (= app(ml,wg) )
I'x«bFax:t
I'x Fabs(z):u=t
ou I' x« :FXU(OO)(ZU) etueT.

En considérant I'y comme le graphe d’une application X — 7, on peut voir le lambda calcul
simplement typé comme un foncteur SST : (Ens | 7) — (Ens | 7), qui associe a tout ensemble
des variables typés (X — T) Papplication (SLCX — 7)), les lambda termes typés.

Nous nous trouvons donc dans une nouvelle catégorie de base : (Ens | 7), au lieu de Ens
dans le cas du lambda calcul non—typé. Les objets sont des fleches X — 7 et les morphismes

sont les fleches X — Y telles que :
T

commute, ou X — 7 et Y — 7 désignent deux objets. En particulier, le morphisme identité
sur un objet X — 7 coincide avec Idx. Un endofoncteur T': (Ens | 7) — (Ens | 7) transforme
un objet f: X — T en Tf :U — 7 et un morphisme h : f; — fo entre deux objets f1 et fa, en
Th:U — V tel que:

abs

X

Y

Th

U |4

TN ,/Tf 2

T

14
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commute. Sur cette catégorie on définit une monade selon la définition 2.1 avec C = (Ens | 7).
Dans ce chapitre nous allons considérer des monades et modules sur cette catégorie (Ens | 7).

La maniement des objets de cette catégorie en Coq est plus convenable d’un point de vue
«inverse» : au lieu d’associer a chaque x € X un type f(z) € 7, ou f désigne un objet de
(Ens | 7), on associe a chaque type t € 7 le sous—ensemble de X tel que f(x) = ¢. On manipule
en Coq donc une autre forme de f € (Ens | 7) : f : T — P(X),t — {z € X : f(x) =t} ou
P(X) désigne l'ensemble des parties de X.

Exemple 3.1 Le lambda calcul simplement typé SST et le lambda calcul simplement typé mo-
dulo a—, - et n—équivalence ST sont des monades. Comme dans le cas non—typé, n = var,
west donné par la substitution et la fonctorialité peut étre vue comme un renommage des va-
riables. Les preuves de ces assertions réalisées en Coq sont les preuves des lemmes varT_subsT,
subst_expl_var, subsT_subsT, tt_var_subst, tt_subst_var et tt_subst_subst. La construction des deuz
monades correspond auzx définitions SLCT et LCT.

Les définitions d’un morphisme de monades, d’'un module sur une monade et d’un morphisme
de modules sont analogues aux définitions 2.6, 2.7 et 2.9.

Définition 3.2 (module derivé typé) Soient R une monade et M un R—module. On construit
le module derivé typé par rapport a uw € T de M en posant pour tout f € (Ens | T)

OuMf :=MFf,

ot f: X =T et fu,: X*—T avec fy |x= [ et fu(ocox) = u; et pour tout h morphisme de
(Ens | 7) :
OuMh := Mh*

Remarque 3.3 Pour tout u € T le module derivé typé O,M d’un R-module M est un R-
module.

Preuve. Cette preuve est analogue a la preuve de la remarque 2.5 du cas non—typé. La
preuve réalisée en Coq est la preuve du lemme mbind_der_bind. O

La différence avec le cas non—typé est donc l'existence des «derivées partielles» par rapport
a chaque type u € 7.

Définition 3.4 (u—module) Soit R une monade, M un R-module et uw € T. On construit le
u—module de M en posant pour tout f € (Ens | T) :

M"f = M(puo f)
ot @y T — T,t— (u=t); et pour tout h morphisme de (Ens | 7) :
M"h := Mh

Soit h : f1 — fo avec f1, fo € (Ens | 7), tel que fo o h = fi, alors on sait que Mh : M f; —
M fo est tel que M foo Mh = Mfi.Sionnote Mf) : U — T et Mfy:V — T, alors le triangle
I. du diagramme suivant commute et on peut compléter le diagramme par M p,, :
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U M 1%
\Mf§ I /Mf2/
M(guoft) ‘T M(guof2)
My,

VK
T

Donc Mh fait commuter le triangle extérieur; ce qui justifie d’avoir posé M“h = Mh.
Remarque 3.5 Le u—module M* d’un R—-module M est un R—module.

Preuve. On pose

ot =0

Comme oy : MRf — M f est un morphisme de (Ens | 7), et d’apres la réflexion précédente,
on a bien o} = oy : M(py o Rf) — M(py o f). Une conséquence de 0" = o est que le carré
analogue a (2.8) pour o" commute pour tout f € (Ens | 7) grace au diagramme commutatif
pour o. Cette preuve correspond a la preuve du lemme mbind_int_bind. O

Le u—module d’un module est donc presque le méme module sauf que les types sont «décalés»
par u. Cette construction est possible pour tout v € 7.

Notation 3.6 On note abs, le constructeur abs tel que :

Ix«Fax:t
I'x Fabsy(z) :u=t

On note appl,, le constructeur appl tel que :

I'sxkFz:u=t
Ix+ Fappl,(x):t

ot 'x» =T'xU(cox :u) etueT.

Exemple 3.7 Le constructeur abs, de ST est un morphisme de ST-modules 9, ST — ST* pour
tout uw € T. La preuve de cette assertion est essentiellement la preuve du lemme tt_subst_lam
réalisée en Coq. La formulation explicite est la définition Lam.

Exemple 3.8 Le constructeur appl,, est un morphisme de ST-modules ST* — 0, ST pour tout
u € T. La preuve de cette assertion est essentiellement la preuve du lemme tt_subst_appl réalisée
en Coq. La formulation explicite est la définition Appl.

Définition 3.9 (monade exponentielle typée) Une monade exponentielle typée R est une
monade munie pour chaque u € T d’un isomorphisme de modules o, : M"* — O,M ou M
désigne le module tautologique de R.

Une monade exponentielle typée est donc une monade munie d’un isomorphisme de modules
pour chaque type, alors qu’une monade exponentielle est munie d’un seul isomorphisme de
modules. Il y a aussi une différence entre les modules concernant les isomorphismes : comme
dans le cas non—typé il n’existe pas de types, le u—module «devient» le module tautologique.
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Exemple 3.10 La monade ST est une monade exponentielle typée avec o, = appl,, et ;! =
abs, pour tout w € T. Les équivalences n et [ garantissent que appl, et abs, sont inverses.
La preuve de cette assertion se retrouve essentiellement dans les preuves des lemmes tt_beta et
tt_eta, mais la construction explicite est la définition LCT_Exp.

Définition 3.11 (morphisme de monades exponentielles typées) Soient (T,a!")) et (S, ')

deux monades exponentielles typées. Un morphisme de monades exponentielles typées v : T' = S

est un morphisme de monades qui est compatible pour chaque u € T avec aSLT), a&s) et leurs

inverses. v vérifie alors les diagrammes commutatifs suivantes pour toutw € T et f € (Ens | T) :

Tuf l/fu S’LL
ey g |aty
OTf > 0]

Théoréme 3.12 La monade exponentielle ST est l’objet initial dans la catégorie des monades
exponentielles typées.

Preuve. Cette preuve est analogue a la preuve du théoreme 2.26. La réalisation de cette
preuve est le contenu du fichier Coq tip_thm.v. a



Chapitre 4

Perspective

Dans les deux chapitres précédents, on a caractérisé le lambda calcul pur et le lambda
calcul simplement typé comme des objets initiaux dans certaines catégories. Ces catégories et
les structures se ressemblent, mais elles ne sont pas aussi reliées que le lambda calcul pur P'est
au lambda calcul simplement typé.

Si on munit le lambda calcul pur d’un type, qui est égal pour chaque terme possible, on peut
réunir la catégorie de base du lambda calcul pur et du lambda calcul simplement typé dans une
nouvelle catégorie C généralisant (Ens | 7) et Ens. Les objets de C sont des couples de fleches
(f,arr) ou f: X — T pour X,T € Ens et arr : T'x T' — T. Les morphismes sont aussi des
couples de fleches (1, ¢) tels que :

XLX’

A s

!
T T> T
commute et pour tout u,t € T :

plarry (u, t)) = arra(p(u), (1))

pour un morphisme (f1,arr;) — (f2,arry). En particulier le morphisme identité sur un objet
(f,arr) est donné par (Idx,Idr). La loi de composition des morphismes est la composition des
morphismes d’ensembles dans chaque composant :

(12, 92) o (Y1, 1) 1= (Y2 0 Y1, 02 0 1)

L’associativité et la compatibilité avec 'unité de la composition découlent de la définition.

Une sous—catégorie de C est (Ens | 7) : ensemble T' := 7 est fixé pour les objets, arr sur 7
est le constructeur =, les objets de cette sous—catégorie sont donc les couples des fleches (f, =)
ou f: X — 7 pour un X € Ens. Les morphismes convenables sont de la forme (h,Id7). Au
chapitre précédent on a vu que ST est 'objet initial de la catégorie des monades exponentielles
typées sur cette sous—catégorie.

Une autre sous—catégorie de C est Ens. Comme {x} est 'objet terminal dans Ens, il existe
exactement un morphisme X — {x} pour chaque X € Ens et on peut identifier chaque fleche de
(Ens | {*}) avec son domaine. Ens et (Ens | {*}) sont donc isomorphes. L’ensemble T := {x}
est fixé, arry,,(*, %) := x, les objets sont donc de la forme (f,arrg,)) ou f : X — {x}. Mais la
partie concernant {*} est négligable. Quant aux morphismes, ils sont de la forme (h,Id,;) olt
h est un morphisme d’ensembles.

18
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En relisant les différences entre les structures typées et non—typées décrites dans les deux

chapitres précédents de ce point de vue, on trouve les point suivants :

— Comme T = {x} est un singleton dans le cas non-typé, on peut dire, comme dans le cas
typé, qu’il existe un module derivé par rapport a chaque type.

— Comme arr dans le cas non-typé est défini comme plus haut, le u—module du module
tautologique coincide clairement avec le module tautologique pour tout u € {x}.

— Une monade exponentielle est une monade munie d’un isomorphisme pour chaque type de
méme qu’une monade exponentielle typée. Mais comme la cardinalité de 1’ensemble des
types est un, on a un seul isomorphisme.

Il est bien possible de réunir les différences. Logiquement a la suite de ces remarques, il faudrait
continuer d’étudier en particulier ces notions et d’essayer de formuler un théoreme analogue a
(2.26) et (3.12). Ce projet dépasse malheureusement les possibilités de ce mémoire, mais on peut
quand méme espérer se frayer un chemin pour atteindre ce but.
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