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La syntaxe du Lambda—Calcul pur

Les Lambda termes

Soit X € Ens I'ensemble de variables. Les termes du Lambda
Calcul, LC X sont définis inductivement :

|var: X — LCX

|app:LCX x LCX — LCX

|abs: LC(X +1) — LCX

La substitution
subst : LC(LCX) — LCX
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Point de vue de Nice

Théoreme

LC est I'objet initial dans la catégorie des monades munies de deux
morphismes de modules.

Un objet dans cette catégorie est ((R,n, 1), app, abs) avec
(R,n, ) monade sur Ens

app: RxR—R
abs: R — R
ol R'(X) :=R(X +1).
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Point de vue anglais

F : catégorie des ensembles finis
[F, Ens] : catégorie des foncteurs F — Ens

On considere sur la catégorie [IF, Ens] le foncteur

P:Y—YYV1ryYxY

ou U:=F(1,—) = Homp(1,—).

YY(n) = [F,Ens](F(n,—) x U, X)
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Point de vue anglais

F : catégorie des ensembles finis
[F, Ens] : catégorie des foncteurs F — Ens

On considere sur la catégorie [IF, Ens] le foncteur

P:Y—YYV1ryYxY

ou U:=F(1,—) = Homp(1,—).

YY(n) = [F,Ens|(F(n,—) x U, X)
= [F, Ens)(F(n, —) x F(1, ), X)
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Point de vue anglais

F : catégorie des ensembles finis
[F, Ens] : catégorie des foncteurs F — Ens

On considere sur la catégorie [IF, Ens] le foncteur

P:Y—YYV1ryYxY

ou U:=F(1,—) = Homp(1,—).

YY(n) = [F, Ens](F(n,—) x U, X)
= [F,Ens](F(n, —) x F(1,—), X)
=~ [F, Ens](F(n+1,—), X)
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Point de vue anglais

F : catégorie des ensembles finis
[F, Ens] : catégorie des foncteurs F — Ens

On considere sur la catégorie [IF, Ens] le foncteur

P:Y—YYV1ryYxY

ou U:=F(1,—) = Homp(1,—).

YY(n) = [F, Ens](F(n,—) x U, X)
= [F,Ens|(F(n,—) x F(1,-), X)
=~ [F, Ens](F(n+1,—), X)
=Y(n+1)
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Point de vue anglais

F : catégorie des ensembles finis
[F, Ens] : catégorie des foncteurs F — Ens

On considére sur la catégorie [IF, Ens] le foncteur

P:Y—=YYryYxY

ou U:=F(1,—) = Homp(1,—).

Soit X € [F, Ens]. On note Px : Y — X + PY.
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Algebres sur un foncteur

Définition

Une algebre sur un foncteur F : C — C est un couple consistant en
un objet A et un morphisme a: FA — A de C. Un morphisme de
F-algebres ¢ : (A, a) — (B, b) est une transformation naturelle qui
fait commuter le carré suivant :

Les F—algebres et les morphismes forment une catégorie F-alg.
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Exemple

On considere le foncteur F : X — 1+ X sur Ens.
Une F-algebre est un couple (A,a) ot A€ Enseta:1+A— A
Donner une fleche 1 + A — A est équivalent a se donner deux

fleches e : 1 — A (i.e. un élément de A) et f : A — A.

Par exemple N est une F—algebre car on a 1 + N — N donné par
[0,succ]. On a méme 1 + N — N.
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Algebre initiale

Lemme (Lambek)

L'algebre initiale a: FA — A est un iso.

Preuve.
FA—""> FFA "2~ A
| oA
A—>FA——=A
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La monade associée a P (1)

Adjonction F 4 O

Le foncteur oubli O : P-alg — [F, Ens| a un adjoint a gauche :

F : X — ['algebre initiale de Px

On a bien

P-alg(FX, (A, a)) = [F, Ens|(X, O(A, a))
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La monade associée a P (1)

Construction de la Px—alébre initiale

On consideére le diagramme suivant :
0— (X + P)(0) — (X + P)?(0) — ...

On note la colimite C := colim, P%(0).

@ Onac: Px(C)— C par la propriété universelle de la colimite.

o C est initiale dans Px—alg par la propriété universelle de la
colimite.
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La monade associée a P (1)

On définit T la monade «anglaise» étant la monade induite par
I'adjonction F 4 O :
o T:=O0F
@ n=mn:ld — OF I'unité de I'adjoncion
@ = OeF : OFOF — OF ou € : FO — Id désigne la co—unité
de I'adjonction |
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La monade associée a P (2)

Définition

On définit T : X +— I'algebre initiale de Px.

Onadonc TX = X + P(TX) = X + (TX)Y + TX x TX. On note
X + PTX 2, 7x
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La monade associée a P (2)

T est une monade.

Preuve. «Tout découle de l'initialité.»

@ Fonctorialité : Soit f : X — Y, on définit Tf : TX — TY par
I'initialité de TX. On munlt TY d'une structure de
Px—algebre : X + pTy 4y + PTY 2= TY.

@ nx : X — TX par définition.

@ On définit pux : TTX — TX par l'initialité de TTX. On munit
TX d'une structure de Prx—algebre :

TX + pTx Mrcoxd, 1y
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Les diagrammes commutatifs

Par définition de pux on a:

TX+PTTX ——TX+ PTX

[m7x,07x] [idrx,0x]
TTX lix ™
implique
X
|
nrx
TTX i X
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Les diagrammes commutatifs

Pour vérifier que le triangle

.
TX —% TTX

X
commute pour tout X € [F, Ens], il faut vérifier que TTX est une

Px—algebre et que pux est un morphisme de Px—algébres. D'apreés
I'initialité de TX on peut déduire que idTx = pux o Tnx.
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Les diagrammes commutatifs

TTTX TTX
HTX J{ i 1204
TTX X

par l'initialité de TTTX :
TTX et TX sont des Prrx—algebres et ux est un morphisme de
Prrx—algebre.

Julianna Zsidé Monades du Lambda—Calcul



La catégorie monoidale [IF, Ens]

Le produit monoidal
Soient X, Y € [FF, Ens]. Le produit monoidal est donnée par la
formule

YOX:=LlanyYoX

Lany désigne I'extension de Kan a gauche de Y

F—Y> Ens A = colim,ca fini n
U
\\ lLanUY 1LanUY
Ens Lany Y(A) = coIim,,gA fini Y(n)

U=F(1,-) € [F, Ens]
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Monade forte

Définition

La monade M sur la catégorie monoidale (C,®, /) est forte si elle
est munie d'une transformation naturelle

txy MY ®X > MX®Y)

pour tout X, Y € C.

v

La monade T est forte.
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Monoide

TU est un monoide sur [F, Ens]. \

Preuve. On construit TU ® TU — TU en utilisant la force :

TUG TU 2™ T(Ue TU) = TTU 2% TU
L'unité est donné par ny :
U— TU

Les axiomes sont satisfaits.
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Les catégories [IF, Ens| et [Ens, Ens];

[F,Ens] : la catégorie de foncteurs F — Ens
[Ens, Ens]f : la catégorie de foncteurs Ens — Ens finitaires (i.e.

préservant les colimites filtrantes)
Chaque ensemble X est la colimite filtrante de ses sous—ensembles

finis :
X = colim,cx fini

Donc un F € [Ens, Ens]¢ est détérminé par sa restriction sur F :

FX = F(colimpcx fini n) = colimpcx fini F(n)
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Passage [F, Ens] ~ [Ens, Ens];

Passage [F, Ens] ~ [Ens, Ens]|¢

Il s’effectue par I'extension de Kan a gauche :
YOX ~ YoX

u ~ Id
ou Y = Lany Y et X = Lany X. On pose

LC = ﬁ
et on trouve
TUGTU - TU ~ LCoLC — LC

U—TU ~ Id — LC
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Morphismes de modules

La monade «nicoise» du Lambda—Calcul pur est munie de deux
morphismes de LC—modules :

LCxLC — LC

LC' — LC

On peut déduire ces morphismes également du foncteur P et de la
monade associée T sur [F, Ens].
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Travaux en cours

@ déduire la propriété universelle de LC

@ direction inverse : passage de la monade «nicoise» a la
monade T ou au foncteur P
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