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Les lambda—termes

Définition lambda—termes

Soit V un ensemble. (On appelle V I'ensemble des variables.)
L’ensemble des lambda—termes LC est défini inductivement :

@ velCpourveV
e (MN) € LC pour M, N € LC
@ A\vMelLCpourveVetMEelLC

Exemples lambda—termes

| A\

Soit V = {x,y}. Exemples : x, (xx), Ax.x =: |, Ax.(xx) =: A,
Axy.xy = Ax.Ay.(xy), (Ax.xx)(Ax.xx) = (AA),
Axy . xyx = Ax.Ay.((xy)x)
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Les lambda—termes

représentation arborescente

o (xx)
app
@ A\xy.xy
Ax
Ay
app
X y
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Les lambda—termes

représentation arborescente

o AA
/ app \
AX AX

app app

VRN VRN
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Les lambda—termes

représentation arborescente

@ Axy.xyx
AX
Ay
app
/ \
app X
/ \
X y
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Exemples de lambda—termes

Entiers de Church

@ 0:= A\fx.x

o 1:= Ax.fx

o 2:= \x.f(fx)

@ n:= \x.f"x ou f" désigne f(f(...)) (application n fois)

e addition + := Amnfx.mf (nfx)

e multiplication * := Amnf.n(mf)

@ puissance (m") puiss := Amn.nm
@ successeur succ := Anfx.f(nfx)
o prédécesseur pred := Anfx.n(Agh.h(gf))(Au.x)(Au.u)
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Les lambda—termes

Définition variables libres
Soit T € LC. L'ensemble des variables libres de T, FV(T) C V,
est défini récursivement :

{v} siT=v
FV(T):=< FV(M)UFV(N) si T =(MN)
FV(M)\{v}  si T=xv.M

| A\

Exemples
FV(Axy.xy) = 0, FV(Ax.xy) = {y}, FV(Axy.x) = 0,
FV((Ax.x)x) = {x}

Variables liées

Les variables d'un terme M qui n'appartiennent pas a FV(M) sont
des variables liées.
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La substitution

Définition récursive de la substitution

T[x := N]:=
N si T =x
y si T =y(# x)
(Ml[X = N])(MQ[X = N]) si T = (MlMg)
Ax.M si T =Ax.M
Ay.(M[x := N]) siT=MAy.Mety¢FV(N)

v
Exemples

Axy.z(xy)[z := At.tv] = Axy.(At.tv)(xy)
(Ax.yx)(Az.2)[y := Av.(vt)] = (Ax.(Av.(vt))x)(Az.2)
(Axx)x[x := (yz)] = (Ax.x)(yz)

Julianna Zsidé Le théoréme de Church—Rosser



a—équivalence

Définition a—équivalence

Renommage des variables liées : on remplace Ax.M par
Ay.(M[x := y]). C'est une relation d'équivalence.

| \

Exemples
AX.X = AY.Y
(A\y.xy)x =q (Az.x2)x
(Ax.x)x =4 (Ay.y)x

| \

Contre—exemples

AX.XY Fq AX.XZ
(Ax.x)x #a (Ax.x)y

\
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La g-réduction

Définition S-redex

On appelle tout sous—terme de la forme (Ax.T)N un [-redex.
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La g-réduction

Définition S—réduction

Un lambda—terme contenant un —redex (Ax.T)N se réduit en
remplagant le redex par T[x := N].

Exemples

Axy.z(xy)[z := At.tv] = Axy.(At.tv)(xy)
— 5 Axy.(xy)v

(Ax.yx)(Az.z)[y := Av.(vt)] = (Ax.(Av.(vt))x)(Az.2)
—g (Ax.(xt))(A\z.2)
—g (Az.z)t
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La g-réduction

1= (Axx)(Ay.y) =g Ay.y =

Al = (Axxx)(Ay.y) =g (Ay.y)(Ay.y) =g Ay.y =1

[A = (Ay.y)(Ax.xx) —g Ax.xx = A

AA = (Axxx)(Ay.yy) =g (Ay.yy)(Ay.yy) = AA
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La g-réduction

Calculs avec les entiers de Church

+21 = (Amnfx.mf (nfx))(Afx.f(fx))(Afx.fx)
— g Mx.(Mx.f(fx))f (A fx.fx)fx))
— g Mx.((Mx.f(fx))f(fx))
— g Mx.(f(f(fx))) =

%32 = (Amnf.n(mf))(Afx.f(f(fx)))(Afx.f(fx))
—g M ((Mx.F(F))(Mx.F(f(x)))T))
—g M ((Mx.F(Fx))(Ax.f(f(x))))

— g A (Ax.(Ax.F(F () ((Ax.F(f(x)))x))
—g M. (Ax.(Ax.F(F(#))(F(f()))))
—p Mx.(F(F(f(f(f(1x)))))) =6
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La g-réduction

Calculs avec les entiers de Church

pred 0 = (Anfx.n(Agh.h(gf))(Au.x)(Av.v))(Afx.x)
— g AMx.(Ax.x)(Agh.h(gf))(Au.x)(Av.v)
—g AMx.((Au.x)(Av.v)) =5 AMfx.x =0

puiss 22 = (Amn.nm)(Agx.g(gx))(\fy.f(fy))
—p (AMy.f(fy))(Agx.g(gx))
—p Ay-((Agx-g(gx))((Nex-g(gx))y))
—p Ay-((\gz-g(82))(Ax.y(yx)))
=5 Ay-(Az.((Ax.y (yx))(Ax.y(¥x))2)))
—p Ayz.(Ax.y (yx))(y (yZ)))
—p Ayvz.(y(y(y(y2)))) =
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La g-réduction

Exemple

IN(D)

(an )
()
)
(anar
(1)
(1)

N ! 1N}

Julianna Zsidé Le théoreme de Church—Rosser



La g-réduction

Exemple
c
T
(Ay.c)(AA) c
&\ /
(Ay.c)(AA) c
& /
(Ay.c)(AA)
&

Julianna Zsidé Le théoreme de Church—Rosser



Théoreme de Church—Rosser

Théoreme de Church—Rosser
La B—réduction est confluente.

Définition confluence (diamond property)

Soit E un ensemble et R C E x E une relation sur E. Si on note
r —gr s un couple (r,s) € R et la cl6ture transitive et réflexive de
—R par —p, alors on dit que R est confluente ssi le losange
suivant commute pour tout r € E :
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Les lambda—termes soulignés

o velCpourveV

e (MN) € LC pour M, N ¢ LC

@ \wMeclLCpourve Vet MelLC

@ (Av.M)N € LC pourve Vet M,N e LC

La Q—réduction

(AV.M)N — 3 M[v := N]
(Av.M)N —5 M[v := N]|
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

On définit la fonction ¢ : LC — LC récursivement :

v siT=v
_ ) (e(M)p(N)) si T = (MN)
i) = Aﬁ.(go(f//)) si T =\v.M

o(M)[v:i=p(N)] si T=(Av.M)N

<

©(M) = N est noté M 2> N.

v
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Définition |.|

On définit la fonction |.| : LC — LC récursivement :
v siT=v
7= ¢ (IMIND si T = (MN)
' Av.|M| siT=Av.M
(Av.M|)IN| si T = (Av.M)N

<

[M| = N est noté M LY

A\
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Pour tout M € LC on a

v

Preuve du lemme 1
par induction structurelle

Julianna Zsidé Le théoreme de Church—Rosser



Preuve du théoreme de Church—Rosser

Pour tout M € LCet M,N € LCon a:

)
M SN
Ll i

" Y
MﬂN

Preuve du lemme 2

On suppose d'abord que M —3 N, donc on obtient N en réduisant
un redex dans M. On obtient N’ en réduisant le redex
correspondant dans M’. L'énoncé général se déduit de la
transitivité. ]

N
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

@ Pour tout M,N € LC on a
e(M[x := N]) = p(M)[x := p(N)].
@ Pourtout M, T € LCon a

v

Preuve du lemme 3

@ par induction structurelle :
o M=x

p(x[x = N]) = p(N) = x[x := p(N)] = p(x)[x := p(N)]
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme 3

o M=y #x

pylx:=N]) = o(y) =y = yIx:= o(N)] = p(y)[x := ¢(N)]
o M=(PQ)

P(PQ[x := N]) = ¢((Plx := N)(Q[x := NI))
= ¢(Plx = N))(Q[x := NI)
= (p(P)lx := p(MD(p(Q)[x := ¢(N)])
= (p(P)p(@))lx := p(N)]
= ¢(PQ)[x := »(N)]
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme 3
(1)
o M=)\y.P

((Ay-P)[x := N]) = o(Ay.(Plx := NJ))
= Ay.p(P[x := N])
= Ay (p(P)[x := (N)])
= (Ay-p(P))[x := (N)]
= p(Ay.P)[x := ¢(N)]
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Lemme de substitution

M[x := N][y := P] = M[y := P][x := N[y := P]]
pour x ¢ FV(P).

Preuve du lemme

par induction structurelle
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme 3

o
o M=(\y.P)Q
(((Ay-P)Q)[x := N]) = @((Ay.(P[x := N]))(Q[x := N]))
= ¢(Plx == N])ly := ¢(Q[x := N])]
= p(P)[x = p(N)]ly := »(Q)[x := (N)]]
= @(P)ly == »(Q)]lx := ©(N)]
= o((Ay-P)Q)[x := p(N)]

@ On suppose d'abord que M —4 T, donc on obtient T en
réduisant un [-redex dans M. Le terme T est donc de la
forme M[x := N]. Le point (1) implique I'énoncé dans ce cas.
L'énoncé général se déduit de la transitivité. O
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Lemme de la bande

M

/

Ly B
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme de la bande

M

/

Ly
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme de la bande

On pose M’ qui convient et par sa définition on a :

M

/

Ly
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme de la bande
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme de la bande

Par le lemme 2 on peut compléter :
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme de la bande
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme de la bande

On pose N qui convient et on a :
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme de la bande
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme de la bande

Par le lemme 1 on peut compléter :
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme de la bande
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme de la bande

Par le lemme 3 on peut compléter :
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme de la bande
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du lemme de la bande
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Preuve du théoreme de Church—Rosser

Preuve du théoreme de Church—Rosser

Si M —7% Ly alors il existent des termes M; (i =1,...,n) t.q.
M —g My —g ... —5 M, —4 L1 et on applique le lemme de la

bande : o
M1/ \*LZ

Ly .
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Théoreme de Church—Rosser

Définition forme S—normale

On appelle forme —normale un lambda—terme qui ne contient pas
de B-redex. On appelle forme normale d'un terme M tout terme N
qui est une forme G—normale et tel que M —>2 N.

Corollaire 1

Unicité de la forme normale. (Si elle existe.)

Preuve corollaire 1
trivial
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Théoreme de Church—Rosser

Définition S—équivalence

La relation d'équivalence engendrée par la 3-réduction, notée =g,
est appelée —équivalence. Plus précisément :

oM—gN=M=5N

M= M

M=gN= N=5M
M=gNetN=3T=M=3T
M =3 N = (TM) =5 (TN)

M =3 N = (MT) =3 (NT)

M =5 N = Ax.M =5 Ax.N
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Théoreme de Church—Rosser

Corollaire 2
M =5 T = 3JN tq. M—>ENet T—)E N.

Preuve corollaire 2

M

\;
A \/

B B B

T

N
B N B
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Fin

THE END
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