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Soit A une variété abélienne de dimension g sur C. On pose
CHy(A)=CH(A)®2Q, ou CH(A) désigne I'anneau de Chow de A4 (gradué
par la codimension). Pour k € Z, on note k la multiplication par k dans A.

Les automorphismes k* de CH(A4) jouissent des mémes propriétés formelles
que les opérations d’Adams en K-théorie. Le but de cette note est de montrer que,
tout comme les opérations d’Adams, les opérateurs k* se diagonalisent simultané-
ment dans CHy(A). Plus précisément:

Théoréme. Pour s e Z, notons CHE(A) le sous-espace de CH{(A) formé des classes
x telles que k*x=k?*P~Sx pour tout ke Z. On a

s=p
CHY(A)= @ CH(A).
s=p—g

La démonstration est donnée au Par. 1; elle est basée sur la transformation de
Fourier étudiée dans [1], dont nous rappelons ici les propriétés essentielles. Au
Par. 2 nous essayons d’interpréter géométriquement les espaces CH?(A4); nous n’y
parvenons malheureusement que pour quelques-uns d’entre eux. Cette difficulte
limite les applications du théoréme; nous en donnons une au Par. 3, en précisant
un résultat de Bloch et Srinivas sur le groupe de Griffiths des variétés abéliennes de
dimension 3.

1. Démonstration du théoréme

Notons 4 la variété abélienne duale de 4, et /la classe dans Pic(4 x 4) du fibré de
Poincaré. Soient =, 7 les projections de 4x 4 sur A et A respectivement. La

transformation de Fourier .
F :CHy(A)—~CHy(A)

est définie par #(x) =1#,(¢' - n*x). Elle satisfait entre autres les formules suivantes
RYE

_ F1) Notons ¥ CHQ(/i)—> CH(A) la transformation de Fourier pour A;ona
FoF =(—1(—D*
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F2) Soit f: A—A une isogénie. Ona F o f*=f, o F et Fof,=f*- F
En outre:

g -
F3) Soit x e CH{(A), écrivons F(x)= 3. y,, avec y,€ CHY(A). On a
q=0

k*yq=k9—p+qu X

En effet, notons k 'endomorphisme (1,k) de 4 x A. Le théoréme du carré
entraine I'égalité k*/=kl dans Pic(4 x 4). On a alors

K*F (x) =k*7,(e' - n*x) =7, (k*e' - k*n*x)
=R (M -*x)=3Y k7P, . O
q

Proposition 1. Soit x € CHY(A), et soit k un entier distinct de 0, 1 ou —1. Les
conditions suivantes sont équivalentes:
(i) #(x)e CHY P*5(A);
(i) xe CH?(A) (c est-G-dire m*x =m??~Sx pour tout meZ);
(iil) k*x=k?P"5x;
(iv) kx =Kk~ 2P*sx;
v) .?f'(x)eCH" PES(4).

(i)=>(ii): posons y=(—1)*(—1)*#(x). On a ye CH§ ***(A) et, d’aprés F1 et
F2, #(y)=xeCH?(A). Pour tout meZ, on dedult alors de F3 légalité
m*x =m2P " 5x.

(ii)=>(iii): C’est clair.

(iii)=(iv): cela résulte de la formule k k* =k*Idcg,)

(iv)=>(i): sous I’hypothése (iv), on a, d’aprés F2,

K*F(x)=F (k,x) =k~ 2P *5F (x); 1)

comme |k| =2, ceci impose % (x)e CHY P *5(A) en vertu de F3.

Ainsi les conditions (i) a (iv) sont équivalentes; si elles sont réalisées, on a
m,x=m?"2P**x pour tout me Z, ce qui d’aprés l'égalité (1) ci-dessus entraine
F(x)e CH? ?*5(A). La condition (v) est donc équivalente aux précédentes. [J

Démontrons maintenant le théoréme. Soit xeCHp(A); écrivons
(—1(—1)*F(x)= Z Vg Avec yquH‘é(A) Par F3 on a k*y,=k?"?"4y, pour

tout entier k, c’est-a- dlre V4 € CHY(A) avec s=p+q—g. La proposition 1 entraine
g (y,) € CHE(A). Comme x= 3 F (y,) d’aprés F1, le théoréme en résulte. [
q

2. Propriétés des espaces CH?(A)

Indiquons d’abord quelques conséquences immeédiates de la définition ou de la
proposition 1:

Proposition 2. a) Si xe CH?(A) et yeCH¥A), on a xyeCHP!A(A) et
x*ye CHY2™%A) (le symbole x désigne le produit de Pontriagin, cf. [1]).
b) #(CHE(A))=CH? ?*5(A).
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c) Si f:A->B est un homomorphisme de variétés abéliennes, on a
f*CH®(B)CCHE?(A) et f,,CH?(A)C CH?*(B), avec c=dim(B)—dim(4). O

D’autre part, la proposition 8 de [1] se traduit aussitét comme suit:

Proposition 3. a) On a CH?(A)=0 pour s<0 et pe{0,1,9—2, g—1, g}.

b) Pour p<g—2, les espaces CH?(A) sont nuls pour s<p—g+2. O

La conjecture F,de [1] équivaut a dire que 'on a CHZ(A) =0 pour s <0 (d’apres
la proposition 3, le premier cas a tester serait CH% ,(4) pour dim(4) =5). On peut

résumer la situation par le triangle suivant, ou le point d’interrogation désigne les
espaces conjecturalement nuls:

CH(4) = CH{(A)
CHY(A) CHY(A) & CHi(A)
CH}4) =7 @ CHO(A) ® CH i(4) @ CH3(A)

CHi(4) = HY(4) @ CH! (A) ® .. @ CHYA).

La décomposition CHy(A)=CH}(A)@® CH1(A) n'est autre que la décompo-
sition bien connue Picy(A) = Picg(4) @ Picy(4), ou Picy(4) est le sous-espace de
Pico(A) (isomorphe a NSy(A4)) formé des fibrés symétriques. On observera au
passage qu’il est bien nécessaire de tensoriser Pic(4) par Q (ou au moins, dans ce
cas, par Z [1/2]) pour obtenir cette décomposition. Nous allons essayer de donner
une interprétation analogue des autres termes. Soit s un entier tel que 0<s=<g;
notons P° le sous-espace de CHg(A4) engendré par les prodults de s diviseurs
algébriquement équivalents a zéro. On définit de la méme maniére le sous-espace
P* de CHy(A).

Proposition 4. Soit d la classe dans CHy(A) d’un diviseur ample symétrique.
a) On a CHYA)=P° et CHY(A)=d?"°P*.
b) Pour s<p=<g lapplication x—dP *x de P* dans CHE(A) est injective.

Dr’aprés [1, p. 254, remarque 2], on a une décomposition
CHI(A)= é 5P

Comme on a d’~*P°C CH¥(A) (proposition 2), on conclut que cette inclusion est
une égalité. D’autre part la proposition 6 (i) de [1] entraine d° *P*= F(P*); en
apphquant la proposition 2b) et en inversant les roles de 4 et 4, on en déduit

CHS(A). Ceci prouve a); I'assertion b) résulte de [1, p. 253, corollaire 2]. O

La décomposition de CHY(A) s’écrit donc
CHY(A)=Q-[0]®d 'PD...®P;

pour un énoncé tenant compte de la torsion, voir [1, p. 254]. Si I désigne I'idéal de
CH%(A) (pour le produit *, cf. [2]) engendré par les O-cycles de degre 0, on a
= @ CH?!(A). Citons un corollaire, qui n’est pas sans évoquer le théoréme du

carré:
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Corollaire. Pour a€ A, notons T, la translation z—z+a de A. Soit x € CHZ(A), et
soient a,, ..., a, des éléments de A. Sir>p—s, on a

(Tx—I)..(T ~Dx=0.

En effet le premier membre est €gal 4 x* ([ —a,]—[0]) *...x([ —a,] —[0]),
donc appartient a Y CHP(A), qui est nul. [
t>p

Il résulte de la proposition 4 que les espaces CH?(4) sont non nuls pour
0<s<p;ils sont méme, en vertu des résultats de Roitman [2, Par. 3], “trés gros”
(c’est-a-dire qu’ils ne peuvent €tre paramétrés par des variétés algébriques) dés que
5s22. A quoi ressemblent-ils? On dispose d’'un homomorphisme c: CHp(A)
—H??(A,Q); de plus, si JP(A) désigne la p-iéme jacobienne intermédiaire de A4 et
J§(4)=JP(A)®2Q, on dispose d’une application d’Abel-Jacobi o : Kerc—J§(A4).

Proposition 5. On a ¢(CH?(A))=0 pour s+0, et (CH?(A)nKerc)=0 pour s=+1.

Cela résulte immeédiatement de la variance des opérations k*, pour ke Z: si
x€ H?P(A4,Q) et ye JP(A), on a k*x=k??x et k*y=k??"1y, O

On peut espérer que les applications ¢, : CH3(A)— H??(4, Q) et «, : CHE(A)
—J§(A) soient toujours injectives. On sait que ¢, est injective pour p=0, 1, g, et, un
peu moins trivialement, p=g—1: ce dernier point résulte du diagramme

commutatif
CHY '(4) 2~ H*"%(4,Q)

I o

CHYA) - H*A,Q)

ou les fléches verticales sont bijectives (cf. [1]). On sait que a, est injectif (et
d’ailleurs bijectif) pour p=1 et g.

3. Une application

Notons G(A) le groupe de Griffiths de la variété abélienne A4 (groupe des cycles
homologiquement équivalents a zéro, modulo équivalence algébrique), gradué par
la codimension. Tout comme la transformation de Fourier, la décomposition
CHY(A)= @ CHZ(A) est évidemment compatible avec I'équivalence homologi-

que ou algébrique. Elle induit donc une décomposition G§(4)= ) GZ(4), ou

s
G?(A) désigne le sous-espace de G§(A) formé des éléments x tels que k*x =k??~*x
pour tout ke Z.
Il résulte de la proposition 4 a) qu’on a G3(A4) =0, et des remarques de la fin du
Par.2 que G4~ !(4) est nul. Lorsque g=3, on conclut que le groupe de Griffiths
G(A) est réduit a G}(A). Plus précisément, on a 'énoncé suivant, conjecturé dans

[3]:

Propeosition 6. Supposons g=3. Pour keZ, I'endomorphisme k* de G(A) est la
multiplication par k3.

Notons CH2(A) le sous-groupe de CH?(A) formé des cycles homologiquement
équivalents a zéro. Soit x e CH2(A); posons y=k*x —k3x. D’aprés ce qui précéde,
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y est algébriquement équivalent a zéro. De plus, si a: CH}(A)—>J?*(A) est
I'application d’Abel-Jacobi, on a a(y)=k*a(x)—k3a(x)=0. Un corollaire du
théoréme de Merkuriev-Suslin [5, remarque 2] entraine alors que y est algébrique-
ment équivalent a zéro. [

Une conséquence de ce résultat (déja obtenue dans [3] par une méthode tout-
a-fait différente) fait intervenir la variété de Kummer X de A. Rappelons sa
définition: soit 4’ I'éclatée de A le long des points d’ordre 2; I'involution (—1)
s’étend a A’, et X est le quotient de A’ par cette involution.

Proposition 7. Pour g=3, I'équivalence algébrique coincide avec I’équivalence
homologique dans CH*(X).

Rappelons que I’énoncé analogue est faux pour CH?(A), au moins lorsque 4
est générique [4].

Notons ¢:4’—A Déclatement, et n: A’>X le morphisme de passage au
quotient. Soit x un élément de CH*(X) homologue 4 z&éro; on a n*x =¢*y, ou y est
un élément de CH?*(A) homologue a zéro et invariant par (—1)*. On déduit de la
proposition 6 qu'un multiple de y est algébriquement équivalent a zéro, d’ou en
appliquant 7, la méme propriét¢ pour x. On conclut comme ci-dessus, en
observant que J%(X) est nulle. O

Remarques. 1) Les propositions 6 et 7 sont peut-€tre vraies pour tout g: cela
résulterait de linjectivité de ¢, : CH3(4)—»H*(4, Q).

2) On calcule immédiatement, quel que soit g, 'anneau CHy(X): on a
CH%(X)=Q*@ Y CHZ(A),ou A, désigne lensemble des points d’ordre 2 de A.

s pair

3) Soit A une vx;lriété abélienne définie sur un corps fini F de caractéristique p.
S. Bloch m’a signalé que les méthodes de cet article, jointes a une compatibilité de la
transformation de Fourier avec 'endomorphisme de Frobenius, impliquent
CH(A)=0 pour 50, c’est-a-dire k*x =k>"x pour tout k € Z et tout x € CHp(A).
Ce résultat est compatible avec une conjecture de C.Soulé, selon laquelle
Papplication ¢ : CHy(4)—~ HZ% (4, Q) devrait étre injective (/# p); compte tenu de
la fin du Par.2, il entraine d’ailleurs cette injectivité pour r=g—1.
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