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Ex. 1.
1) Pour la proposition 1.7.

On a

∆tnen = y(tn+1)− y(tn)−∆tnφ(tn, y(tn),∆tn).

Accroissements finis : ∃cn ∈]tn, tn+1[, y(tn+1)− y(tn) = ∆tny
′(cn).

Donc

en = αn + βn,

avec αn = f(cn, y(cn))− φ(cn, y(cn), 0) et βn = φ(cn, y(cn), 0)− φ(tn, y(tn),∆tn).

Pour δ > 0 fixé. L’uniforme continuité de (t,∆t) 7→ φ(t, y(t),∆t) sur [t0, t0 + T ] × [0, δ] permet de
contrôler βn pour N suffisamment grand (∆tmax

N suffisamment petit).

Reconnâıtre en
∑N−1

n=0 ∆tn‖αn‖ une somme de Riemann pour (tn)n∈{0,...,N−1} et t 7→ ‖f(t, y(t)) −

φ(t, y(t), 0)‖ et conclure en utilisant que

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

∆tn‖en‖ −
N−1∑
n=0

∆tn‖αn‖

∣∣∣∣∣ ≤
N−1∑
n=0

∆tn‖βn‖.

Ex. 3.
1) Montrer qu’il existe h∗ tel que pour tout (y,∆t, t) ∈ Rd × [0, h∗] × [tini, tini + T ], il existe un

unique z tel que F (y,∆t, t, z) = z.

On note L la constante de Lipschitz de f . Montrer que si ∆t ≤ 1

L
, alors F est contractante. En déduire

qu’elle a un unique point fixe.

2) Montrer que la fonction φ ainsi définie est bien continue en montrant que le point fixe obtenu en
1) dépend continuement des données (y,∆t, t) (et qu’on a même de la lipschitziannité).

3) Consistance avec la proposition 1.7. Stabilité en utilisant les caractères lipschitzien de f et de la
solution au problème de point fixe.

Ex. 4. [G] p. 54-57.
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