M1 IM/MPA : TD EDP et Différences Finies.

Feuille 1 : EDO Numériques.

Ex 1. Une EDO linéaire...

1) On considere ’équation différentielle y' = 3y — 1 sur 'intervalle [0, 10], avec pour donnée initiale

1 1
soit y(0) = = soit y(0) = = +e. Déterminer la valeur de la solution de chacun des problemes de Cauchy

associés en t = 10. Que conclure ?

2) On considére 1’équation différentielle 3/ = —150y + 50 sur l'intervalle [0,1], avec pour donnée

1 1
initiale soit y(0) = = soit y(0) = = + . Déterminer la valeur de la solution de chacun des probléemes

de Cauchy associés en ¢t = 1. Que conclure ?

Montrer que le schéma d’Euler explicite avec un pas constant conduit a
1 1
— — = (1-—150A1)" —-=].
Yn 3 ( ) <y0 3>

1 1
Avec At = =0 et y(0) = 3 + &, quelle approximation de y(1) obtient-on ? Que conclure ?

Ex 2. Schéma dans le cas vectoriel

1) On considere le systeme différentiel suivant :

yh (t) = yalt) + 31 (2),
yh(t) = y1(t) + t,
yl(l) = 2’

ya(1) = 1.

Ecrire les schémas d’Euler explicite, implicite et Crank-Nicolson sur cet exemple.
2) On considere les équations différentielles suivantes :

y® () =y D @)+ (t) —yt) + 1,

y(0) =2,

y'(0) =2,

y@(0) =1

et

y @ () =2+ (y(t)* + 1,
y(1) =0,
y'(1) =2,

Ecrire les schémas d’Euler explicite.



Ex 3. Lemme de Gronwall discret
Montrer le lemme de Gronwall discret : Soit (un)n>0, (Vn)n>0 €t (an)n>0 des suites a termes réels
positifs. Si pour tout n > 0,

Upt1 < ap + (1 + Un)urw

n—1 n—1 n—1
Up < exp (Z vk> ug + Zexp ( Z vl> ag.

I=k+1

alors pour tout n > 1,

Ex 4. Exemple de calcul de consistance et/ou convergence.
On définit le schéma de Heun comme suit :

Schéma de Heun
Pour n € {0,...,N — 1},

Un+l = Yn+ Atnf(tnv yn)7 (1)
At,,

R i GO (AR NE (2)

Yo donné. (3)

Pour répondre aux questions suivantes on pourra ajouter des hypotheses sur f nécessaires aux
preuves et on s’intéressera également aux ordres.

1) La méthode de Heun, est-elle explicite ou implicite ? Etudier son erreur de consistance. Montrer
qu’elle converge. Quel est I'ordre de convergence ?

2) La méthode de Crank-Nicolson est elle explicite ou implicite ? Etudier son erreur de consistance.

Ex 5. Cas des probléemes dissipatifs

On suppose que f est continue et globalement Lipschitzienne par rapport a la variable d’état et
uniformément par rapport a la variable de temps sur & := R x R? et que f est C* sur U. On suppose
de plus que le probleme est dissipatif ou

Definition 0.1. On dit que le probléme est dissipatif, si la fonction f vérifie

(f(t,yn) = f(ty2),y1 —y2) <0, V(t,y1) €U, (t,y2) €U.

On a la proposition

Proposition 0.2. Si f est différentiable, alors le probléme est dissipatif si V(t,y) € U, V¢ € R?, on a

Vyft,y)€- € <0.

Montrer que le schéma d’Euler implicite est bien défini et converge a 'ordre 1.



