
Agrégation Analyse (F. Rouvière) 8.10.03

INTÉGRALES ET INÉGALITÉS

1. Encadrement. Pour n entier positif on considère In =
R 1
0

xnp
1+x2

dx . En choisissant un

bon encadrement de 1+x2 sur [0; 1], encadrer In et en déduire un équivalent de In lorsque
n tend vers l�in�ni.

2. Intégrale et sommes de Riemann. Pour x réel, x 6= �1, on considère

I(x) =

Z �

0
ln
�
1� 2x cos � + x2

�
d� .

a. Calculer I(x) comme limite de sommes de Riemann. On distinguera les cas jxj < 1 et
jxj > 1.
b. Retrouver ce résultat en observant, par des changements de variable simples, que
2I(x) = I(x) + I(�x) = I(x2) et en itérant cette relation.

3. Intégrales et irrationalité. Pour x et n positifs, n entier, on note

In(x) =
1

n!

Z x

�x

�
x2 � t2

�n
et dt .

a. Montrer que jIn(x)j � 2x
2n+1

n! e
x .

b. Montrer par récurrence qu�il existe des polynômes Pn; Qn 2 Z [X], de degré n au plus,
avec Pn impair et Qn pair, tels que

In(x) = 2
n+1(Pn(x) chx+Qn(x) shx) .

c. Déduire de a et b que ex est irrationnel pour tout x rationnel non nul.
[On pourra raisonner par l�absurde.]

4. Inégalité de van der Corput. Soit f : I ! R une fonction de classe C2 sur un
intervalle ouvert I. On suppose qu�il existe une constante � > 0 telle que f 00(x) � � pour
tout x 2 I. On veut montrer l�inégalité, pour tous a; b 2 I,����Z b

a
eif(x)dx

���� � 4
p
2p
�
. (*)

a. Établir (*) lorsque 0 � b� a �
p
2=�.

b. Établir (*) lorsque b � a >
p
2=� et f 0 � 0 sur [a; b]. [On pourra partager l�intervalle

par le point a+
p
2=�, et intégrer par parties sur l�intervalle

h
a+

p
2=�; b

i
.]

c. Établir (*) lorsque b� a >
p
2=� et f 0 � 0 sur [a; b]. [On pourra changer x en �x.]

d. Conclure. [On pourra partager [a; b], si nécessaire, en deux intervalles sur lesquels f 0

garde un signe constant.]
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