Agrégation Analyse (F. Rouviére) 26.1.99
THEOREME DES NOMBRES PREMIERS

Le but du probléme est de démontrer le Théoréme des Nombres Premiers

m(z) ~ é quand x — oo , (TNP)

ou m(z) est le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux au réel z.

Notations. L’écriture “f(z) ~ g(z) quand x — oo” signifie qu'il existe une fonction h (définie,
comme f et g, sur une demi-droite [a, c0]) telle que f(x) = g(z)(1 + h(x)) et lim, o h(x) = 0.
L’écriture “f(z) = O(g(x)) quand x — oo” signifie qu'il existe des constantes positives A et C
telles que | f(z)| < C|g(x)| pour tout = > A.

On note p1 = 2,p2 = 3,p3 = 5,...,pn,... la suite (infinie) strictement croissante des nombres
premiers. La lettre p désignera toujours un nombre premier ; ainsi les notations

> ), [11w)
p p

désignent Y > f(pn) et [, f(pn) respectivement.
Dans tout le probléme on note, pour x réel,

0(x) = Zlnp

p<z

(somme sur tous les nombres premiers inférieurs ou égaux a z). Par convention, une somme
indexée par un ensemble vide d’entiers est nulle.

Les parties 1 et 2 du probléme ne contiennent que de l’analyse réelle a une variable. Les
parties 3 et 4 font appel & quelques propriétés des fonctions holomorphes. La partie 3 est indé-
pendante des autres.

1 Préliminaires

1. a. Montrer que 7(x) < z pour tout réel > 0.
b. Montrer que p, > n pour tout entier n > 1.
2. Soit ¢ €]0, 1[. En considérant » In p, établir I'inégalité, pour x > 1,

rl-e<p<a
(1—¢e)r(z)Inz+ Oz Inz) <(z) < 7w(x)lnz .
3. En déduire que l'assertion (TNP) est équivalente a

0(z) ~x quand = — oo .

4. Soient a > 0 et u une fonction croissante sur l'intervalle [a, oo].



a. Montrer que la convergence de l'intégrale

Cu(r) —x
[P,
a x
entraine que u(z) ~ z quand z — oo.
[On pourra raisonner par ’absurde : s'il existe A > 1 et une suite (z,,) tendant vers I'infini tels
que u(x,) > Axy,, on cherchera & minorer I'intégrale

ALn _
/ u(x) z ;

2

n

et de méme si u(y,) < py, avec p < 1.

b. La réciproque est-elle vraie ?
5. Montrer que (TNP) entraine 1’équivalent p, ~ nlnn du n-éme nombre premier, lorsque
n — 0.

2 Sommation par parties

Soit (a(n))nen une suite donnée de nombres complexes. Pour z € [0, oo on note

0<n<zx

Soit y € [0, 00|, avec 0 < y < z, et soit f une fonction complexe contintiment dérivable sur [y, x].
Le but de cette partie est d’établir I’'égalité

Y a(n)f(n) = Alz) f(z) — A(y)f(y) - /:C A@)f'(t)dt (1)

y<n<xz

et d’en donner quelques applications.
6. Démontrer (1) lorsque = et y sont entiers.
7. En déduire (1) pour tous z,y.
[On pourra utiliser les parties entiéres 2’ et y' de x et y respectivement].
8. On fixe un nombre a €]1,2].
a. Pour x > a, montrer I’égalité

b. Pour > a, montrer 1’égalité

ln:C /0 lnt ' (3)

9. a. Pour n entier, n > 1, montrer que le produit

II »

n+1<p<2n+1

divise le coefficient binomial C%. ., et que C%, ,; < 22"
b. En déduire I'inégalité

02n+1)=602n+2) <2nln2+60(n+1),



et finalement A(n) < 2nIn2 pour tout n > 1.
c. En déduire qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour tout réel x > 1,

O(z) < Cz .

10. Pour s € C, soit

ols) =3P

pour Res > 1.

3 Un théoréme taubérien

Soit f une fonction bornée sur [0, 00| et intégrable sur tout compact de [0, co[. On suppose
que la fonction ¢ définie pour z € C, Rez > 0, par

o) = /0 " ft) e e

se prolonge en une fonction holomorphe (notée encore g) sur un ouvert 2 de C contenant le
demi-plan fermé Re z > 0.
Le but de cette partie est de montrer que cette hypothése entraine la convergence de I'inté-

grale .
/ f)de .
0

Pour cela, on introduit deux nombres strictement positifs A et R, et les fonctions auxiliaires
A
he) = [ rwe =,
0
u(z) = eMh(z) ! + =
z RZ)
e 1 z
v(z) = eVg(2) ,+ﬁ :

z
On note M un majorant de |f(¢)| pour tout ¢ > 0.
11. a. Etablir I'inégalité

M
‘e)‘zh(z)‘ < — pour x =Rez <0.

]

b. Etablir inégalité
M
lv(z) —u(z)| < Qﬁ pour t =Rez >0et [2]| = R .

[On pourra chercher d’abord une expression simple de % + 15z a l'aide de z et R.]

On note D(R,¢) la partie du plan complexe définie par |2| < R et Rez > —e. Soit C(R,¢) la
frontiere de D(R,¢), parcourue une fois dans le sens direct.

12. a. Montrer que, pour chaque R > 0, il existe a €]0, R[ tel que D(R, ¢) soit contenu dans 2
pour 0 < ¢ < . On suppose cela réalisé dans la suite.



b. Montrer ’égalité
2ir (9(0) — h(0)) = /C PRCCEOIES

On note Cy, resp. C_, l'intersection de C(R,¢) avec le demi-plan Rez > 0, resp. Rez < 0. On
sépare 'intégrale de 12.b en trois, a savoir

I :/ (v(z) —u(z))dz , J- :/ u(z)dz , K_ :/ v(z)dz .
N _ _
13. a. Montrer que
I, <2 M
4| S 4T R .

b. En remplagant C_ par le demi-cercle C” défini par |z|] = R,Re z < 0, montrer que
M
J_| <2m— .
<o

c. Soit G(R) un majorant de |g(z)| sur D(R, «). En séparant les contributions du segment
vertical et des deux arcs de cercle, montrer que

g2 R
K |<2 —+(=41)e) .
|K_| < G(R)(?TR2+<E+>6 )

14. Déduire des questions 12 et 13 'existence de

A
hm/0 f(t)dt .

A—00

4 Fonction (

Le but de cette partie est d’établir quelques propriétés de la fonction ¢ de Riemann, et de
compléter la preuve de (TNP). Pour s € C et Res > 1 on note

(=3 .

ns
n=1

15. Montrer que ( est une fonction holomorphe dans le demi-plan Res > 1.
16. a. Pour Res > 0, montrer I'inégalité

n+1
/ (nfs — xfs) dz

b. En déduire qu’il existe une fonction v, holomorphe dans le demi-plan Re s > 0, telle que

< ‘8|n7Re371 )

C(s) = +1(s) pour Res > 1.

s—1

Cette égalité permet de prolonger ¢ en une fonction holomorphe dans le demi-plan Res > 0
privé du point s = 1.
Par ailleurs, on rappelle que la fonction ¢ admet le développement en produit infini

=Tl

p




convergent pour Res > 1, d’ou le développement en série

((s) __~ hp
) i1

pS

on ne demande pas de démontrer ces égalités.
17. a. Vérifier I'inégalité 3 + 4 cos a + cos 2a. > 0 pour tout réel «, et en déduire

1orP e Lo rete <1, pour 0 <r < Lo R

[On pourra développer en série Reln(1 — z) pour |z| < 1.]
b. Montrer que, pour ¢ > 1l et 7 € R, on a

¢(0)*¢(o +iT)*¢(0 + 2iT)| > 1. (5)

c. En déduire que la fonction ((s) (prolongée grace a 16.b) ne s’annule pas pour s = 1 447,
T #0.
[On pourra faire tendre o vers 1 dans (5).]
18. a. Montrer que la fonction

¢'(s)
ﬂ$+c®

(ou p a été definie en 10) se prolonge en une fonction holomorphe dans le demi-plan Res > 1/2.
b. En déduire que la fonction

S

p(s) = ——

se prolonge en une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le demi-plan Res > 1.
19. Montrer qu’on peut appliquer le théoréme taubérien de la partie 3 a la fonction

fit)y=et0(e") — 1.

En déduire le Théoréme des Nombres Premiers.




