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CHAPITRE 1

Introduction

Ce mémoire a pour but de présenter mes travaux de recherches effectués depuis
ma soutenance de doctorat en décembre 2016, et plus particuliérement ceux réalisés
depuis mon arrivée a Nice en septembre 2018. Ces travaux concernent principalement
des propriétés asymptotiques de problémes spectraux et d’équations aux dérivées
partielles linéaires.

Pendant mon doctorat (et les deux ans qui ont suivi), j’ai étudié les propriétés des
systémes de diffusion & haute fréquence, en particulier lorsque la dynamique classique
sous-jacente est chaotique. Ces résultats n’ont pas été inclus dans le présent mémoire.
Apres cela, mes recherches se sont divisées en trois axes, largement indépendants les
uns des autres (bien que se recoupant quelquefois). Ces trois axes correspondront
chacun & I'un des chapitres de ce mémoire.

Lors de mon post-doc, j’ai découvert la richesse des graphes quantiques, gréce
& Nalini Anantharaman, Mostafa Sabri et Brian Winn ; ensemble, nous avons étu-
dié les propriétés spectrales de grands graphes quantiques, obtenant des résultats
trés généraux sur la distribution asymptotique des valeurs propres, et des résultats
d’équidistribution des fonctions propres sous des hypothéses trés naturelles. Plus
récemment, j’al entamé ’étude des propriétés spectrales de grands graphes quan-
tiques ouverts, correspondant & des problémes de diffusion. Tous ces résultats ont
été rassemblés dans le chapitre 2.

Une autre de mes directions de recherche concerne les ondes aléatoires, en lien
avec le chaos quantique et la conjecture de Berry. Le chapitre 3 contient mes ten-
tatives de mieux comprendre la formulation de cette conjecture, et de la démontrer
dans des situations simplifiées (notamment dans des travaux avec Alejandro Rivera
et avec Martin Vogel).

Enfin, le chapitre 4 contient mes travaux en analyse numérique, avec mes col-
legues (ex-)nigois Théophile Chaumont-Frelet et Victorita Dolean. Ce projet, visant
a développer de nouvelles méthodes numériques pour résoudre 1’équation de Helm-
holtz a l'aide d’outils d’analyse semiclassique et d’analyse harmonique, est sans
doute celui qui m’a le plus fait sortir de ma zone de confort !

Les trois chapitres qui suivent sont entiérement indépendants les uns des autres.
Chacun d’entre eux présente 1'état de I'art dans la thématique concernée, et mes
contributions; j’ai fait le choix de simplifier le plus possible la présentation des
résultats, en ne donnant pas toujours leurs hypothéses optimales. Je donne quelques
idées des démonstrations des résultats, en ne cherchant pas toujours I'exactitude;
en particulier, je fais un usage répété du symbole imprécis ~. Chaque chapitre se
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conclut par quelques projets en cours, ou directions de recherche que j’aimerais
explorer dans les années a venir.

Le lecteur désirant avoir plus de détails sur la démonstration des résultats
présentés ici pourra trouver l'intégralité de mes articles sur ma page web :
https ://math.univ-cotedazur.fr/ ingremeau/



CHAPITRE 2
Propriétés spectrales de grands
graphes quantiques

Contents

2.1 Deéfinition d’un graphe quantique . . . . . ... ... ... ..
2.1.1 Spectre de graphes quantiques . . . . .. ... ... .. ...
2.2 Convergence de Benjamini-Schramm . . . . . ... ... ...

2.2.1 Convergence de Benjamini-Schramm et mesures spectrales em-
piriques . . . ..o

2.2.2  Elements de démonstration . . . . . . . .. .. ...

2.3 Ergodicité quantique sur les graphes quantiques . . . . . . .

2.3.1 Notations . . . . . . .. .. ... ... e 10
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2.4.3 Idées de démonstration . . . . . .. ... .. .. ... ... 24

2.5 Directions futures . . .. ... ... ... . . 00000 24

De fagon informelle, un graphe quantique est un graphe dans lequel chaque aréte
est munie d’une longueur, et sur lequel on définit un opérateur différentiel de degré
2 (typiquement, le laplacien, muni de conditions aux limites bien choisies sur les
sommets).

Les travaux que je présente dans ce chapitre concernent les propriétés spectrales
asymptotiques d’une suite de graphes quantiques : étant donné une suite de graphes
quantiques (de plus en plus grands et de plus en plus complexes), on s’intéresse
aux valeurs propres dans un intervalle spectral fixé. Peut-on décrire la répartition
asymptotique des valeurs propres (section 2.2) ? Les propriétés de délocalisation des
fonctions propres (section 2.3) 7 Dans la section 2.4, on s’intéresse & une variante
ou certaines arétes sont infinies : on considére alors les résonances de diffusion,
correspondant & un probléme spectral non-autoadjoint.
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2.1 Définition d’un graphe quantique

Définition 1 Un graphe quantique Q = (V, E, L) est la donnée suivante :
— Un graphe G = (V, E) dont l’ensemble des sommets est noté V', ’ensemble
des arétes est noté E.
— Une application L : E — (0,00).
On dit que le graphe est fini si G est un graphe fini. Pour chaque sommet v € V,
son degré, c’est-a-dire son nombre de voisins, est noté d(v).

On note B l’ensemble des arétes orientées du graphe. Si b € B, on note L la
longueur associée, oy et t; 1’origine et le terminus de b, et b aréte renversée, dont
lorigine est t; et le terminus est op.

Cette définition nous permettra de définir un laplacien auto-adjoint sur le graphe
Q. Il existe des variantes de la Définition 1 : on peut se donner une application
W : E — L*(0,1) permettant de considérer des opérateurs de Schrodinger plutot
qu'un laplacien ; une application a : V' — R (ou, plus généralement, en chaque
sommet v, une matrice unitaire d(v) x d(v)) permettant de considérer des exten-
sions auto-adjointes plus générales de 'opérateur. Une variante importante, que I’on
considérera en section 2.4, est celle ot 'on se donne une application n : V — N,
n(v) correspondant au nombre d’arétes infinies que 'on attache & v : le graphe est
alors ouvert, menant a des problémes spectraux non-autoadjoints.

Dans la suite, on s’intéressera souvent a des familles de graphes quantiques,
et on aura besoin d’un contréle uniforme de leurs longueurs et degrés. Si D € N,
et 0 < Lyin < Lmae, on notera Qp p,
@ = (V,E, L) pour lesquels on a

I’ensemble des graphes quantiques

min:Lmaz

Vv e V,d(v) < D

(2.1)
Ve € E, Lpin < L(e) < Lgz.

2.1.1 Spectre de graphes quantiques

Etant donné un graphe quantique Q, on peut considérer les espaces de fonctions
sur le graphe :

Ho = {f = (fv)oeB € @LQ[O,Lb] telles que fy(Ly —-) = f3(-) et Z Hfb”%Q([o,Lb]) < oo}

beB beB
HE = {f = (fo)ven € D H?[0, Ly] telles que fo(Ly —-) = f5() et > [ fsll3r2 (0.0, < oo} C Ho.
beB beB

(2.2)
On définit également le sous-espace Hgimh C HQQ des fonctions vérifiant les
conditions de Kirchhoff :

Vb, b € B, f,(0) = fy(0) =: f(v) siop =0y =v (Continuité)
Vv eV, Z f:(0) = 0. (Conservation du courant)
b:op=v

(2.3)
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L’opérateur Ho : Hgimh — Ho agissant sur ¢ = (¢p)pep par

(Hote)(x) = —¢y(x) (2.4)

est alors auto-adjoint si le graphe Q est fini, ou, plus généralement, s’il appartient
a un espace Qp. L, .;n.Lmas-

Si le graphe Q est fini, alors 'opérateur Hg est & résolvante compacte, de sorte
qu’il existe une suite de valeurs propres A\; < Ao < ... < A\, — 00 et des fonctions
propres associées ¥, :

HQq/}n = Anwn

Les valeurs propres A, peuvent étre caractérisées par 1'équation séculaire intro-
duite par Kottos et Smilanski [KS97|. On introduit les matrices | B| x | B| suivantes,
dont les lignes et les colonnes sont indexées par les éléments de B :

D(2)py = Gppeite,

% siop =ty =vetb £b
Sy = % —1 sit=betoy=0 (2.5)
0 si op # tw,

Uo(z) = SD(z).
On peut alors montrer que, pour tout k # 0,
k? est une valeur propre <= det(Id — Ug(k)) = 0, (2.6)

et les multiplicités coincident. Si @ = (ap)pep est un vecteur tel que Ug(k)d = @,
alors la fonction propres de Hg associée s’écrit f = (fy) avec fy(x) = a(b)e’ ™ +
a([})eik(Lb*I)_

Dans la suite, je discuterai de résultats ne concernant pas le spectre d’un
seul graphe quantique, mais d’une suite de graphes (typiquement, de plus en plus
grands) ; pour cela, je dois introduire une notion de convergence, la convergence de
Benjamini-Schramm.

2.2 Convergence de Benjamini-Schramm

La convergence de Benjamini-Schramm a initialement été introduite dans [BS11],
pour les graphes discrets. Cette notion a ensuite été généralisée & de nombreux
autres cadres : convergence de variétés avec ou sans bord, de fonctions propres du
laplacien... Pour les graphes quantiques, la premiére définition a été donnée dans
[AISW21b].

Un graphe quantique enraciné (Q,by) = (V, E, L, by) sera la donnée d’un graphe
quantique Q@ = (V, E, L) et d'une aréte orientée! by € B(Q).

1. Il existe d’autres définitions possibles d’un graphe quantique enraciné, ou la racine peut étre
un sommet, ou un point d’une aréte. Il est en général aisé de passer d’une définition & l'autre.
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On notera RQ 'ensemble des graphes quantiques enracinés, que 'on quotiente
en identifiant (Qop,bo) = (Vb, Eo, Lo, bo) et (Q1,b1) = (V1, E1, L1,b1) sl existe un
isomorphisme de graphes? ¢ : (Vy, Eg) — (V4, E1) tel que ¢(op,) = 0p,, d(tp,) =
tp,, L1 o ¢ = Lg. La classe d’équivalence de (Q,b) sera notée [Q, b].

Siv € V est un sommet d’un graphe et r € N, on note Bg (v, 7) 'ensemble des
points & une distance combinatoire au plus 7 de v. On note E(Bg(v,r)) 'ensemble
des arétes de F joignant deux sommets de Bg(v, 7).

On peut définir une distance sur RQ de la maniére suivante :

d([Ql,bﬂ, [QQ,bQ]) ;= inf {6 >0 ‘ H(ﬁ : BG1 (Obl, LE_lJ) — BG2 (Ob2, Le_lj)

isomorphisme de graphes tel que sup |La(p(e)) — Li(e)| < 5}.
eEE(BGl (Oblvl_E_lJ))

L’espace (RQ,d) est alors un espace polonais (un espace séparable métrique
complet). On notera C(RQ) 'ensemble des fonctions continues sur cet espace, et
P(RQ) l'espace des mesures de probabilités boréliennes sur RQ.

Tout graphe quantique fini @ = (V, E, L) induit une mesure de probabilité vg €
P(RQ), donnée en choisissant la racine uniformément au hasard :

1
"2 T 1B(Q) PRI
boeB(Q)

On dit qu’une suite de graphe quantiques (Qn) converge au sens de Benjamini-
Schramm vers une mesure P € P(RQ) si (vg, ) converge faiblement vers P, c¢’est-a-
dire si, pour tout F' € C(RQ) bornée, on a K, [F] — Ep[F].

Remarquons que, lorsqu’on considére une famille de graphes bornée au sens
de (2.1), la convergence de Benjamini-Schramm est trés naturelle. En effet, on peut
montrer aisément que 'ensemble RQ des (classes d’équivalence de) graphes enracinés
[Q, b] tels que Q vérifie (2.1) est compact. On déduit donc du théoréme de Prokhorov
que, si (Qn) est une suite de graphes quantiques dans Qp 1,
toujours extraire une sous-suite qui converge au sens de Benjamini-Schramm.

mimsLmaz» &lOTS on peut

Remarquons de plus que, méme dans des cas simples comme celui de la Figure
2.1, la limite n’est pas une simple mesure de Dirac : une suite de graphes ne converge
donc pas au sens de Benjamini-Schramm vers un graphe, mais bien vers une mesure
sur ’ensemble des graphes.

Des exemples de fonctionnelles F' € C(RQ) sont : la longueur de la racine b, le de-
gré de oy, le nombre de cycles inclus dans Bg(0p, 10)... Ces fonctionnelles dépendent
toutes du graphe dans un voisinage fini du graphe. En revanche, les quantités spec-
trales ne sont a priori pas des quantités locales : par exemple, les fonctions propres
peuvent étre délocalisées sur tout le graphe. Il est donc remarquable que la conver-
gence de Benjamini-Schramm ait des conséquences spectrales, comme expliqué dans
la section suivante.

2. C’est-a-dire une application bijective entre (Vp, Eo) et (Vi, E1) envoyant les sommets Vp sur
les sommets Vi, et envoyant les arétes reliant les sommets de Vi sur les arétes reliant les sommets
de Vi correspondants.
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/\/\ /\/\ Probabilité 2
M /\/\ Probabilité 1
/\/\ /\/\ Probabilité 1
VAVAN | /\/\ Probabilité 1

. /\/\ /\/\ Probabilité 1
1

/\/\ /\/\ Probabilité
/\/\ /\/\ Probabilité %

FIGURE 2.1 — Le graphe de gauche, en forme de « fleur », converge, lorsque le nombre

de pétales tend vers I'infini, vers la mesure décrite & droite. En particulier, la limite
n’est pas une mesure de Dirac.
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2.2.1 Convergence de Benjamini-Schramm et mesures spectrales
empiriques

Si Q est un graphe quantique fini, on note £(Q) = ) . L. sa longueur totale,
et 0(Q) son spectre. La mesure spectrale empirique de Q est alors définie par

Le résultat principal de [AISW21b] est que la convergence de Benjamini-
Schramm implique la convergence des mesures spectrales empiriques :

Théoréme 1 [AISW21b] Soit P € P(RQ). Il existe up, mesure borélienne sur R,

telle que, si (QnN) est une suite de graphes quantiques dans Qp p, convergeant

minyLma:t

au sens de Benjamini-Schramm vers P,alors pg, converge vaguement vers up.

Autrement dit, pour tout x € C.(R), on a

1
fiaw, O X e

Ao (ON

La mesure dup(\) peut étre décrite de la maniére suivante. Si x € C.(R)
et si @ € 9D L0, Linaas
X(Hg). On considére le noyau intégral (x(Hg)) (z,y), ou x et y appartiennent au
« graphe continu » {(b,xp); b € Bg, xp €]0, Lp[}. On peut alors montrer que le noyau
(x(Hg)) (z,y) est continu, y compris sur la diagonale, et on a

alors le théoréme spectral permet de définir 'opérateur

LbO
/RX()\)d,UP()\) = %EP [/0 (x(HQ)) (xby, Tv, )y,

La mesure P étant sur I’ensemble RQ des (classes d’équivalence de) graphes
enracinés [Q, by] le membre de droite doit étre pensé comme une somme pondéré
sur ’ensemble des graphes Q et de leurs arrétes orientées by.

Remarque 1 Le résultat de [AISW21b] est beaucoup plus général, permettant de
traiter des conditions aux limites en chaque sommet différentes de celles de Kir-
chhoff, et des opérateurs de Schrodinger plus générauzx que le laplacien sur chaque
aréte. En particulier, en présence d’un potentiel sur les arétes, le spectre ne peut plus
étre caractérisé simplement par (2.6).

Remarquons que des résultats analogues au Théoréme 1 existent dans le cas de
suites de graphes discrets (ot la preuve est alors élémentaire, voir [ATV13]), ou pour
des suites de variétés riemanniennes [ABBT17].
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2.2.2 Elements de démonstration

Si (Q, bp) est un graphe quantique enraciné, on considére pour Sz > 0 la fonction
de Green G, : ¥ — (Hg — 2) L (0p,, ). Cette fonction vérifie (Hg — 2)G,p, = 0
et les conditions de Kirchhoff (2.3) partout, sauf au sommet o0p,. Ainsi, sur chaque
aréte [0, Ly], on peut écrire G 3, = a(bbo)eiﬁxbo + a(l;bo)eiﬁ(Lbofxbo).

Si 'on note @, le vecteur des coefficients a(b), on peut montrer que I'on a

(Id - UQ(Z))aZ,bo = 5)07

ol 5,,0 (b) = mé%zobo’ et out Ug(z) est comme dans (2.5). En remarquant que
|Ua(2)|| < 1 lorsque Sz > 0, on déduit que
+00
Gspy = (Id = Ug(2)) & = > _(Ua(2))"&,-
n=0

Ici, la somme converge absolument, et chaque terme ne dépend que des pro-
priétés de Q dans un voisinage de op,. On en déduit que G.p,(0p,) : RQ —
R est une fonction continue, lorsqu’on la considére sur ’ensemble des graphes
vérifiant (2.1). Le méme genre d’argument permet de déduire la continuité de

Ly -1
fo (HQ_Z) (mbovxbo)dxbO'
Des extensions presque analytiques de x, dans Desprit de la for-

mule de Helffer-Sjostrand, permettent ensuite d’exprimer @Z/\EU(QN) X(N)

L . L
et Y pen) 0 (x(Hg))(2py, Ty, )dap, en fonction de > boeB(Q) Jo " (Hg —

z) ! (@b Tby )dap, . L'hypothése de convergence de Benjamini-Schramm permet alors
de conclure.

Lorsque I'on considére un opérateur de Schrodinger plus général que le laplacien,
ou des conditions aux limites plus générales que celles de Kirchhoff, la démonstration
est beaucoup moins élémentaire : il est encore possible de s’appuyer sur un analogue
de (2.6), mais avec Ug(z) = S(z)D(z) pour des matrices S(z) et D(z) ayant une
dépendance beaucoup plus compliquée en z.

2.3 Ergodicité quantique sur les graphes quantiques

Aprés avoir discuté du comportement asymptotique des valeurs propres de
grands graphes quantiques, il est naturel de discuter du comportement asympto-
tique des fonctions propres. Plusieurs régimes asymptotiques peuvent étre étudiés :

— Sur un graphe quantique fixé, on peut s’intéresser au comportement a haute

fréquence des fonctions propres. C’est le cadre de [CAV15], ou les mesures
semiclassiques sont décrites explicitement pour un graphe ayant des lon-
gueurs génériques et des conditions de Kirchhoff aux sommets. En particulier,
lorsque le graphe n’est pas homéomorphe a un intervalle ou un cercle, la me-
sure semiclassique n’est pas unique, et il n’y a pas d’ergodicité quantique.
(voir aussi |?], ou les premiers résultats de ce genre sont obtenus dans le cas
des graphes étoilés, et [BW18] pour des résultats de localisation plus précis).
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— Il est aussi possible de regarder d’abord le régime des hautes fréquences, puis
de faire tendre la taille du graphe vers I'infini : il est alors possible d’obtenir
des résultats de délocalisation des fonctions propres, qualifiés d’ergodicité
quantique asymptotique. Des résultats de localisation ou de délocalisation
asymptotique de ce genre ont été obtenus dans [BKW04, BKS07, BW10,
KR14, BW16].

— Enfin, il est possible de considérer une suite de graphes de plus en plus
grands, mais de ne regarder que les fonctions propres correspondant aux
valeurs propres dans un intervalle fixé : c’est ce qui a été fait dans [ISW20,
AISW21c].

Pour décrire les résultats de [[ISW20, AISW21c], il me faut d’abord introduire

quelques notations.

2.3.1 Notations

Si G = (V,E) est un graphe (discret) fini, la matrice d’adjacence de G est
lopérateur Ag agissant sur £2(V) par (Agf)(v) = 3, f(w), ot v ~ w signifie
que v et w sont reliés par une aréte.

On dit que (Vy, En) forment une famille de graphes expanseurs s’il existe 8 > 0
(indépendant de N) tel que, pour tout N,

a(diAGN) Cl-1+48,1-8U{1}, (2.7)
N

o dy est 'application degré sur le graphe (Vy, En).

On dit que les graphes (Viy, En) sont d-réguliers s'il existe d € N (indépendant
de N) tel que d(v) = d pour tout v € Viy et tout N € N.

De méme, on dira que les graphes quantiques (V, En, L) sont L-équilatéraux
si, pour tout N et tout e € Ey, on a L(e) = L.

Si G = (V, E) est un graphe fini et si v € V, le rayon d’injectivité autour de v,
noté p(v) est le rayon de la plus grande boule autour de v ne contenant pas de cycle.
Autrement dit, p(v) est le plus grand entier tel que B(v, p(v)) est isomorphe & un
arbre.

On dira qu’une suite (V, En) a peu de cycles courts, si pour tout r > 0, on a

H{v € Vi p(v) <1} 0
‘VN‘ N—o0

ot p(v) est le rayon d’injectivité autour de v. Cela est équivalent a dire que, pour
toute sous-suite (Vy, , En,) convergeant au sens de Benjamini-Schramm, la limite
est une mesure de probabilité supportée sur ’ensemble des arbres.

Si Q est un graphe quantique, 'espace Hg introduit dans (2.2) est naturellement
équipé d'une structure d’espace de Hilbert, et on notera (f, g) = (f, 9)3, le produit
scalaire associé (correspondant & intégrer fg sur l'ensemble des arétes), divisé par
la longueur totale du graphe, de sorte que si 1 est la fonction constante égale a 1,
ona (1,1) =1.
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2.3.2 Le cas des graphes équilatéraux réguliers

Théoréme 2 [ISW20] Soit d > 3 et L > 0. Notons 6§ := arccos (%Z—l) € (0,%).
Soit (Qn) = ((Vn,En,L)) une suite de graphes quantiques d-régquliers, L-

équilatérauz, ayant peu de cycles courts et formant une suite de graphes expanseurs.

Soit (@ZJ&N))”GN une base orthonormale de fonctions propres de Hg,,. Soit k > 1,
et soit I un intervalle tel que

ic [(Wy, (kw;ﬂﬂ , 23

Pour toute suite de fonctions ay € Ho, vérifiant |ay(z)| < 1 pour tout x, on a

1

2
i ery ’

Z ’<¢£N),GN¢T(LN)>HQN — (L an)no,

Mer

ot 1 € Hog, estla fonction constante égale a 1.

Commentaire sur les hypothéses du Théoréme 2. Ce résultat peut étre vu
comme un analogue pour les graphes quantiques équilatéraux des résultats pour les
graphes discrets réguliers de [AM15, Anal7|; ces résultats nécessitent également que
les graphes (Viv, EN) soient expanseurs, et aient peu de cycles courts. Ces hypothéses
sont vérifiées avec grande probabilité lorsque (Viy, En) est choisi uniformément au
hasard parmi les graphes d-réguliers & N sommets; il existe également des familles
explicites de graphes vérifiant ces hypothéses (voir l'introduction de [AM15]| pour
des références démontrant ces faits). Lorsque 1'hypothése d’expansivité ou celle de
convergence de Benjamini-Schramm n’est pas vérifiée, le résultat d’ergodicité quan-
tique n’est en général pas vrai (pour le cas des graphes discrets), comme montré
dans [?].

Les hypothéses du Théoréme 2 impliquent que la suite (Qp) converge au sens
de Benjamini-Schramm vers un singleton, correspondant a l'arbre d-régulier L-
équilatéral, noté ici Tqp. Grace au Théoréme 1, on sait que le spectre de (Qn)
va s’accumuler sur le spectre de Ty 7. On peut montrer (voir [Car97]) que le spectre
de Ty 1, est composé de spectre ponctuel et de spectre absolument continu, avec

opp(Ta,L) = {(nL7r>2 ,nE N*}7 0ac(Ta,L) = U" [<(k — IL)W+ 0)2, <k7TL_ 9)2] .

k=1

L’hypothése sur 'intervalle I revient donc a se placer dans le spectre absolument
continu de « l'opérateur limite », ou encore & éviter le spectre purement ponctuel.
Au niveau des graphes finis Qp, cette hypothése revient & éviter les valeurs propres
ayant une grande dégénérescence spectrale, due au caractére équilatéral des graphes.

Remarque 2 Le résultat du Théoréme 2 est un analogue du théoréme d’ergodicité
quantique de [Shn'7/, Zel87, CDV85], affirmant que si (X, g) est une variété rieman-
nienne sans bord dont le flot géodésique est ergodique dont les valeurs propres et les
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fonctions propres du laplacien sont notées A, et ¢pn, on a pour tout 0 < a < B :

N;()\ P> || a@leaP @iz = [ a@a — o0 @0)

€[ar,BA]

ot Ng g(N)est le nombre de A\, dans [a), BA].
Ce résultat est souvent reformulé de la maniére suivante : il existe une sous-suite
ng de densité 1 telle que, pour tout a € C(X), on a

/ a(x)|on, |*(x)dz — [ a(z)dz. (2.11)
X k—o00 X

Pour passer de (2.10) a (2.11), on peut utiliser un procédé d’extraction diagonale,
car C(X) est séparable. 1l n’est pas possible de déduire simplement une formulation
de (2.9) directement analogue o (2.11) : la sous-suite de densité 1 devra dépendre de
la suite d’observables ay considérée, car l’espace des suites d’observables n’est pas
séparable.

Remarque 3 Les théorémes de [ISW20] sont plus généraux que le Théoréme 2.

(N)

D’une part, la quantité any, ’, correspondant & un opérateur de multiplication agis-

sant sur Q,Z)éN), peut étre remplacée par K NQ/)%N)
Ksz,EN) (z) ne dépend de ¢,(1N) que sur un voisinage de taille finie de x. De tels

opérateurs « locaux »peuvent étre vues comme un analogue des opérateurs pseudo-

, ou Ky est un opérateur tel que

différentiels pouvant remplacer a(x) dans (2.10).

D’autre part, il est possible de considérer des opérateur de Schrédinger plus gé-
nérauzx que le laplacien, et des conditions aux limites plus générales que celles de
Kirchhoff. Dans ce cas, la densité limite des fonctions propres n’est plus constante
sur les arétes : la quantité <1?aN>HQN doit étre remplacée par une quantité plus
compliquée, faisant intervenir la fonction de Green de 'arbre limite.

Cette nécessité de remplacer (1,aN>HQN par une quantité plus complexe se
retrouve dans le cas non-homogéne, ot les graphes ne sont pas réguliers et équila-
téraux : c’est ce cadre général, considéré dans [AISW21c], que je vais maintenant
présenter.

2.3.3 Le cas non homogéne

Les résultats de [AISW21c] sont une généralisation du Théoréme 2 au cas de
graphes non réguliers, et non équilatéraux. De méme que les résultats de [ISW20]
peuvent étre vus comme une adaptation des résultats sur les graphes discrets de
[AM15, Anal7| au cadre des graphes quantiques, les résultats de [AISW21c] sont
analogues au résultats de [AS19] sur les graphes discrets non réguliers.

Hypothéses sur les graphes Expliquons comment chacune des hypothéses du
Théoréme 2 peut étre généralisée. L’hypothése que les graphes O sont équilatéraux
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et réguliers sera remplacée par ’hypothése qu’il existe D € N et 0 < Lyin < Linas
tels que

Pour tout N € N, ona Qn € Qp 1, (2.12)

min 7Lmaw ‘

L’hypothése qu’il y ait peu de cycles courts se traduit ici par

Il existe P € P(RQ) telle que (Qn) converge au sens de Benjamini-Schramm vers P.
(2.13)
L’hypothése (2.8) joue deux roles dans le Théoréme 2 : d’une part, elle garantit
qu’aucune fonction propre ne s’annule aux deux extrémités d’une aréte. D’autre part,
elle permet de ne travailler que dans le spectre absolument continu de I'opérateur
limite, ot la résolvante est bien controlée.
Ces deux hypothéses doivent étre séparées dans le cadre non-homogéne. D’une
part, on suppose que

deg > 0, VN € N,Ve € Eny,VA € I, on a |sin(AL(e))| > co. (2.14)

L’hypothése de spectre absolument continue est plus difficile & énoncer, car on
a besoin d’un contréle quantitatif de la résolvante. Si S+ > 0, on note Gé(x,y) le
noyau intégral de la résolvante. On définit alors, pour tout b € B,

Gé(ob, tb)

oo (2.15)

(o(b) =

Lorsque Q = (V, E, L) est un arbre quantique, on peut montrer qu’il existe des
fonctions R,jyE .V — C, avec SRT > 0 telles que

R (o) )
sin(viLe) . C'(B) = cos (VALy)+ 2 sin (y/7Ly)

Ry (t)
xﬁ ﬁ

Ces fonctions sont appelées fonctions de Weyl-Titchmarch, et peuvent étre défi-

¢(b) = cos (v Lb)+

nies de nombreuses maniéres équivalentes. On fera ’hypothése suivante, portant sur
I'intervalle I et sur la mesure P introduite dans (2.13) :
—S8
< 0.

(2.16)
Des exemples de mesures P vérifiant (2.16) ont été donnés dans [AISW21a] ;
ces exemples incluent de petites perturbations aléatoires des longueurs d’un arbre

S
Vs >0, sup [Ep (’R)\er )‘ ) <00, sup Ep <"9R>\+m( b)
AeIne(0,1) A€l ne(0,1)

quantique équilatéral régulier, ou encore des revétements universels de graphes quan-
tiques finis. Il a été montré dans [AISW21a, Théoréme A.6] que (2.16) implique
que P-presque tous les arbres quantiques ont du spectre absolument continu dans 1.

Théoréme 3 ([AISW21c]) Soit (Qn) une suite de graphes quantiques, et soit
I C R un intervalle, tels que (2.7),(2.12), (2.13), (2.14) et (2.16) soient vérifiées.
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Soit I un intervalle tel que I; C I. Soit (¢§N))j€N une base orthonormale de
)
J

suite de fonctions an € Ho, vérifiant |ay(z)| < 1 pour tout z, on a

fonctions propres de Hg, , associées a des valeurs propres \:"°. Alors, pour toute

o 1 (V) (N)
lim lim ———m———— E (W ans Nug . — {an) | =0, (2.17)
40 N—oo ﬂ{)\f(zN) €I} Koo J J on v

J

ou
<aN7 %G’g>'HgN
(av), = e : (2.18)
< ) 3 Q>HQN
avec y; = %(_N) = )\§-N) +in, et Gé@) = Gé(m,x) désignant la fonction de Green

sur le revétement universel, évaluée sur la diagonale.

On peut montrer a l'aide de 'hypothése (2.16) qu’il existe ¢ > 0 telle que, si
anN Z 07

. . C 2
11m1nf<(lN>’y(N) > N <<M7 1>HQN> .
J

N—00
En particulier, si ay est la fonction indicatrice d’un ensemble d’arétes de cardinal
alEn|, avec a €]0, 1], on a lim ian_>OO<aN>’Y(N) > 0. Ainsi, le Théoréme 3 est bien
j
un résultat d’équidistribution des fonctions propres : pour la plupart des fonctions
propres wj(-N), on ne peut pas avoir WJ(-N) |2
de cardinal o(|En]|).

qui se concentre sur un ensemble d’arétes

2.3.4 Idées de la démonstration

La preuve du Théoréme 3 est particuliérement technique, et je n’en donnerai que
les grandes lignes, utilisant le signe imprécis ~ lorsque deux termes sont égaux a un
petit reste prés (devant souvent étre controlé a 'aide de (2.16)).

Evolutions et variances sans recul. On notera b ~ ' sit, = oy et ¥’ # b. On
introduit 1’ opérateur d’évolution sans recul, agissant sur CBN par

BE)(b) == > K(¥). (2.19)

b€ B ;bb!
On définit alors (pour n > 0) les fonctions

)\<-N)+z‘n (N)

(V) CJ bqp 0, 7
V) Sde G ) 0)i= fiea®)
sin(WLb) sin( )‘5‘ 1)

1
N )

fj,N,n(b) =

qui vérifient

Bfjnng(b) ~ fi.nn(D). (2.20)
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Cette construction, introduite dans [AS19|, permet d’exploiter pleinement le fait
que les (Qn) aient peu de cycles courts : en effet, on remplace des fonctions propres
du laplacien par des quasi-vecteurs propres de l'opérateur B, opérateur dont les
puissances seront particuliérement simples & estimer grice au fait qu’il y a peu de
cycles courts.

Pour tirer pleinement partie de cette remarque, on introduit les variances sans
recul

Varnb’ll m(K) :

*

TINCO I
HA e n) AVer

Dans l'expression (2.21), K = K, peut dépendre de z € C et peut étre un élément
de CB~ | ou, plus généralement, de CB+~ | o By, v est 'ensemble des (b1, ..., b) € lei,
tels que by ~ by ~» ... ~» by,.3 Le produit scalaire apparaissant dans (2.21) est alors
donné par

v Kfinm) = Y FingOUK D1, oo i) fi.n . (B)-
(b1,...,b8)EBr, N
On peut alors montrer que les quantités
1

lim lim ——— ‘(ﬂ)(-N),GNﬂJ(-N)M — (an)_(n)
mo Mmoo g AN € 1}y )\(.;eh ] Lo k
J

peuvent étre contrdlées en terme de Varyy, 1, (), pour des K bien choisis.

Invariance des variances sans recul. On définit des opérateurs RZ
Bi,n Bitn,n
Uken € — Upen €4+ par

(REK) b1, Bicn) = K (b1, )G (b G ()

2GR (b oD )G (0k)o € (1) +

1—= —
+ ECZ(bg)...QZ(bn)K(bn, ey bpak—1)-
On peut montrer, en utilisant (2.20), que Varny, 1, n(K) = Varn, 1, n(R;K). L’ob-

jectif de la preuve est donc de montrer que

lim lim lim Varpp, ,(R;K) =0

n—+o00 n]0 N—o0

pour tout K = K, € CB»N ot K peut dépendre de z de facon lisse.

3. Un élément K € C°*N agit sur f € £2(B) par K f(b1) = >, by By K (01, oo b1) £ (Br).
Lorsque k = 1, K est donc simplement un opérateur de multiplication : (K f)(b) = K (b)f(b).

4. L’opérateur RZ peut étre pensé comme un opérateur de moyennisation de ’évolution tem-
porelle sur un temps n, un peu comme dans la preuve du théoréme d’ergodicité quantique de
Shnirelman. Néanmoins, la dynamique ici présente est sur les chemins orientés de longueur n, et
a un caractére probabiliste : 'évolution d’un chemin (b1, ..., b,) sera une mesure de probabilité sur
les chemins (b, ..., bp+1) qui le suivent. L’opérateur R, présente donc aussi des analogies avec un
opérateur de diffusion.
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Une expression intégrale pour la variance. On montre ensuite que, pour tout
K =K, € CBrinN on a

. . 2
lio, Tim [Vatup, 1, 5 (> )I? < limy lim € ’ > [t (b1, ooy b ) [PdA,
L (b1, ,bktn) EBrtn, N

(2.22)
avec C' indépendante de k.

Pour obtenir (2.22), on commence par utiliser la formule de Helffer-Sjostrand
pour exprimer |Varyy, 7, (K;)|? comme une intégrale de contour dont les poles sont les
valeurs propres )\g-N) (ici, on considére une extension quasi-analytique de K). Il est
ensuite possible de faire tendre N — +o0o dans 'intégrale, en utilisant la convergence
de Benjamini-Schramm : I'intégrale fait alors intervenir la résolvante sur un arbre.
Enfin, des relations sur la résolvante sur un arbre quantique permettent d’éliminer
les termes non-diagonaux dans l’expression.

A T’aide du théoréme de convergence dominée, on peut faire tendre n vers 'infini
dans (2.22). On voit alors que, pour prouver le théoréme, il faut montrer que pour
tout A € I; et tout K € CB»" (dépendant de maniére contrdlée de z), on a

Jm dim lm 3 R Kb b =0 (2:29)
(b1,..,brn)EBRTT

Opérateurs d’évolution FEn utilisant les identités vérifiées par la résolvante sur
les arbres, on peut montrer que la quantité (2.23) peut se réécrire (a des termes
négligeables prés), comme

n

1 .
. . . J
e i 5 2 S Kb (2249

ou K1, Ky € CBN sont des fonctions construites & partir de K, dont les coefficients
sont bien controlés, et
Suz = MuZSZ7

ou M, est I'opérateur de multiplication par u?*(b) := gigg;, et ou

(S.K)(b) = Z SRS (o) K (V).

\SR7 op) Py

Pour montrer le théoréme, il faudra donc étudier les propriétés de contraction
. )l . j
des opérateurs d’évolution S, .,

Contraction des opérateurs d’évolution L’opérateur S +in peut étre compris
de la maniére suivante : on part de opérateur B introduit en (2.19) ; on modifie ses
coefficients en les multipliant par des poids positifs ; puis on multiplie 'opérateur
par une phase u~.
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Négligeons les poids positifs, qui peuvent étre contrdlés supérieurement et infé-
rieurement grace a 'hypothése (2.16), et n’introduisent que des complications tech-
niques. On a donc S,z = uzﬁlﬁ, ou d désigne le degré.

L’opérateur B est contractant sur l'orthogonal des fonctions ne dépendant
que de lorigine. En effet, un calcul élémentaire montre que, si F := {K €
CBN telles que o = oy = K (b) = K(¥')}, alors

1 gK

K e Ft
Ve,dil

1
< SlIKlleBy). (2.25)

¢2(Bn)

D’autre part, un calcul (moins élémentaire, et faisant intervenir I’hypothése (2.7)
sur l'expansivité des graphes) montre qu'’il existe 0 < ¢ < 1 telle que, si 1 désigne
I’espace des fonctions constantes, on a

1 2
—B) K
~ Les deux propriétés (2.25) et (2.26) ne suffisent pas & garantir que l'opérateur

S?. est contractant, et il nous faut pour cela tirer parti de la multiplication par les
phases u~.

VK €1+, < || Klle2(py)- (2.26)

2(By)

On peut en effet montrer que l'une des alternatives suivantes est toujours véri-
fiée :

— Soit il existe € > 0 tel que |SLK|| < (1 —¢)| K]

— Soit il existe une constante cg # 1 et une application 6 : V. — R telle que

Si la premiére alternative est réalisée, on peut controler la décroissance de chaque
terme de la somme dans (2.24). Lorsque la seconde alternative est réalisée, alors on
ne peut plus controler chaque terme de (2.24), mais on peut regrouper les termes
« par paquets », et utiliser les interférences destructives entre les termes de chaque
paquet pour controler la somme.

2.4 Graphes quantiques ouverts

Un graphe quantique ouvert est un graphe quantique ot certaines arétes sont de
longueur infinie, s’identifiant & [0, +oo[. En pratique, il est souvent plus simple de
décrire un graphe quantique ouvert comme Q = (V,E,L,n), onn: V — N est
telle que n(v) est le nombre d’arétes infinies attachées au sommet v.

Ainsi, lorsque (V, E) est fini, on travaillera uniquement sur la « partie compacte »
de 9, le caractére ouvert du graphe ne se traduisant que par la donnée supplémen-
taire n(v) en chaque sommet. De la sorte, d(v) est le degré interne en v, correspon-
dant au nombre d’arétes internes (finies) attachées a v, tandis que d(v) + n(v) est
le degré total de v.
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Comme précédemment, B désigne I'ensemble des arétes orientées de (V, E) : il
s’agit donc des arétes internes. On définit également 1’ensemble des arétes orientées
externes par Begt := | |,y |_|E(:U1) (v,k)}. On note o = v si b= (v, k) € Beyt, €t on
définit B = B U Beyt.

2.4.1 Reésonances de diffusion sur les graphes quantiques

Sur un graphe quantique ouvert Q, on considérera des fonctions f = ( fb)bE B
avec f, € C2([0, Ly)) sib € B, et f, € C?([0,00)) si b € Beyy, vérifiant

Vb€ B, fy(-) = fi(Lv — ), (2.27)

et satisfaisant les conditions de Kirchhoff, qui s’écrivent ici

Vbt € B, f,(0) = fyr(0) =: f(v) siop=o0y =v (Continuité)
Yv eV, Z f:(0) = 0. (Conservation du courant)
be B:op=v
(2.28)

On notera C?(Q) I'ensemble des fonctions vérifiant ces propriétés.

Définition 2 Soit Q@ = (V, E, L,n) un graphe quantique ouvert, avec (V, E) fini.
Un nombre z € C est une résonance de diffusion de Q s’il existe f € C'Z(Q) telle
que

1. Pour chaque b € B, on a —fll =22

2. Pour chaque b € Begt, on a fy(z) = f(0)ei*2.

L’ensemble des résonances de diffusion de Q sera noté Res(Q).

Remarquons que, lorsque n = 0, la seconde condition est vide, et les résonances
de diffusion sont les racines carrées des valeurs propres définies dans la section 2.1.1;
elles appartiennent donc a 1’axe réel.

On a une caractérisation des résonances de diffusion analogue a celle de (2.6).
En effet, on peut montrer que pour tout z # 0,

z est une résonance de diffusion <= det(Id — Ug(2)) = 0, (2.29)

oit Ug(2) = SD(2), avec D(2)py = Sppye*Lt comme dans (2.5), et ot

W SiOb:Atb/:Uetb/#i)
Soy =\ mopany — 1 siV =betoy=v (2.30)
0 si Ob#tb’-

Remarquons que, contrairement a (2.5), dans la définition de S, c’est le degré
total de v, et non le degré intérieur, qui apparait; ainsi, la matrice S n’est pas
unitaire, mais est de norme < 1. Ceci implique que les résonances se trouvent dans
le demi-plan &z < 0.
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Le critére (2.29) a été formulé sous différentes formes analogues dans [KS03],
[DP12] ou encore |Lip16b]; la formulation (2.29, 2.30) proposée dans [Ing22a] a le
meérite de donner les coefficients de U(z) de maniére complétement explicite, et de
considérer une matrice U(z) dont les entrées sont indexées par B X B, et non par
Bx B. La preuve de ce critére est élémentaire, et peut étre adapté a des conditions
aux sommets plus générales que celles de Kirchhoff.

Néanmoins, contrairement au cas auto-adjoint, la question des multiplicités n’est
pas du tout élémentaire. On peut définir la multiplicité géométrique d’une résonance
comme le nombre de fonctions f linéairement indépendantes vérifiant les conditions
de la Définition 2. Sa multiplicité algébrique (correspondant a la taille d’éventuels
blocs de Jordan) peut étre définie a 1’aide de la distorsion analytique, ou en étudiant
le prolongement méromorphe de la résolvante, comme dans [DZ19a]. Enfin, on peut
considérer l'ordre d’annulation au point z de la fonction holomorphe 2’ — det(Id —
U(z")), correspondant a une multiplicité analytique. 11 a été démontré dans [DP12]
que, dans le cas des conditions de Kirchhoff (2.28), les multiplicités analytiques et
algébriques coincident ; toutefois, la question de savoir si ces multiplicités coincident
pour des conditions de raccord plus générales est encore ouverte.

Dans la suite, si Q C C, on notera toujours Ng(f2) le nombre de résonances de
Q dans ), comptées avec multiplicité analytique.

Résultats précédents concernant les résonances de graphes quantiques
ouverts Lorsqu’on considére un probléme de diffusion par un potentiel dans R?
(ce qui est donc un probléme spectral non-autoadjoint), une question importante est
celle de 'existence d’une loi de Weyl : si on note N (R) le nombre de résonances dans
D(0, R) comptées avec multiplicité, a-t-on N(R) ~ CR?? Lorsque d > 2, on ne sait
en général prouver que des bornes supérieures N(R) < R? comme dans [Zwo89).
En revanche, en dimension d = 1, il a été prouvé dans [Regh8|, puis généralisé dans
|Zwo87| (voir aussi [Fro97| et [Sim00]) que
N(R) 2Vol(chsupp(V))

2.31
R R—>—+>oo ™ ’ ( )

ot Vol(chsupp(V)) est la longueur de I’enveloppe convexe du potentiel V' : ce résultat
est un analogue de la loi de Weyl usuelle pour le laplacien sur une variété compacte,
Vol(chsupp(V')) jouant le méme role que le volume de la variété.

Sur un graphe quantique ouvert, il est naturel de se demander si on a aussi une loi
de Weyl pour le comptage des résonances. Dans [DP12], les auteurs ont montré que,
sur un graphe quantique ouvert avec des conditions de Kirchhoff & chaque sommet,
on a @ — c,ouc € ]O, %/LQ]. La constante vaut %EQ si et seulement si le
graphe est déséquilibré, au sens ot, a chaque sommet v, on a d(v) # n(v). Sinon,
onac< %EQ, et les auteurs parlent de graphes non- Weyl. D’autres constructions
de graphes non-Weyl (par exemple a l'aide de conditions aux limites plus générales
ou de champs magnétiques) ont été proposées dans [DP12, Lipl6a, EL11, DPL10].
Le lecteur pourra se référer a [Lip16b] pour une présentation de ces développements
récents.
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Plutot que de compter les résonances dans des disques D(0, R), on peut les
compter dans des bandes, et chercher 'asymptotique quand N — oo du nombre de
résonances dans [—N, N|+i[a, b] pour a < b. En fait, ces questions sont trés reliées :
il a été montré dans [DP12] que les résonances d’un graphe quantique se trouvent
toujours dans une bande de la forme 3z € [—K, 0], mais les auteurs ne donnent par
d’expression pour K. Dans [Ing22a], j’ai donné une expression pour K dans le cas
des graphes déséquilibrés, que je rappellerai dans (2.33) ci-dessous. D’autre part, il
a été montré dans [CAdVT18| qu’il existe une infinité de résonances dans toute bande
de la forme Sz € [—¢, 0], pour tout € > 0, de sorte qu’on ne peut pas espérer avoir
un trou spectral sous 'axe réel.

2.4.2 Asymptotique du comptage des résonances pour une suite
de graphes quantiques ouverts

Récemment, la répartition asymptotique des résonances de diffusions dans de
grands systémes ouverts a fait 'objet de nombreux travaux. Ainsi, les résultats de
[Klo16] décrivent les résonances d’opérateurs de Schrodinger sur Z, ou le potentiel
est périodique ou aléatoire, et restreint a un grand intervalle [— R, R], tandis que les
résultats de [Drol7| concernent un potentiel (aléatoire ou périodique) rapidement
oscillant dans un compact de R?, ce qui peut se ramener par changement d’échelle
a l'étude des résonances d’un potentiel délocalisé. Plusieurs résultats considérent
les résonances de grands recouvrements (aléatoires ou déterministes) de surfaces de
Schottky : voir par exemple [PS20, JNS20, Soa21|. Enfin, on peut mentionner les
résultats de [NSZ11b, NSZ11a], considérant des opérateurs de Schrodinger semiclas-
siques —h%2A 4+ V sur R? dont la dynamique classique sous-jacente est hyperbolique
prés des trajectoires piégées; les résonances proches de ’axe réel peuvent alors étre
décrites comme les racines de

det(Id — My(2)), (2.32)

ott les Mj,(z) sont des matrices de taille & h~9*!. De nombreuses conjectures concer-
nant les résonances de tels systémes sont présentées dans [Nonll, Zwol7].

Motivé par de tels résultats et de telles questions, dans mes travaux sur les
résonances de graphes quantiques ouverts, je ne me suis pas intéressé aux résonances
d’un graphe fixé, mais d’une suite de graphes, cherchant a obtenir des résultats
analogues au Théoréme 1.

Etant donné ng € N, on définit I’ensemble 9 D10, Lomin, Lmas
tiques ouverts vérifiant (2.1) et n(v) < ng pour tout v € V, et tels que n(v) # d(v)
pour tout v € V. A l'aide de (2.29) et (2.30), il est élémentaire de montrer que pour
tout Q € QD,no,L

des graphes quan-

on a

minyLmaz7

7 sup (In(n(v) + d(v)) — In]d(v) — n(v)|),0
min veV (233)

_}n(n04-lnao]_

L min

Res(Q) CR +1 {—

cR+ﬁ
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Toutes les définitions de la section 2.2 s’adaptent verbatim au cas des graphes
quantiques ouverts : on peut ainsi définir 'espace ROQ des (classes d’équivalence
de) graphes quantiques ouverts enracinés, et la convergence de Benjamini-Schramm
d’une suite de graphes quantiques vers une mesure de probabilité sur ROQ. On a
alors des propriétés de compacité analogues (d’'une suite de graphes ouverts dans
QD no, Lomin:Lmaz » O PeUt extraire une sous-suite qui converge au sens de Benjamini-
Schramm) : P'essentiel est que la partie non-compacte du graphe n’est vue ici que
comme une donnée supplémentaire sur les sommets; deux graphes quantiques ou-
verts sont identifiés si les graphes quantiques fermés sont identifiés, et si I’isomor-
phisme de graphe préserve le nombre d’arétes ouvertes par sommet.

On peut également définir la mesure spectrale empirique d’un graphe quantique
ouvert comme )

HO = @ Z (5)\.
z€Res(Q)

Il est alors naturel de se demander s’il existe un analogue du Théoréme 1 dans le
cas des graphes quantiques ouverts (du moins dans le cas des graphes déséquilibrés) :
c’est l'objet de la conjecture suivante.

Conjecture 1 ([Ing22b]) Soit P € P(ROQ). Il existe pup, mesure borélienne
sur C, telle que, si (Qn) est une suite de graphes quantiques ouverts dans
QD 1o, Lomin:Lmaz CONVETgeant au sens de Benjamini-Schramm wvers P, alors pg,
converge vaguement vers pp.

Le cas des graphes quantiques faiblement ouverts Dans [Ing22a], j’ai consi-
déré les résonances de graphes faiblement ouverts, ot le nombre d’arétes infinies
est petit par rapport au nombre d’arétes finies, de sorte que ) i my(v) =
ON—so0(|EN])-

On peut alors montrer qu’il y a peu de résonances loin de ’axe réel. Rappelons
que, si  C C est un ouvert, on notera Ng, (2) le nombre de résonances de Qn
dans €2, comptées avec leur multiplicité analytique. On a alors le résultat suivant :
Théoréme 4 (|[Ing22a]) Soit (Qn) une suite d’éléments de Qp gL Il
existe C' = C(D,no, Lymin, Limaz) > 0 telle que U'on a le résultat suivant.

min 7Lmaz :

Soit (0n) une suite de réels positifs, soient 0 < a1 < ag, 0 < as. Alors, pour N
assez grand, on a

C
NQN(]alaQQH'i] — as, _5ND < 52 Z ny(v).
N veVy

En particulier, si )y, MN(V) = oNsoo(|VN|), alors pour tout ouvert borné
QCCtelque QNR =0, on a

1
WNQN () el
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D’autre part, le résultat principal de [Ing22a] affirme que la Conjecture 1 est
vérifiée dans le cas d’une suite de graphes (Qp) faiblement ouverts. La limite up est
alors la méme que celle obtenue pour la suite de graphes (Q’y) obtenue en « fermant
le graphe », c’est-a-dire en remplacant la fonction n par la fonction identiquement
nulle. La répartition asymptotique des résonances de Q'y;, et donc de Qp, peut étre
directement décrite a ’aide du Théoréme 1, en utilisant le fait que, pour un graphe
fermé, les résonances sont les racines carrées des valeurs propres.

Ce résultat posséde une démonstration compliquée dans [Ing22al, qui peut étre
grandement simplifiée & I'aide des résultats présentés ci-dessous.

Le cas général Lorsque (Qn) est une suite de graphes de Qp ng Lo Lmee QUL
converge au sens de Benjamini-Schramm vers une mesure P n’étant pas supportée
sur I’ensemble des graphes enracinés fermés (c’est-a-dire que P(n(op) # 0) > 0, de
sorte que les graphes (Qy) ne sont pas faiblement ouverts), la Conjecture 1 est
ouverte. Cette conjecture équivaut a dire que, pour tout x € C2°(C), il existe un
¢(x,P), ne dépendant que de x et de P, tel que

im —— S x(2) = x. B). (2.34)

z€Res(QOnN)

L’un des résultats principaux de [Ing22b] est que (2.34) est vérifiee pour de
nombreuses fonctions x. En effet, si —oo < y1 < yo < +00, notons €y, 4, = {2z €
C; Sz € (y1,92)}, et notons H(SYy, ,,) I'ensemble des fonctions holomorphes sur

le Y2

Notons Y (D, no, Lmin) := —ln(goif) comme dans (2.33). On a alors le résultat

suivant.

Proposition 1 ([Ing22b]) Soit (Qn) une suite de graphes de Qp ny 1.
converge au sens de Benjamini-Schramm vers une mesure P.

Soit y1 < Y(D,no, Limin) €t y2 > 0. Si x € H(Qy, 4,) N LN (Qyy ), alors (2.34)
est vérifice.

qui

minvL'maz

Remarquons que 'espace H (2, 4,) N L1(Qy, 4,) n'est pas vide, car il contient
toutes les gaussiennes

X(z) = e =20 0> 0,2 € C. (2.35)

La démonstration de la Proposition 1 repose sur une formule de traces reliant la
somme sur les résonances des valeurs d’une fonction holomorphe & une intégrale de
la résolvante de Ug sur des lignes horizontales.

Théoréme 5 ([Ing22b]) Soit D,ng € N, soit 0 < Lpin < Ljae et soit Q €
QD o, LminLmas UM graphe quantique fini. Soit y1 <Y (D, ng, Lymin), soit ya > 0, et
soit € > 0.

Pour tout x € LYy, —cypre) N H(Qyy—cyote)s 00 @
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2ir Y x(x)= Y (-1 / @iy T [Ub( + iy;) (id — Ug(x +iy;)) "] de,
2€Res(Q) j=1,2 R
(2.36)

ot la somme de gauche est comptée avec multiplicité.

Le théoréme 5 permet de donner une expression pour la limite ¢(, P) apparais-
sant dans (2.34), comme décrit & la fin de la section 2.4.3.

De plus, en utilisant des fonctions de la forme (2.35) dans (2.36), on peut montrer
qu'il existe & = «a(D,ng, Lymin) > 0 et Ng = No(D,ng, Lmin) € N tel que, si
Q € QD ng,Linin,Lmass dl0rs toute bande verticale de largeur o contient au moins Ny
résonances ; ce résultat contraste avec le fait qu’il est en général difficile d’obtenir
des bornes inférieures dans les problémes de comptage asymptotique de résonances,
d’autant que a et Ny sont complétement explicites.

Corollaire 1 Soit D,ng € N, 50it 0 < Limin < Limaz €t 50it Q € QD no Lonin Linas
un graphe quantique fini.

Posons
In2
a:= z
(W —Y(D,ny, me))
Soit a > 0 tel que
2 L 1/2
a In 16 1 L-¢ T .
> [Y_L } ——In | Liyinln2 1+1n(D+ng) \/7
— in a 167 <2Lma$% T 0'6> ‘
(2.37)

Alors, pour tout xg € R, on a

e e Lo [T
- 1o — >=L /2
No ({z € C;xo I <Rz <@+ me}> > 167r\/;

Exemple numérique Supposons que ng =1, D =4, Lyin =1, Lipgz = 2. On a
alors Y = —Inb, a ~ 1.12 x 1072, ﬁ\/g ~ 0.33, et la condition (2.37) se réécrit

a

> 27.7.

mwn

Par conséquent, toute bande verticale de largeur au moins 56 contient au moins
0.33 x Lo résonances.

D’autre part, le théoréme de [DP12] implique que le nombre de résonances dans
—R < Rz < Rest de 'ordre de RMTQ lorsque R est grand. Ainsi, une bande verticale
56769 ~ 18 x Lg résonances. Le résultat du

Corollaire 1 n’est donc que deux ordres de grandeur sous le résultat moyen.

de largeur 56 contiendra, en moyenne,
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2.4.3 Idées de démonstration

La preuve du Théoréme 4 repose principalement sur la formule de Jensen, et sur
des estimées élémentaires sur la fonction fo(z) = det(Id — Ug(%)).

La démonstration du Théoréme 5 s’appuie sur la formule de Cauchy, qui implique
que, pour tout ouvert €2,

‘ - Zf/Q(Z) z = 2)Tr |UH (2 — N de
QzWZGReS%)mQX(z) —/mX( >fQ(Z)d _/aszX( )T [UQ( ) (Id — Ug(2)) ]d _
(2.38)

On veut appliquer (2.38) lorsque 2 est un rectangle dont les bords latéraux
tendent vers +00, en prenant garde que les contributions latérales soient négligeables
a la limite.

Pour cela, on montre que, pour tout y; < yo, il existe ¢ = ¢(Q,y1,y2) tel que,
pour tout n € N, il existe ;7 € [n,n + 1] (respectivement [—n — 1, —n]) vérifiant

Yy € [y1, y2), | f (2 +1iy)| > c.

L’existence de tels xf découle des estimées prouvées dans [Ing22a], s’appuyant
sur les méthodes développées par Sjostrand [Sjo96, Sjo00].

Enfin, pour déduire la Proposition 1 du Théoréme 5, il faut utiliser le
fait que, pour chaque z avec Sz ¢ [Y(D,ng, Lmin,0], Papplication (Q,b) +—
[U’Q(aﬁ—i—iyj) (Id — Ug(x 4 iy;)) " - est continue sur ROQ. Ce résultat se dé-

montre en utilisant une série de Neu’mann, et il permet d’utiliser la convergence de
Benjamini-Schramm pour déduire la convergence du membre de droite dans (2.36).

2.5 Directions futures

Les résultats de [Ing22a, Ing22b] sont les premiers résultats traitant des ré-
sonances de grands graphes quantiques; j’aimerais continuer a étudier ce régime
asymptotique dans le futur, en répondant aux questions suivantes (parfois assez
vagues).

Le cas des graphes non-déséquilibrés Tous les résultats présentés dans la
section 2.4 font ’hypothése que les graphes sont déséquilibrés, au sens ou n(v) #
d(v) pour tout v € V. Il est naturel de se demander dans quelle mesure cette
hypotheése est nécessaire.

Un travail en cours avec Ulrich Kuhl, Junjie Lu, et Thomas Ourmiéres considére
le cas de graphes ol, sur un sommet, on met une condition de Kirchhoff géné-
ralisée, permettant de passer contintiment d’un graphe déséquilibré & un graphe
non-déséquilibré; on observe que, lorsque le graphe s’approche d’un graphe non-
déséquilibré, la partie imaginaire d’une partie des résonances tend vers l'infini; & la
limite, ces résonances ont disparu, induisant une baisse du volume effectif du graphe
dans la loi de Weyl de [DP12].
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Cette fuite des résonances vers I'infini peut-elle étre controlée lorsque la taille du
graphe tend vers 'infini 7 On sait que, pour un graphe quantique fixé, les résonances
sont toutes contenues dans une bande horizontale; dans le cas non-déséquilibré,
peut-on controler la taille de cette bande & partir de bornes simples sur les données
du graphe, comme dans (2.33) 7 Peut-on encore avoir un analogue du Théoréme 5
et du Corollaire 17

Trou spectral asymptotique Dans [BGO1]|, les physiciens Barra et Gaspard
ont introduit une notion de pression topologique sur les graphes quantiques, et ont
affirmé que les résonances devaient toutes se trouver dans une bande de la forme
Sz € [y1,y2], ott y2 < 0 est relié & cette pression topologique. Il y aurait donc un
trou spectral, relié¢ a des propriétés de la dynamique classique (chaotique) sur un
graphe.

Cette affirmation a été contredite dans [GSS13] par des arguments physiques et
des simulations numériques, ainsi que par les théorémes de [CAVT18| : il existe des
résonances z avec Sz arbitrairement proche de 0, lorsque Rz tend vers l'infini.

On peut néanmoins se poser la question, pour une suite de graphes (Qy), du
trou spectral asymptotique. Un intervalle I étant fixé, quelles conditions sur la suite
(Qn) garantirait l'existence d’une constante c; > 0 telle que les résonances de Qy
de partie réelle dans I on toute une partie imaginaire < —cy? Ou bien, peut-on
avoir le résultat plus faible que

Noy {z€CiRz € 1,32 > —¢r) = onN0o(Loy)?

Il y a fort & parier que la réponse & ces questions fera intervenir une condition de
pression topologique analogue & celle de Barra et Gaspard ®.

Concentration des taux de décroissance Considérons un opérateur de Schro-
dinger semiclassique dont la dynamique classique sous-jacente a un ensemble piégé
hyperbolique. Il est conjecturé (|Zwol7, Conjecture 7]) que la plupart des réso-
nances dans un disque D(E, Rh) avec E, R > 0 ont une partie imaginaire proche
de @, correspondant a la moiti¢ du taux de fuite classique. (Voir [Bor07, §16.3.3]
pour des simulations numériques dans le cas des surfaces hyperboliques convexes
co-compactes.)

Si on cherche & définir un taux de fuite pour une suite de graphes quantiques
(en s’inspirant de [BG01|, comme dans le paragraphe précédent), il est possible que
celui-ci dépende de Rz ; on peut donc s’attendre (sous de bonnes hypothéses) a ce

que les résonances s’accumulent sur une courbe.

5. De fagon générale, les analogies avec la dynamique classique pour décrire les propriétés spec-
trales des graphes quantiques semblent mieux fonctionner quand on considére des suites de grands
graphes que pour un graphe fixé : ainsi, ’ergodicité quantique n’est pas vérifiée sur un graphe fixé,
et la bonne hypothése chaotique pour obtenir un tel résultat semble étre I’expansivité d’une famille
de graphes (voir la section 2.3). Dans les problémes de diffusion, l'analogie entre grands graphes
quantiques ouverts et systémes de chaos quantique ouvert se manifeste également par ’analogie
formelle entre (2.29) et (2.32).
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On peut donc se poser la question suivante : étant donnée une suite de graphes
quantiques ouverts (Qp) convergeant au sens de Benjamini-Schramm vers une me-
sure P, existe-t-il une courbe v = {(z,v(z)} ne dépendant que de P telle que, si
est un ouvert borné dans C\ 7, on a

Noy () = onoo(Loy)?
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Ce chapitre présente mes contributions a I’étude des champs aléatoires gaussiens,
en lien avec le chaos quantique. Dans la section 3.1, aprés avoir rappelé quelques
définitions, je présenterai ma contribution (avec Alejandro Rivera) a I’étude des do-
maines nodaux du champ aléatoire gaussien monochromatique isotrope stationnaire.

L’une des motivations pour 1’étude des champs aléatoires gaussiens est la conjec-
ture de Berry, affirmant que sur une variété de courbure négative, une fonction
propres de haute énergie, a ’échelle de la longueur d’onde, ressemble & un tel champ.
Je présenterai dans la section 3.2 une formulation rigoureuse de cette conjecture, &
I’aide de la notion de limite locale faible.

Si cette conjecture semble actuellement hors de portée, j’ai obtenu avec Alejandro
Rivera, puis avec Martin Vogel, des résultats analogues pour des état lagrangiens
propagés en temps long : je présenterai ces résultats dans la section 3.3.

3.1 Champs aléatoires gaussiens

Un champ aléatoire lisse sur R? est une variable aléatoire § prenant ses valeurs
dans C*®(RY). Ici, C(R?) est équipé de la tribu borélienne associée a la topologie
(métrisable) de la convergence de toutes les dérivées sur tous les compacts. Deux
champs aléatoires f; et fo sont dits équivalents s’ils ont la méme loi. Dans la suite,
j’'identifierai toujours deux champs aléatoires ayant la méme loi. De fagon générale,
j'aurai tendance a identifier un champ aléatoire et sa loi.



28 Chapitre 3. Chaos quantique et ondes aléatoires

On dit que le champ aléatoire est gaussien (et centré) si, pour toute famille de
points x1,...,x, € R%, le vecteur aléatoire (f(z1),...,f(xx)) € C* est un vecteur
gaussien (centré).

Si f est un champ gaussien lisse centré sur R, alors son noyau de covariance

K : (x,y) — E[f(x)f(y)] est une fonction lisse, et est défini positif, au sens ot pour
chaque (z1,...,zx) € (RY)F, la matrice K (z;, z;);; est définie positive.

Comme expliqué dans [NS15, Appendice A.11], il y a une correspondance bijec-
tive entre les champs gaussiens lisses centrés (& équivalence prés) et les noyaux de
covariance.

Définition 3 Le champ aléatoire de Berry, que l'on notera fBerry, est l'unique
champ aléatoire gaussien centré sur R? dont la fonction de covariance est
de,l ei(x_y)'gda(f), ot o est la mesure de probabilité uniforme sur S 1.

Plus généralement, si p est une mesure finie sur ]0,+o0c[, on définit la mesure
Ap sur R? donnée par

A2
[ = [ [ s senane), (3.1

ot wq_1 est la mesure uniforme sur S, On définit alors le champ aléatoire gaussien
fu dont la fonction de covariance est

BU@TW] = [ e an o).

En particulier, fg{l} = fBerry.- St A > 0, on notera souvent A\fgerry pour le champ

frzsg,, -

Cette derniére notation est naturelle si on pense a f;\z(;m comme & une fonction

aléatoire, et non a une mesure de probabilité sur C>(R?).

Le champ fgerry est 'unique champ gaussien monochromatique stationnaire iso-
trope, et normalisé¢ de sorte que E[|fperry|?] = 1. Ici, stationnaire signifie que le
noyau de covariance ne dépend que de x — y; isotrope signifie que le noyau de co-
variance ne dépend que de |x — y|; et monochromatique signifie que le noyau de
covariance vérifie —AK = K, par rapport aux deux variables x et y, ce qui implique
qu’une réalisation du champ de Berry vérifie —Afperry = fBerry Presque surement.

En dimension 2, le champ de Berry peut étre exprimé simplement en coordonnées
polaires, par

FBerry(r,0) = XoJo(r) = V2 Ju(r) (Xp cos(nf) + Yy sin(nf)) , (3.2)

n>1

otl, pour chaque n € Z, on note .J, la n'®¢ fonction de Bessel , J,(z) =
% 027T emf=zsin(0) g9 ot on les (Xk)k>o0 et (Yi)r>1 sont deux familles de variables
aléatoires suivant une loi normale centrée réduite, et formant une famille indépen-

dante.
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3.1.1 Domaines nodaux de champs aléatoires gaussiens

Pour chaque R > 0, on note N(R,fgerry) le nombre de composantes connexes
de R? \f;iwy({()}) qui sont incluses dans le disque de centre 0 et de rayon R.
Dans [NS09], [NS15], Nazarov et Sodin ont montré que la limite *

]:EN err
vps = 41 X Rlim EN(R. jperry) (3.3)

—00 7TR2

existe et est positive. Toutefois, leur méthode ne donne pas de valeur explicite pour
la constante vpg, parfois appelée constante de Bogomolny-Schmit, ou constante de
Nazarov-Sodin. Dans [BS02], les physiciens Bogomolny et Schmit ont donné un ar-
gument heuristique, basé sur un modéle de percolation, indiquant que

vps =~ 0.0624.

Néanmoins, les simulations numériques de Nastasescu (|[Nasll]), Konrad
(|[Kon12|) et Beliaev-Kerata (|BK13]) ont montré que vpg =~ 0.0589, ce qui contredit
la prédiction de Bogomolny-Schmit de quelques pour cent. La valeur de la constante
de Bogomolny-Schmit a aussi été étudiée expérimentalement par Kuhl, Héhmann,
Stockmann et Gnutzmann ([KHSGO7]), en utilisant la conjecture de Berry [Ber77|
dont je parlerai en section 3.2.1.

D’un point de vue mathématique, peu de bornes existent. En particulier, pen-
dant longtemps, la meilleur borne inférieure disponible était celle de Nastasescu
[Nas11], de 'ordre de 10726, Avec Alejandro Rivera, nous avons obtenu une borne
bien meilleure par des arguments élémentaires.

Théoréme 6 ([IR19])
vps > 1.39 x 1074

Remarquons que des estimations quantitatives d’autres propriétés topologiques
du lieu de I’ensemble nodal du champ aléatoire de Berry ont été données, par exemple
dans [GW18], [CIE21].

Idée de la démonstration

L’étape essentielle pour démontrer le Théoréme 6 est d’estimer la probabilité que
fBerry ait un domaine nodal contenu dans le disque de centre 0 et de rayon ry, pour
ro bien choisi. Pour cela, on utilise la méthode de la barriére : Jy étant positive en
Porigine, on choisit 7 tel que Jy(rg) est négative, de sorte que (r,0) — XoJo(r) a un
domaine nodal dans D(0,rp). On essaye alors de montrer que, avec une probabilité
pas trop petite, les autres termes dans (3.2) sont suffisamment petits pour que fgerry
ait elle aussi un domaine nodal dans D(0, ro).

1. La constante de Bogomolny-Schmit constant est souvent définie comme la limite (quand
le degré tend vers l'infini) du nombre moyen de domaines nodaux d’une harmonique sphérique
aléatoire, divisé par le degré de ’harmonique sphérique. Cette définition est la méme que celle de
(3.3), le facteur 47 correspondant a laire de la sphére unité.
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Dans [NS09, Nas11], cette estimée est réalisée en majorant décomposant le terme
V23, o1 Jn(r) (X, cos(nf) + Yy, sin(nf)) a l'aide d’estimées déterministes sur les
fonctions propres du laplacien. Dans [IR19], on prend ry &~ 3.8, correspondant au
minimum de Jy, et on utilise le fait que n +— J,,(r¢) décroit trés rapidement, de sorte
qu’en pratique, dans la somme (3.2), seules 5 ou 6 valeurs de n sont importantes

pour r = rg. Cette décroissance rapide se traduit par exemple par I’égalité classique
2

ZnGZ TL2Jn(.’B)2 = %

Pour estimer la probabilité que fgeqry ait un domaine nodal dans D(0,rg), on
estime, pour chaque valeur de X fixée, I’espérance du nombre de changements de
signes de 6 +— fBerry(70,6), & l'aide de la formule de Kac-Rice. Lorsque |Xo| est
suffisamment grand, cette espérance est < 2, de sorte qu’il y a une probabilité > 0
(que I'on peut estimer par I'inégalité de Markov) que fgerry ait un domaine nodal
dans D(0,rg).

3.2 Limites locales faibles

Soit X C R? un ouvert, et soit (¢7) une famille de fonctions propres du Laplacien
sur X (on pourrait considérer d’autres conditions aux limites que celles de Dirichlet) :

{—hwh = ¢n
Onlox =0,

Ici, le paramétre h prend des valeurs discrétes tendant vers zéro, et on suppose que

[énllrz = 1.
On veut étudier les propriétés des fonctions ¢y a I’échelle de la longueur d’onde
h. Pour cela, on introduit une fonction x € C2°([0, 00); [0, 1]), décroissante, valant 1

(3.4)

dans un voisinage de 'origine, et nulle en dehors de [0, 1].
Si mg € X, on définit une fonction ¢, 5 € C°(R?) par

Guon(y) = dn(z0 + hy)X(d(afi%X))’ (3.5)

Si ¢p, est une famille de fonctions propres du laplacien sur une variété Rieman-
nienne X, 'expression ¢, (a:o + hy) n’a plus de sens. A la place, on peut raisonner
localement, en considérant un repére orthonormal V' = (Vi,..., V) défini dans un
ouvert U C X, c’est a dire une famille de sections lisses (V;)i=1, .4 : U — TX telles
que, pour chaque z € U, (Vi(x),...,Vy(z)) est une base orthonormale de T, X.

Six €U etyec R on notera yV(z) := y1 Vi(z) + ... + yaVa(z) € T X, et

exp,(y) = exp,(yV (v)). (3.6)

On définit alors, de maniére analogue a (3.5),

Gzon(y) = b (exXDy, (hy)),

de sorte que ¢z, 1 € C>=(RY).
En prenant le point xy au hasard dans un ouvert ¢/, la fonction ¢, ;, détermine
une variable aléatoire dans C°°(R%).
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Définition 4 On dit qu'une mesure P sur C®(R%) est la limite locale faible (dans
Vouvert U et dans le repere V') de (¢p) si la loi de ¢g,p (lorsque xqg est choisi
uniformément au hasard dans ’ouvert U) converge faiblement vers P quand h — 0.

Ainsi, dire que P est la limite locale faible de (¢y), dans I'ouvert U et le repére
V signifie que, pour toute fonctionnelle continue bornée F : C*°(R?) — R, on a

1

W/UF(%O,h)dl‘o _— Ep[F].

Les propriétés suivantes concernant les limites locales faibles de fonctions propres
ont été montrées dans [Ing21] dans le cas de fonctions propres du Laplacien dans
un ouvert bornée de R%. Les démonstrations ont été adaptées au cas de variétés
riemanniennes compactes dans [GR23|.

Proposition 2 ([Ing21], [GR23]) 1. St (¢n) est une famille de fonctions
propres du laplacien, alors quitte a extraire une sous-suite, elle admet une
limite locale faible.

2. Une limite locale faible d’une famille de fonctions propres du laplacien est
supportée sur {f € C®(RY); —Af = f1.

3. Une limite locale faible P est invariante par translations, au sens suivant. Si
f € C®R?) et sixz € RY, on pose T, f = f(-+ x). Alors, pour tout borélien
A C C®(RY) et tout v € R, on a P(A) = P(r, A).

Dans [Ing21], je donne quelques exemples dans lesquels on peut calculer la limite
locale faible d’une famille de fonctions propres.
— Soit (¢p,) une famille de fonctions propres se concentrant sur un ensemble de
volume nul, au sens ou

Ve > 0,3U. C X ouvert tel que Vol(X\U;) < € et 1]%1101/ |pn|?(z)dz = 0.
Ue

(3.7)
Alors, (¢p,) a pour limite locale faible la mesure de Dirac en la fonction nulle
(pour n’importe quel repére V' dans n’importe quel ouvert U).
Des exemples de telles fonctions propres incluent les harmoniques sphériques
sectorielles, ou les modes de galerie.
— Soit & = (1,0,...,0) € R% Sur T¢ = (R/(27Z)))?, on consideére ¢,,-1(z) :=
cos(nz - &1). Pour chaque 6 € [0,27), notons fy(y) := cos(60 +y - &1).
On peut alors montrer que (¢,,-1) a pour limite locale faible (pour n’importe
quel repére V' dans n’importe quel ouvert U) la mesure donnée par
1 2
Hey =5 ; dr,d0.

— Sur le tore T2 = (R/(277)))?, les fonctions propres sont de la forme

CZ)E(Z') — Z ageia)'f’

E€€E
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oit £ 1= {€ € Z%|¢|*> = E} pour E € N tel que £g # (). On supposera que
a_¢ = ag, et que |ag| = |5—1E| On peut alors montrer que, parmi les E € N tels
que &g # 0, il existe une sous-suite E,, de densité 1 telle que (¢g,) admet
pour limite locale faible fpeypy.

De telles fonctions ont été considérées par Bourgain dans [Bould|, ou il a
montré qu’elles possédaient le méme nombre moyen de domaines nodaux
locaux que fperry. Ce résultat a été généralisé dans [BW15| pour traiter des
familles de fonctions propres du tore plus générales. L’apport de [Ing21] a
été de remarquer que les estimées établies dans ces articles permettaient de
considérer n’importe quelle fonctionnelle locale (et pas uniquement le nombre
de domaines nodaux), ce qui établit la convergence locale faible.

3.2.1 Une formulation de la conjecture de Berry

L’une des motivations pour introduire les limites locales faibles était de proposer
une nouvelle interprétation de la conjecture de Berry. Dans [Ber77]|, Berry a conjec-
turé que les fonctions propres du laplacien de grande valeur propre, dans une géo-
métrie chaotique (par exemple, sur une variété de courbure négative), ressemblent, &
I’échelle de la longueur d’onde, a des réalisations de fperry. Cette conjecture est assez
vague mathématiquement, puisqu’elle compare une suite d’objets déterministe & un
objet aléatoire. Elle a fait 'objet de nombreuses interprétations mathématiquement
rigoureuses, appuyées par des simulations numériques (voir par exemple [HR92],
[AS93], [BSS98|, [Bar06] pour des simulations numériques appuyant la conjecture,
et [RS94], [Zel10], [Non13] pour divers points de vue mathématique sur la conjecture)

Dans [Ing21], j’ai proposé une autre interprétation de la conjecture, dans le cas
des billards chaotiques :

Conjecture 2 ([Ing21]) Soit X un billard chaotique, et soit (¢y) une suite de fonc-
tions propres vérifiant (3.4). Alors la limite locale faible de (¢p) est \/V%(X)fBewy'

Dans le cas d’une variété de courbure négative X, on peut faire la méme conjec-
ture, en introduisant un recouvrement de X par des ouverts sur lesquels des repéres
orthonormaux sont définis. On peut montrer que, si la conjecture de Berry est véri-
fice dans une famille de repéres, alors elle est vérifiée dans toute famille de repére;
néanmoins, cette approche (suivie dans [IR22]) est peu intrinséque. Une formula-
tion plus intrinséque de la conjecture de Berry a été proposés dans [ABM23| (de
maniére indépendante de [Ing21]), consistant essentiellement & moyenner sur les
différents repéres en chaque point. L’équivalence entre ces deux formulations n’a été
établie que trés récemment, dans [GR23|.

Lien entre la Conjecture 2 et d’autres conjectures en chaos quantique
Un point délicat pour l'interprétation mathématique de la conjecture de Berry
est celui des normes L des fonctions propres. En effet, on pourrait s’attendre
a ce que, dans une boule de taille ¢ > 0 (indépendante de h), une fonction
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propre ¢y, se comporte comme le champ aléatoire fpery dans B(0,eh™1). Or, dans
une telle boule, avec grande probabilité, on peut montrer (voir [ABST99|) que
SUPzep(0,6,h-1) [fBerry(2)| < Clloghl, de sorte que l'on pourrait conjecturer que
[¢nllLee < Clloghl.

Ceci corroborerait la conjecture de Sarnak [Sar95|, affirmant que sur une surface
hyperbolique, on a, pour tout € > 0, ||¢p|r~ < Cch™¢. Néanmoins, on sait que
cette conjecture est fausse en dimension supérieure, grace aux contre-exemples de
[RS94]. De plus, sur certaines surfaces hyperboliques arithmétiques, il a été montré
dans |[Mill0] que, pour certaines familles de fonctions propres, ||¢p||L~ avait une
croissance plus rapide que n’importe quelle puissance de |log h| (mais moins rapide
que n’importe quelle puissance de h=1).

Ainsi, une interprétation de la conjecture de Berry permettant de décrire les
fonctions propres du laplacien par des réalisations typiques de fpeqry autour de
n’importe quel point serait sans doute fausse (& moins d’ajouter une hypothése de
généricité sur la variété X, qui interdirait les surfaces arithmétiques).

L’interprétation de I’heuristique de Berry donnée dans la Conjecture 2 ne souffre
pas de telles subtilités : comme on ne considére que des fonctionnelles F' bornées
sur COO(Rd), et comme on ne considére que les limites de statistiques sur le point
xg, on ne prend pas en compte le comportement éventuellement dégénéré prés de
points exceptionnels. Ainsi, la Conjecture 2 ne permet de rien dire sur ||¢p|zo, si
ce n'est que ||¢p| e —> +00.

h—0

En revanche, la Conjecture 2 impliquerait une autre conjecture célébre en chaos
quantique, la conjecture d’Unique Ergodicité Quantique [RS94|. Cette conjecture est
encore largement ouverte, malgré des avancées majeures ([AN07], [DJ18], [DJN22]).

Proposition 3 ([Ing21])) Si (¢n) est une suite de fonctions propres du laplacien
dont la limite locale faible est fperry, alors (¢p) vérifie lunique ergodicité quantique,
au sens ou, pour tout a € C*°(S*X), on a

«nm<)¢m¢hL2——>/‘ oz, €)dp(z, €), (3.8)

ot Op;, désigne la quantification de Weyl, et p désigne la mesure de Liouville sur
S*X

La démonstration de la Proposition 3 est élémentaire lorsque a est une fonction
ne dépendant que de x. Si fgerry est la limite locale faible dans un ouvert ¢ C X,
alors c’est aussi la limite locale faible dans tout ouvert U’ C U : en effet, par
la Proposition 2, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer qu il existe des
limites locales faibles fir et fyyr, telles que fperry = \\/;;ll(u fu —|—V(\)}gﬁ{z§ funue - Par la
Proposition 2, ces limites sont alors invariantes par les translations; le champ fperry

étant ergodique par laction des translations ([NS15, Appendice B]), on doit avoir

fur = fu\ur = fBerry- En prenant une suite de fonctionnelles F; bornées approchant
F(6) = [6(0)2, on trouve ainsi que lim cotors fy [6n(2) Pz = E[F ()] = 1,
d’out le résultat suit.
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Le cas d’opérateurs pseudodifférentiels généraux s’obtient lui aussi en écrivant
(Opy,(a)on, ¢n) 2 comme 'intégrale d'une fonctionnelle continue appliquée & ¢z p.

3.3 Etats lagrangiens propagés et conjecture de Berry

Dans toute la suite de ce chapitre, X sera une variété Riemannienne compacte,
connexe, sans bord, et de courbure sectionnelle négative.

La Conjecture 2 semblant actuellement hors de portée, je me suis intéressé a
une version plus simple, dans laquelle on considére des états lagrangiens propagés
en temps long plutét que de considérer des fonctions propres du laplacien.

On considérera des états lagrangiens, de la forme

fu(z) = a(x)eﬁ“”(x), (3.9)

ot a € CX(X) et ¢ est une fonction C*° définie dans un voisinage €2 du support de
a, ces deux fonctions ne dépendant pas de h. Les fonctions f;, sont microlocalisées
sur I’ensemble

Ay = {(x,Vap);z € Q} CT*X. (3.10)

On fera 'hypothése que f, est monochromatique, au sens oul pour tout = €
supp(a), on a |[Vy| =1, de sorte que A, C S*X.

La variété X étant de courbure négative, le flot géodésique restreint a S*X est
Anosov [Ebe01]. Ainsi, pour chaque p € S*X, on peut décomposer I'espace T,5*X
comme 1,5*X = E;r QE, ® Eg, les espaces E;r, E;, Eg étant respectivement les
directions instables, stables et neutre du flot géodésique en p.

On supposera toujours que A, est transverse aux directions instables, au sens ol
pour tout p € A, on a

T,ANE; ={0}.

On notera e'"® Topérateur de Schrédinger semiclassique au temps ¢ associé au
laplacien semiclassique —h?A. La conjecture suivante est un analogue de la Conjec-
ture 2 pour les états lagrangiens propagés.

Conjecture 3 Soit (fr) une famille d’états lagrangiens de la forme (3.9), associés

a une lagrangienne A, monochromatique transverse auz directions stables. Alors,

pour tout M > 0 et pour tout tp tel que tp, h—g +oo avec t, < M|logh|, la famille
ﬁ

llall .2

(e™hA ) admet pour limite locale faible le champ \/T(X)fBerry (voir Définition

3).

Naturellement, on peut s’attendre a ce que, plus M est grand, plus la conjecture
est difficile & démontrer. Ainsi, dans [Sch05], il a été montré que (e®»"2 f,) vérifiait
un analogue de I'unique ergodicité quantique (3.8) lorsque ¢, < My|log h| pour un
My dépendant de bornes sur le flot géodésique (le temps d’Ehrenfest), mais un tel
résultat est inconnu pour t;, > My|log hl.



3.3. Etats lagrangiens propagés et conjecture de Berry 35

A défaut d’avoir pu montrer la Conjecture 3 en toute généralité, j’ai pu établir
deux résultats dans cette direction : avec Alejandro Rivera, dans [IR22], pour des
phases ¢ génériques et des temps t, allant vers U'infini trés lentement ; et avec Martin
Vogel, dans [TV 23], pour des temps vérifiant ¢, = op_o(]log h|), mais en considérant
une propagation (eﬂ%P " fy) par une petite perturbation aléatoire de —h2A.

3.3.1 Propagation d’états lagrangiens génériques

Dans [IR22], nous avons considéré une version de la Conjecture 3 pour des états
lagrangiens f; monochromatiques associés a des lagrangiennes A, génériques parmi
les lagrangiennes transverses aux directions stables.
sembler naturel de choisir un ouvert  C X ou f, sera défini, et de considérer
I’'espace

E1(Q) ={p e C™(Q) telles que |0p| = 1}.

Néanmoins, travailler avec cet ensemble muni de la topologie C' n’est pas
évident, car en général, une perturbation C*° d’une fonction ¢ € &;(f2) ne sera
pas dans & (€2). Nous avons donc choisi une autre maniére de construire des lagran-
giennes monochromatiques, plus simples & perturber.

Soit ¥ C X une hypersurface orientée connexe (et pouvant avoir un bord), et
soit v un champ de vecteur défini sur 3, tel que pour tout y € X, v(y) est unitaire
et orthogonal & T;,>. On note

C(2) = {uec C®() : [du] <1}. (3.11)

Si u € C(X), on définit, pour chaque y € 2, v, (y) := dyu+ (1 — |[9,u|?)/?v(y) €
S, X, et
Ly :=A{(y,vu(y)) : y € X}
On définit alors

T — + 0 —
cT() = {u e C(2) |Vy € 2. Ty Lu O (B © Elyuiy) = {04}
(3.12)
Etant donnée u € C(X), on peut montrer qu'il existe un voisinage Q, C X de %,
et une application ¢, € £1(€2,) telle que (voir la Figure 3.1)

Yuly = u and dpy |y = vy, (3.13)

et deux telles fonctions doivent coincider sur un voisinage de . De plus, si u €
CT(¥), alors A, est transverse aux directions stables.

Théoréme 7 ([IR22]) Il existe un sous-ensemble résiduel CT"(X) de CT(X) tel
que, pour tout u € CT¥™ (%), il emiste Ty > 0 tel que le résultat suivant soit vrai.

Soit ¢, et Q, comme dans (3.13), et soit a € C°(§y,). Pour chaque h €]0,1],
notons fy(x) = a(x)e?=@/" Soittd ¢ X un ouvert, et soit V un repére orthonormal
défini sur U.
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(z,0¢,(x)) = @' (y, vu(y))

FIGURE 3.1 — Construction de la phase ¢, a partir de u. Ici, ®* désigne le flot
géodésique sur S*X.

Pour chaque t > Ty, la famille (e f,)n>0 admet une limite locale faible

St, dans le repére V et dans louvert U. De plus, §¢ converge faiblement vers

llall L2

v/ Vol(X)

Ce résultat appelle plusieurs remarques :

fBerry quand t — +oo.

— Rappelons qu’un sous-ensemble résiduel est une intersection d’ouverts denses.

L’espace CT(X) n’est pas ouvert, car si u est telle que la condition de trans-
versalité est vérifiée sur 3, mais pas sur 9%, alors C*(X) contient u, mais pas
un voisinage de u.

A part de telles u pathologiques, CT(X) contient un voisinage de tous ses
points, de sorte que CT*""(X) est non vide, et contient une infinité de fonctions
u. Néanmoins, 1’ensemble CT77(X) est défini de facon trés implicite, et il
n’est pas du tout évident de déterminer si une fonction u appartient ou non
A CT’iTT(E).

Dans le Théoréme 7, on fait d’abord tendre h vers zéro, puis ¢ vers l'infini.
Cela signifie que I'on peut trouver tj fjo 400 tel que (e”hA fr)r>0 admette

pour limite locale faible §pepry, mais la preuve du théoréme ne permet pas
de quantifier ty,.

L’ouvert U (dans lequel le point xg est pris uniformément au hasard) peut
en réalité dépendre de h, et étre de la forme B(x1, h®) pour n’importe quel
% < a < 1. A partir du résultat sur de petits ouverts U dépendant de h,
on peut bien déduire le résultat sur des ouverts &/ macroscopiques, grace
au théoréme de convergence dominée (les fonctionnelles considérées étant
bornées).

Dans [IR22], nous avons aussi considéré des états lagrangiens non mono-
chromatiques. On obtient alors un résultat analogue au Théoréme 7, avec
pour limite f,, , (voir la Définition 3), ol fi4,,, est le poussé en avant de la

mesure |a(x)|?dz sur X par I'application X > z + |0p(z)| €]0, col.



3.3. Etats lagrangiens propagés et conjecture de Berry 37

Dans le cas non-monochromatique, la phase appartient & 'espace {¢ €
C>(Q) telles que \; < |0p| < A2}, qui est un ouvert de C*°(Q2), de sorte que
la condition de généricité est plus simple a exprimer (mais pas plus explicite).

3.3.2 Un modéle de perturbation aléatoire du laplacien

Le Théoréme 7 souffre de trois limitations : le fait qu’il ne marche que pour des
phases génériques, et pas pour toutes les phases ; le fait qu’il ne soit vrai que sur des
échelles de temps ne pouvant pas étre quantifiées ; et, enfin, le fait que les méthodes
de preuve introduites dans [IR22], reposant sur des considérations d’indépendance
rationnelle entre des directions (voir la section 3.3.4), puisse difficilement étre uti-
lisées pour montrer d’autres résultats de chaos quantique (sur les fonctions propres
ou sur le propagateur de Schrédinger, par exemple).

Pour pallier ces trois défauts, nous avons cherché, avec Martin Vogel, dans
[IV23], & obtenir une variante de la Conjecture 3. Ici, on ne considére plus le pro-
pagateur de Schrodinger associé & —h?A, mais & une des perturbations aléatoires
dépendant de deux paramétres?, a € ]0,1[ et 8 €]0,1/2[, et de la forme suivante :

2

h
Py = —?Ag + h*Q,, (3.14)
Plus précisément, on considére deux types de perturbations aléatoires @, :
1. Le cas ou Q,, est un opérateur de multiplication par une fonction & valeurs
réelles
Gw: X — R, (Potentiel aléatoire)
appartenant a la classe Sg.

2. Le cas ou @), est un opérateur pseudo-différentiel donné par la quantification
Qu = Opp(qw) (DO aléatoire)
d’une fonction & valeurs réelles
¢ :T*X — R

appartenant & la classe de symbole SEOO(T*X ).

Décrivons maintenant les modéles de fonctions aléatoires ¢q,, que I'on considére.
Soit J, € N un ensemble d’indices de cardinal |J,| = O(h~), pour un M > 0,
et soit {g;}jes, une famille de fonctions (dépendant de h) dans CZ°(X) dans le
cas (Potentiel aléatoire), et dans C°(T*X) dans le cas (¥DO aléatoire). Soit w =
{wj}je, une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées.
On définit
() = Y w;g;(2), (3.15)
J€JIn
ou z € X dans le cas (Potentiel aléatoire) et z € T*X dans le cas (?DO aléatoire).
On fait les hypothéses suivantes.

2. Des restrictions supplémentaires sur les valeurs pouvant étre prises par « et 8 seront imposées
dans ’hypothése 2 ci-dessous.
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Hypothése 1 (Hypothéses sur les g¢;)

1. Chaque gj a un support de diametre O(RP) uniformément par rapport a j €
Jp.

2. Il existe C' > 0, indépendant de h, tel que pour tout z € X (resp. z € T*X ),
z appartient au support d’av plus C' fonctions gq;.

3. Pour tout k € N, il existe C, > 0 tel que
lgjllcx < Cxh™P% Vi€ J. (3.16)

4. 1l existe cg > 0 tel que, pour tout T > 0 et tout p € S*X, on a
p

T
> /O q; (9%(p)) dt > coT. (3.17)

Jj€Jn

Ici, ® : S*X — S8*X désigne le flot géodésique, et dans le cas
(Potentiel aléatoire), g;(p) doit étre compris comme q;j(mx(p)), o Tx
T*X — X désigne la projection sur la variété de base X.

Example 1 Pour construire une telle famille de potentiels, on peut par exemple
recouvrir X (resp. T*X) par des boules géodésiques B(pj, hP) de rayon hP centrées
en des points pj, de telle sorte que chaque point de X (resp. S*X ) appartienne au
plus a C boules. On peut alors prendre

4 =X (h_ﬁdist(pj,h, P)) )

ot x € CX([0,00);1[0,1]) vaut 1 sur [0,1], et ou dist désigne la distance sur X ou
sur T* X respectivement.

On fait les hypothéses suivantes sur les paramétres a et 8, représentées sur la
Figure 3.2.

Hypothése 2 (Hypothéses sur les paramétres) On suppose que
0 < 8 < min (%,2—2@. (3.18)
Dans le cas (Potentiel aléatoire), on suppose de plus que
B>1—-a. (3.19)

Une explication heuristique de ces conditions sera donnée dans la Remarque 4,
a la fin des idées de démonstration.

Hypothése 3 (Hypothéses sur les variables aléatoires w;) On suppose que
les variables (wj)je., sont i.i.d. et vérifient les hypothéses suivantes :

1. Les wj sont presque surement bornées.
2. Var(w;) > 0.

3. On suppose que chaque variable w; posséde une densité C? par rapport a la
mesure de Lebesgue.
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NI

v

N

FIGURE 3.2 — Paramétres « et 5 admissibles. La région en gris sombre est admissible
dans les cas (Potentiel aléatoire) et (DO aléatoire), tandis que la région en gris
clair n’est admissible que dans le cas (VDO aléatoire).

3.3.3 Propagation bruitée d’états lagrangiens

Les résultats de [IV23] ne concernent pas toutes les phases associées a des
lagrangiennes (3.10) transverses aux directions stables : on a besoin qu’elles fassent
un angle suffisamment faible avec les directions instables ; ceci est lié au fait qu’elles
doivent étre transverses non seulement aux directions stables £~ pour la dynamique
engendré par le Hamiltonien p(z, ) = |£|?, mais aussi aux directions stables E;
pour la dynamique des flots perturbés p,,(z,€) = [£]? + h%qu(z, &). ’

Pour simplifier, on supposera ici que ¢ est tel que ASO est partout tangente a
ET®EY, cest-a-dire, que A, est contenue dans un morceau de la variété faiblement
instable d’un point (pour la dynamique non perturbée).

Théoréme 8 ([IV23]) Soit P’ comme dans (3.14), tel que les Hypotheses 1, 2 et
3 soient vérifiées.

Soit fr, = aer? un état lagrangien monochromatique, associé a une lagrangienne
tangente en tout point a ET @ E°.

Il existe X C X, avec Vol(X)) — 0 quand h — 0, tel que le résultat suivant
soit vérifié pour tout repére orthonormal V' défini dans un ouvert U C X.

Soit ty, tel que }lg% tp, = 400 et tp, = o|log hl). Alors, pour tout x € U \ X}

N 11
(e Ftn P, fh> (exp, (7)) —>T(X)f3my. (3.20)
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Remarquons qu’ici, le point z est fixé, de sorte que le membre de gauche de (3.20)
est une fonction aléatoire dépendant du paramétre aléatoire w; la convergence en
distribution est donc par rapport a ce paramétre.

Sion a en téte la notion de limite locale faible et la conjecture de Berry, on aurait
plutét envie de fixer w, et que le paramétre x soit aléatoire ; c’est ce que permet de
faire le théoréme suivant.

Théoréme 9 ([IV23]) On fait les mémes hypothéses que dans le Théoréme 8. Pour
tout € > 0 et tout F € Cp(C>®(RY)), on a

P,, > el =0(h™),

Vol(X

EX[F(e_%thPﬁufh(é}\(f)x(h')))] —E [F <”a|L2)fBerry>]

lespérance du premier terme étant calculée par rapport a x choist uniformément au

hasard dans U.
Le lemme de Borel-Cantelli permet alors de déduire le résultat suivant.

Corollaire 2 Soit h; — 0, 7 — oo, une suite telle qu’il existe M > 0 telle que
lallz2

v/ Vol(X
—ty, PP
de (e RjhiTh fh].> (dans tout repére V' défini dans un ouvert U ).
h

J

(th)jeN € (1(N). Alors, w-presque surement, fBerry est la limite locale faible

3.3.4 1Idées de démonstration

Propagation d’états lagrangiens génériques L’outil de base de la démons-
tration du Théoréme 7 est la méthode BKW, qui permet de décrire simplement la
propagation d’états lagrangiens sur le recouvrement universel X.

On commence par relever fj, en un état lagrangien fh sur le revétement universel,

et on peut écrire que .
A f a7 t)enP@) (3.21)

ou {Z,Vp(z;t)} est 'image de {Z, Vp(z)} par le flot géodésique, et ou a satisfait
une équation de transport.

Quand on projette sur la variété de base X, on doit sommer sur tous les relevés
d’un méme point x, de sorte que

N(t)

ethd £ (1 Zaﬂt ehw;t z) (3.22)

ot N(t) est fini, mais croit exponentiellement avec ¢.

On veut alors faire un changement d’échelle autour d’un point zp, comme dans
(3.5). De plus, on veut prendre le point zy dans B(z1,h%) pour un « € }%, 1 [ Pour
cela, on écrit 29 = exp,, (z), et on pose

€7 =V (@)1 0 exp,, ) (0) € R (3.23)
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Un développement de Taylor permet alors de montrer que

N(t)

. i i t,x . t,x
(dtmfh) (X (hy) = Y ajalar)er @it )en™s AT (3.24)
=1

Cette expression correspond a la somme d’un grand nombre d’ondes planes (par
rapport a la variable y), avec des phases dépendant du parameétre aléatoire z.

On peut montrer, en utilisant la transversalité de Thom, que pour des
phases initiales génériques, pour tout ¢ et presque tout x1, la famille de vecteurs

(5;’ml)j:17_“’N(t) est rationnellement indépendante.

i t,x
Quand on fixe t et que l'on fait tendre h vers zéro, les phases en®&" " vont alors
s’équidistribuer sur le tore (S)M®), de sorte que (e f) (exp,, (hy)) a les mémes
statistiques (quand xo parcourt B(z1,h®)) que

N(t)

. . t,
S Jajuan)|eiev s,

j=1

ou les 6; sont des variables uniformes sur [0,27[ deux & deux indépendantes. Le
résultat s’obtient alors en utilisant un théoréme central limite, et en montrant que
la mesure Z;V:(? ‘aj7t(af1)|25£:£t.,zld$1 s’équidistribue sur X x S,

Ce dernier résultat d’équidistribution provient du caractére chaotique de la
dynamique : dans [IR22]|, on choisit de le déduire des résultats de [Sch05]
sur les mesures semiclassiques d’états lagangiens propagés. Une démonstration
purement « classique » pourrait aussi étre donnée, en vérifiant que la mesure
Zj\[:(? |aj7t(x1)|25§:€t_,x1 dz; appartient & un espace de Sobolev anisotrope, et son
évolution peut étre Jdécrite en terme d’états résonants de Ruelle, dans ’esprit des
travaux de Liverani, Faure, Sjostrand, Tsujii... (voir par exemple [?] et les références
s’y trouvant.)

Propagation bruitée d’états lagrangiens La démonstration du Théoréme 8
repose elle aussi sur la méthode WKB. On montre que, pour les perturbations h*@Q,,
que l'on considére, on a

e_i%ﬁffﬁ(i) ~ a(x; t)eiiz“"(i?t)eihailé(&t’h’w), (3.25)

ol a et ¢ sont les mémes que dans (3.21), et ou 5) s’exprime comme l'intégrale de
qw le long de l'unique géodésique joignant Az & T en temps t.

Ainsi, quand on projette sur la variété de base X et que l'on fait un changement
d’échelle autour d’un point zy puis un développement limité, comme dans (3.22) et
(3.24), on trouve

(e‘iﬁpf? fh) (XD, () = > a4 (o) e @3 () T O(0it.0) i€
J
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On a donc la méme expression que dans (3.24), si ce n’est que des phases aléatoires
eth®1O(@0it,h8) gont présentes.

Pour obtenir le Théoréme 8, il s’agit donc de montrer que les phases sont indépen-
dantes (pour pouvoir appliquer un théoréme central limite), ce qui peut se faire en
excluant un ensemble de points g de petit volume. Dans le cas (Potentiel aléatoire),
il faut aussi exclure certains petits® intervalles de temps de I'intégrale définissant (:),
correspondant aux temps oil plusieurs trajectoires joignant A, & un point xo sont
proches dans X (sans étre proches dans S*X).

Pour obtenir le Théoréme 9, on montre que, si zg et 2, sont & une distance <hB—¢
I'un de l'autre, alors les phases O(zq;t, h, d) et O(x(;t, h,d) sont indépendantes I'une
de lautre, pour la plupart des choix de g et xj,. Ceci permet de transférer ’aléa

venant du paramétre w en un aléa spatial, obtenu en prenant xy au hasard.

Remarque 4 Les conditions sur 8 dans I’hypothése 2 sont & comprendre de la ma-
niére suivante.

— La force exercée par le Hamiltonien q,, est de lordre de h®=P : supposer que
he=28 << 1 nous assure donc que les trajectoires classiques perturbée et non
perturbée voient les mémes supports de q;. Cette hypothese apparait partout
dans application de la méthode WKB, et permet par exemple de s’assurer
que O(x) ~ O(z0) si x € B(zg, h779).

— D’autre part, pour appliquer le théoréeme central limite, on veut que les va-
riables aléatoires considérées soient centrées, ou plus précisément, que

Ela; (o) ek @0 it~ 10@nithd) w6 = o(pL),

pour un I' > 0. Ici, la petitesse de l’espérance vient d’interférences dues a
la phase th® O (@o3t,h,0)
terférences est que h"10(xg;t, h,d) >> 1. La phase © étant une somme

d’environ h™P wvariables aléatoires indépendantes de taille h®, elle est typi-

: une condition naturelle pour espérer de telles in-

quement de Uordre de hP/2. On est donc naturellement amenés & supposer
que B < 2 —2a, ce qui est la deuxiéme condition de I’hypothése 2.

C’est également pour obtenir un tel phénoméne d’interférences que l'on est
amenés a supposer que les variables aléatoires w; ont une densité C? par
rapport a la mesure de Lebesgue.

— Enfin, la condition B > 1 — « apparait dans le cas d’un Potentiel aléatoire
pour des questions d’indépendance entre les phases. Deux phases O(xg) et
O(xy), qui s’écrivent comme Uintégrale du potentiel le long de trajectoires, ne
sont en général pas indépendantes, car il y a des moments ot les trajectoires
sont proches (et donc interagissent avec les mémes wjq;). Le probléme se pose
peu dans le cas d’un VDO aléatoire (car il faudrait que les trajectoires soient
proches dans l’espace des phases, ce qui ne se produit en général pas), mais

3. Notons que, pour pouvoir dire que deux trajectoires différentes ne peuvent pas étre trés
proches pendant un temps long (et donc qu’il suffit de retirer de petits intervalles de temps), le
caractére chaotique de la dynamique joue un role essentiel.
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dans le cas d’un Potentiel aléatoire, il y a de nombreux temps auzquels les
trajectoires sont proches sur la variété X. L’ensemble des temps probléma-
tiques est de longueur ~ hP, et pour powvoir négliger leur contribution, il faut
supposer que 3 >1— « .

3.4 Projets futurs

J’ai pour projet d’utiliser les modeles de perturbations aléatoires P’ de —h2A
introduites dans [IV23] pour étudier les propriétés des fonctions propres d’opéra-
teurs de Schrodinger, et non seulement la propagation d’états lagrangiens.

Ainsi, on peut considérer, pour un tq fixé, 'opérateur

it pe 10
“ = e h I (—h2A) e H T

qui est bien une petite perturbation aléatoire de —h%A, dont les fonctions propres
sont de la forme vy = eI R W, ol 1y, est une fonction propre de —h2A.

La fonction propre 1, peut étre décomposée comme une somme d’états lagran-
giens instables, et 'action de e "1 P sur chacun peut étre décrit a I'aide de (3.25).
Les phases aléatoires générent alors de nombreuses interférences destructives entre
les différents termes.

Avec Martin Vogel, notre premier projet sera d’utiliser ces interférences pour
obtenir avec grande probabilité des estimées sur [|1)||z. On peut espérer obtenir

des améliorations polynémiales en h par rapport a la borne de Hérmander :

—1

_d-1 w
[0l < Ch™ 7 0[5l 2 (3.26)

pour un d > 0, 1a ot les meilleures estimées déterministes ne parviennent a améliorer
la borne de Hérmander que d’une puissance de |log k.

Avec Alba Garcia-Ruiz, nous tachons également d’améliorer les bornes de Hor-
mander dans le cas d’opérateurs de Schrédinger sur R? (dans le “bulk") par des
méthodes analogues (mais qui donneront sans doute un ¢ plus petit).
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L’équation de Helmholtz, qui décrit les ondes en régime harmonique, joue un role
central dans de nombreuses branches de la physique et de 'ingénierie. Elle prend
généralement la forme

— V (AVu) — k*nu = f, (4.1)

o k > 0, A(z) est une famille de matrices symétriques définies positives décrivant
I’anisotropie locale du matériau, et ol n est une fonction positive, reliée a la vitesse
locale de propagation des ondes. En particulier, dans le cas ot A = Id, n = 1, on
retrouve ’équation

— Au— k*u = f. (4.2)

Lorsque (4.2) est posée dans R?, on peut la résoudre a 'aide de la transformée de
Fourier ; en revanche, lorsque les coefficients ne sont pas constants, on ne peut pas
résoudre explicitement I’équation (4.1), et on est amené a résoudre numériquement
cette équation.

Lorsque le nombre d’onde k augmente, les solutions de (4.1) oscillent de plus
en plus rapidement, et, pour la plupart des méthodes numériques, le nombre de
degrés de liberté (c’est-a-dire la dimension de l'espace dans lequel on discrétise
I’équation) doit augmenter rapidement avec k pour que la méthode converge. Ceci
rend la résolution numérique de (4.1) cotiteuse, en particulier en dimension d = 3,
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a des fréquences élevées, mais d’intérét pratique. Il n’est donc pas surprenant que
le développement de méthodes numérique efficaces pour I’équation de Helmholtz &
haute fréquence soit un sujet de recherche trés actif.

Ce chapitre présentera une approche numérique originale, que j’ai développée
avec Théophile Chaumont-Frelet et Victorita Dolean, reposant sur des considéra-
tions d’analyse semiclassique; en effet, dans (4.1), le paramétre k! peut étre vu
comme un paramétre semiclassique lorsque k est grand, et il peut donc s’avérer per-
tinent de construire des méthodes numériques utilisant les propriétés microlocales
de la solution u.

Avant de décrire cette approche, il me faut décrire I’état de I'art des méthodes
numériques pour 1’équation de Helmholtz, et de leur comportement & haute fré-
quence.

4.1 Un tour d’horizon des méthodes numériques pour
I’équation de Helmholtz

On peut diviser les méthodes numériques pour I’équation de Helmholtz en quatre

grandes classes :

— Les méthodes les plus populaires reposent sur une discrétisation de 1’espace,
comme les méthodes d’éléments finis (ou Finite Element Method, FEM). On
considére alors un maillage de I’espace de diamétre h, et un espace de dimen-
sion finie formé de polyndémes par morceaux, de degré p sur chaque élément
du maillage. On écrit alors un probléme de Galerkin, c’est-a-dire une formu-
lation faible de 'équation (4.1) sur I’espace de dimension finie.

Une condition nécessaire naturelle pour que la solution du probléme discret
soit proche de la vraie solution de (4.1) est que hk<1 : comme la solution
de (4.1) oscille typiquement & l’échelle k=1, le maillage doit se faire sur une
échelle h qui est au moins aussi petite que k1.
Il est alors naturel de se demander si cette condition est suffisante ; ou, plus
généralement, de se demander quelles conditions h et k doivent vérifier pour
que la solution du probléme discret soit proche de la solution de (4.1). La
premiére réponse a cette question a été donnée dans [BS97], ou les auteurs
montrent que, pour que la méthode des éléments finis avec des fonctions
affines par morceaux (p = 1), une condition nécessaire et suffisante pour la
convergence est que hk? > 1.
Pour un ordre p plus élevé, on peut montrer que la méthode des éléments finis
converge dés que kPT1hP < 1. Ainsi, avec la méthode des éléments finis, on
est amenés a résoudre un systéme linéaire (creux) de dimension O(kd(H%)).
Remarquons que, bien que la méthode des éléments finis soit connue de-
puis des décennies, de tels résultats sont récents : ils ont été établis dans
les années 2010 dans le cas des coefficients constants [MS10, MS11], et les
premiéres preuves dans le cas des coefficients variables n’ont que quelques

années [BCFG17, CFN19, GS20, LSW20, LSW21].
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— Les méthodes de type Trefftz utilisent des solutions (exactes ou approchées)

explicites du probléme libre de Helmholtz. Ainsi, on peut discrétiser 1’équa-
tion (4.1) dans un espace engendré par des ondes planes ou des fonctions de
Bessel (éventuellement par morceaux), éventuellement multipliées ou addi-
tionnées & des polynémes. Il existe de trés nombreuses méthodes numériques
tournant autour de ces idées (voir par exemple [Mel95, MB96, BM97, St098,
MW99, FHF01, CD03)).
On observe empiriquement que ces méthodes permettent de réduire le nombre
de degrés de liberté par rapport aux méthodes d’éléments finis, mais que
ce nombre de degrés de liberté demeure un O(k?). De plus, ces méthodes
ont principalement été développées lorsque I’équation (4.1) a des coefficients
constants par morceaux.

— Lorsque 'équation (4.1) est a coefficients constants, et est posée a 'intérieur
ou & l'extérieur d’un obstacle, il est possible de se ramener & des problémes
au bord, comme dans la Méthode des éléments finis de frontiére (ou Boun-
dary Element Method) [SS10]; on est alors ramenés a discrétiser le bord, ce
qui implique de ne considérer essentiellement que O(k%~1) degrés de liberté.
Néanmoins, les matrices discrétes obtenues de la sorte sont denses, et leurs
entrées peuvent étre compliquées & calculer ; de plus, une telle approche est
difficile & généraliser au cas de coefficients qui ne sont pas constants par
morceaux.

— Les méthodes asymptotiques utilisent des techniques d’analyse semiclassique,
comme "approximation WKB, les mesures de Wigner ou le front d’onde pour
calculer efficacement les solutions de 'équation (4.1), ou du moins certaines
de leur propriétés, comme dans [ER03, BCR04, LB15, ZWN*21]. Dans des si-
tuations géométriques simples (typiquement, celles ot les équations eikonales
de la méthode WKB ne développent pas de caustiques), ces méthodes per-
mettent un cotlit de calcul indépendant de k; néanmoins, elles semblent mal
adaptées aux cas ou la dynamique classique est plus complexes, par exemple,
a celles ou certaines trajectoires sont piégées. Enfin, ces méthodes ne sont
valables qu’asymptotiquement quand k est grand, mais elles n’approchent
pas forcément la solution pour un k fixé.

4.2 Une discrétisation de 1’équation de Helmholtz a
I’aide d’états cohérents gaussiens

Dans [CFDI22|, nous avons proposé avec Victorita Dolean et Théophile
Chaumont-Frelet une approche innovante pour résoudre numériquement (4.1), dans
laquelle nous discrétisons 1’équation dans un espace engendré par des états cohé-
rents gaussiens. Cette approche permet, dans de nombreuses situations d’intérét, de
discrétiser (4.1) en n’utilisant que O(kdféﬁ) degrés de liberté (avec € > 0 arbi-
trairement petit), soit un gain de ﬁ par rapport aux O(k?) degrés de liberté des
éléments finis et des méthodes Trefftz. De plus, cette méthode est valable lorsque les
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coefficients sont variables, et elle est converge méme lorsque k est fixé (contrairement
aux méthodes asymptotiques).

4.2.1 Le cadre de [CFDI22]

Hypothéses sur 'opérateur Dans [CFDI22] 'équation (4.1) est posée dans
RY, avec des coefficients lisses vérifiant A = Id, n = 1 en dehors d’un compact (la
région d’interaction), et avec les conditions de Sommerfeld a l'infini :

ou(z) . B 1

En pratique, les conditions de Sommerfeld sont implémentées & 'aide d’une

couche absorbante parfaitement adaptée (ou Perfectly Matched Layer), suivant
[Bé94], c’est-a-~dire en ajoutant des termes non-autoadjoints en dehors de la région
d’interaction. Cette méthode est aussi connue sous le nom de distorsion analytique
(ou Complex Scaling, voir [DZ19b]).

Quitte a la diviser par k2, 'équation (4.1) avec la condition (4.3) peut donc se
réécrire comme !

Pou= |, (4.4)

ol P est un opérateur différentiel non auto-adjoint, de degré 2, ot chaque dérivée
apparait multipliée par un facteur £~!. On note alors p(z, £) le symbole de P : il
s’agit de la fonction lisse sur R2¢ obtenue en remplacant chaque ilflﬁj par &;. Ainsi,
p(z,€) s’écrit comme —(&, A(x)§) + n(z), plus des termes complexes correspondant
& la couche absorbante.

Lorsque Py est de cette forme, il est toujours inversible, de sorte que la solution
u de (4.4) est unique. Il nous faut néanmoins faire une hypothése supplémentaire,
sur la croissance de la norme de l'inverse avec k : on supposera dans la suite qu’il
existe C, Ny > 0 tels que

1P 2y r2rey < C(RR)™ (4.5)

Cette hypothése de borne polynomiale sur la résolvante est trés courante dans
I’analyse de schémas numériques, et on sait qu’elle est vérifiée dans de nombreuses
situations :

— Lorsque la dynamique classique engendrée par le Hamiltonien p n’a pas de
trajectoires piégées, alors (4.5) est vérifiée, avec Ny = 1 (voir par exemple
[GSW19]).

— Lorsque la dynamique induite par p a un ensemble piégé sur lequel la dy-
namique est hyperbolique, il a été conjecturé dans [Zwol7| que (4.5) était
toujours vérifiée. Cette conjecture a été montrée lorsque ’ensemble piégé est
« suffisamment filamentaire » (voir [Nonl1, NZ09]), ainsi que pour la diffusion
par des obstacles convexes en dimension 2 [Vac22].

1. On note encore ici f le second membre, bien qu’il corresponde a k™2 f dans (4.1).
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— Sans aucune hypothése sur la dynamique, il a été montré dans [LSW19]| que
(4.5) est vérifiée, quitte & exclure un ensemble de fréquences dont l'intersec-
tion avec {k > ko} a une longueur qui tend vers zéro lorsque kg — +oc.

Hypothéses sur le second membre L’approche développée dans [CFDI22] est
principalement pertinente lorsque le second membre est microlocalisé pres du lieu
d’annulation du symbole de l’opérateur, comme expliqué dans la section suivante.
Un cas particuliérement important, aussi bien d’un point de vue pratique que
théorique, est le probléme de la diffusion des ondes planes, dans lequel on cherche,
pour chaque direction d’incidence d € RY avec \cﬂ = 1, une solution de I’équation

—V (AVu) — k*nu = 0
pouvant s’écrire sous la forme

u(z) =e + Uout (),

Ol Ugy veérifie la condition de Sommerfeld (4.3).
On peut alors montrer que ce probléme se raméne a résoudre ’équation (4.1)
avec pour second membre la fonction & support compact

-

f=(Kn+V(AV.)) ek, (4.6)

4.2.2 Pourquoi discrétiser avec des états cohérents gaussiens ?

L’un des outils centraux en analyse semiclassique est la notion de front d’onde,
qui est une partie WF;(u) de R?? associée a une famille de fonctions v = (up)
dépendant d’un petit paramétre h. De maniére informelle, (z,£) € WFj(u) si, au
voisinage de x, uj a des oscillations non négligeables, & ’échelle h, dans la direction
€.

Un résultat classique (voir par exemple [DZ19b, Theorem E.38|) affirme que, si
u est solution de (4.4), alors on a

WEj1 (1) € WFy (/) U { (. €) € R¥ p(,€) = 0}

En particulier, pour un second membre de la forme (4.6), le premier ensemble
est inclus dans le deuxiéme, de sorte que

WF, 1 (u) C {(x,g) e R p(z,€) = 0} :

Ainsi, la solution de (4.1) est localisée, dans I'espace des phases R24 15 o le
symbole p est petit; il est donc naturel de construire un espace de discrétisation
formé de fonctions qui sont elles aussi localisées 1a ou p est petit!

Remarquons que les polynémes par morceaux de la méthode des éléments finis
sont trés bien localisés en position, mais trés délocalisés dans ’espace de Fourier;
en revanche, les ondes planes apparaissant dans les méthodes d’éléments finis de
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frontiéres et dans certaines méthodes Trefftz sont trés bien localisées dans ’espace
de Fourier, mais sont trés délocalisées spatialement : ainsi, ces fonctions ne sont pas
localisées uniquement la ol le symbole p est petit.

Une famille naturelle de fonctions localisées dans l'espace des phases est celle
des états cohérents gaussiens, de la forme

k d/4 e
wm,&o,k(‘f) = <7r> ezk(z—xo)foe—k#’

ot g, & € RY. Ces fonctions vérifient WFy—1 (¥u, 60.4) = {(20,&0)}-

4.2.3 Comment discrétiser avec des états cohérents gaussiens ?

Il est courant en analyse des EDP, et en particulier en analyse semiclassique, de
décomposer une fonction & ’aide d’'une somme continue d’états cohérents gaussiens,
grace & la formule suivante, dont la preuve peut étre trouvée par exemple dans
[RC12, Chapitre 1]

k d
vge L(RY), g= <%) /R , /R {92 Vo 0. Vo 0 10,

Néanmoins, une telle décomposition est mal adaptée & ’analyse numérique, ou
I’on souhaite travailler avec des espaces de dimension finie, engendrés par un en-
semble discret, et non continu d’états cohérents.

L’idée de décomposer les fonctions comme des combinaisons linéaires discrétes
d’états cohérents gaussiens se trouve initialement dans les travaux de Gabor [Gab46|,
mais elle a pris sa forme moderne dans larticle [DGMS86], ot les auteurs montrent
que la famille

— d
\Ijmvnzk T ¢xm,k’£n,k’k7 m7n € Z

Y v
T =M [ 2 Enk =1 T

forme un frame (ou cadre pour les francophones). Cela signifie que, pour toute
fonction g € L?(R?), la quantité ||g||2, est comparable avec > mnezd |(9; Uonni) |2
De plus, les constantes sont ici indépendantes de k.

Cette propriété implique que la famille (\Pmﬂl’]f)m’nezd a de nombreux points
communs avec une base orthonormale, bien qu’elle ne soit pas linéairement indé-
pendante.

4.2.4 Présentation des résultats de [CFDI22]

Suivant I'intuition donnée par I’analyse semiclassique, on considére I’espace en-
gendré par les W, , ;. microlocalisés la ou le symbole p est petit :

Wk,s = VeCt{\Ilm,n,k; ’p (xm,ky fn,k) ’ < k_%—i_a}' (47)

Cet espace est schématisé sur la figure 4.1. Remarquons qu’il est de dimension
1
O(k?~27¢), du moins lorsque Vp ne s’annule pas sur {p = 0}.
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F1GURE 4.1 — Une solution de I'équation de Helmholtz avec un second membre
comme dans (4.6) peut étre représentée en n’utilisant que états cohérents gaussiens
microlocalisées sur les points en noir ; pour une fonction générale, les états gaussiens
microlocalisés sur les points en gris seraient aussi nécessaires.

Théoréme 10 [CFDI22] Soit Py une famille d’opérateurs comme dans la section
4.2.1. Pour tout s>0, et tout N € N, il existe C > 0 telle que, pour tout k > 1, on
a le résultat suivant. St u = ug, est la solution de ’équation Pyu = f, avec f comme
dans la section 4.2.1, on a

inf - < Oy N,
ngévk’euuk Vgllas < Cns

En fait, ce théoréme peut se généraliser & des seconds membres f plus généraux
que (4.6) : 'important est que f puisse étre bien approchée par un élément de Wk,%,
comme nous ’expliquerons en section 4.2.5.

Le Théoréme 10 nous garantit que la solution de I’équation (4.1) peut bien s’ap-
procher dans I'espace Wi, . ; néanmoins, ce résultat n’est qu’asymptotique, l'erreur
d’approximation ne devenant petite que dans la limite ot &k — oo.

Naturellement, en pratique, k est grand, mais fixé, et on veut pouvoir approcher
la solution u de (4.1) dans un espace engendré par suffisamment d’états cohérents
gaussiens. Le théoréme suivant nous donne un résultat de cette nature, et est va-
lable quel que soit k£ > 0 (pas nécessairement grand), et pour des second membres
beaucoup plus généraux que ceux du Théoréme 10.

Théoréme 11 [CFDI22] Soit Py une famille d’opérateurs comme dans la section
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4.2.1, avec Ng comme dans (4.5). Pour chaque o,k > 0, on définit ’espace
Wy(k) := Vect{W,, n ; m|> + |n|? < o(kR)N0}.

Pour tout 0 < s < p+2, pour tout R,p > 0 il existe C > 0 telle que, si f €
HP(RY) supportée dans B(0, R), et siuy est la solution de I’équation Pyuy = f, on
a, pour tout k > 1

inf  |lup —vl|gs < Cp 2H57P .
nt = ol < Ca 7

Supposons que Ny = 1 dans (4.5). Le Théoréme 11 nous dit donc que, pour
bien approcher la solution u pour un second membre général f € C2°(R?), on peut,
lorsque k est grand, se placer dans 'espace Wye, dont la dimension est k49 pour
n’importe quel € : on retrouve donc les O(k?) degrés de libertés nécessaires aux
méthodes d’éléments finis. Cela n’est pas surprenant : sans hypothése sur le second
membre, la solution v n’a pas de raison d’étre microlocalisée dans une petite région
de I'espace des phases, comme indiqué dans la figure 4.1.

Applications numériques Pour discrétiser une équation comme (4.4) dans un
espace W, 'approche la plus naturelle est celle de Galerkin, consistant & considérer
une formulation faible de I’équation dans W :

Trouver v € W telle que, pour tout w € W, (Pyv,w) 2 = (f,w) 2. (4.8)

Une variante, la méthode des moindres carrés, consiste a regarder le probléme
suivant :

Trouver v € W telle que, pour tout w € W, (Pyv, Pyw)r2 = (f, Pyw)r2.  (4.9)

La méthode de Galerkin est souvent la plus pertinente pour les applications
(par exemple parce que, dans la méthode de Galerkin, W peut ne contenir que des
fonctions H', alors que dans la méthode des moindres carrés, W doit étre inclus
dans H?). Néanmoins, la méthode des moindres carrés est la plus simple & analyser
mathématiquement, car la solution v de (4.9) existe toujours et est unique. De plus,
si u est la solution de (4.4), on a

Py(u— = min ||Py(u — )|
1Py (u = 0]l 2 = min [|Py(u —w)]

Autrement dit, la méthode des moindres carrés permet de minimiser la distance
a u dans 'espace W, au sens de la norme w +— || Pw||.

Corollaire 3 Soient P, et f comme dans la section 4.2.1, et soit € > 0. Soit v
la solution du probléeme des moindres carrés (4.9) dans Uespace Wy, et soit u la
solution de (4.4). Alors, pour tout s, N > 0, il existe C > 0 telle que, pour tout
k>1

lu—vl||gs < Ck™V.
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Autrement dit, & haute fréquence, on peut approcher la solution du pro-
bléme continu en résolvant le probléme linéaire (4.9) dans un espace de dimension
O(kd_%ﬁ), soit bien moins que la dimension O (k%) nécessaire pour la méthode des
éléments finis. Remarquons néanmoins que notre approche ne donne pas de résultats
sur la convergence de la méthode de Galerkin (4.8) dans les espaces W, ..

4.2.5 Elements de preuve du Théoréme 10

Le fait que la famille (Wy, k) neze soit un frame implique I'existence d'un
frame dual (%, . 1) neza, tel que, pour tout g € L*(R?), on a

g = Z <97\Ijm,n,k>\p:n,n,k

m,nezZd

9= Z <g)\p:n7n,k>q]m,n,ka

m,neZd

(4.10)

bien que de telles décompositions ne soient pas uniques. On peut de plus montrer
que les fonctions \Ilfnnk sont elles aussi microlocalisées prés du point (2, k, &n k).
Plus précisément, on peut trouver des coefficients Uy, y, ., bornés indépendamment
de k, tels que, pour tout £ > 0, on a

:n,n,k = Z Um—m’,n—n’,k\ljm,n,k + O(k'_oo) (4-11)
m/ n/€Z?
[m—m|+|n—n'|<k™°
En combinant les équations (4.10) et (4.11), on voit que, pour montrer qu’'une
fonction g peut étre approchée dans un espace Wi, . de la forme (4.7), il suffit es-
sentiellement de montrer que (g, ¥y, ) = O(k~>) pour tout (m,n) € 7%\ We.
Cette approche permet de montrer que le second membre f de la forme (4.6) peut
étre approché par un élément de Wk%, avec une erreur O(k~>°) dans toute norme
H?. En effet, les produits scalaires (f, Uy, , ) peuvent étre estimés directement par
la méthode de la phase non stationnaire, c’est-a-dire par intégrations par parties
successives.
Pour estimer (ug, ¥y, k) pour (m,n) € Z24\ We, on écrit

1 1

up = ——— Prup +
p(xm,ka gn,k)

pam b B~ PEom G, (412)

de sorte que
1

uk,\Il nk) = < N
< i > p(xm,k7§n,k)

[(fa ‘I/m,n7k> =+ <u7 (PI: - T)(xm,ky gmk))\pmm,,k’ﬂ . (413>
Le premier terme est un O(k~°°), du fait de 'appartenance de f a Wk%. Quand

au second terme, un calcul élémentaire donne que |[(P} — (@ i, &nk)) Ykl L2 =
O(k_%), tandis que m = O(k%) par définition de Wi, e Le second terme

de (4.13) est donc un O(k™¢). Il est alors possible d’itérer I’équation (4.12), chaque
itération permettant de gagner un facteur O(k~¢). On en déduit le résultat.
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4.3 Directions futures

Bases de Wilson. Bien que le probléme de dimension fini (4.9) soit bien posé dans
les espaces W ., des résultats numériques préliminaires montrent que ce probléme
est trés mal conditionné, tout comme le probléme (4.8). Ceci est lié au fait que, bien
que les (W k) (m,n)ea forment une famille libre lorsque (m,n) € A appartient a
un ensemble fini, en pratique, elles se comportent comme une famille liée dés que
A est grand, car on peut avoir des combinaisons linéaires finies de W, ,, . qui sont
minuscules, alors que les coefficients ne le sont pas. Ainsi, si on définit la quantité

HZ|m|,|n|gN Cmnq’mnk‘ L2
o(N):= inf )

(cm,n)ER2NA |cmn e

il a été montré dans [Gré15] que on a o(N) = On_oeo(e™=N' %) pour tout & >

0. Des bornes inférieures sur o(N) ont été données dans [CLO1|, mais elles sont
exprimées d’une maniére récursive peu explicite, et semblent beaucoup plus petites
que eV,

I est donc naturel de chercher a remplacer les (U, ;) par une autre famille
de fonction, mieux conditionnée, et ayant des propriétés microlocales analogues. On
peut ainsi considérer des bases de Wilson, qui s’écrivent (en dimension 1), comme

Pk =Yg+ (1), (myn) EZxN (4.14)

et des expressions analogues existent en dimension supérieure, en tensorialisant la
formule (4.14). I1 a été montré (|[DJJ91], [Aus21], [Gr601, Chapitre 8.5]) qu’une telle
famille forme une base de Riesz de L?(R?). On peut alors définir des espaces Wlf: _ de
la méme maniére que dans (4.7), mais a I'aide des fonctions ®,, ,, . De tels espaces
seront encore de dimension O(kd_%+5).

L’un des objectifs principaux de la thése de doctorat de Florentin Proust, que je
co-encadre avec Victorita Dolean et Théophile Chaumont-Frelet, sera de montrer la
convergence de la méthode de Galerkin (4.8) dans les espaces W,;I? ., et de montrer
que le probléme discret est beaucoup mieux conditionné dans les espaces W,g? . que

dans les espaces Wy, . de (4.7).

Coefficients non lisses. Tous les résultats de [CFDI22] présentés dans ce cha-
pitre nécessitent que I'équation de Helmholtz soit posée dans R?, avec des coefficients
lisses. Néanmoins, dans la plupart des applications, I’équation (4.1) est posée a I'in-
térieur ou & l'extérieur d’un ouvert borné, avec des conditions de Dirichlet ou de
Neumann au bord. De plus, les coefficients sont souvent non lisses (mais les dis-
continuités ne se produisent le plus souvent que le long de sous-variétés). L'un de
mes projets de recherche sera donc d’adapter les résultats de [CFDI22] a de telles
situations géométriques.
— Lorsque ’équation (4.1) présente une discontinuité en dehors de la divergence,
on peut espérer adapter la méthode de [CFDI22|. En effet, les fonctions
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V,n.n,k appartiennent encore au domaine de l'opérateur Py, et la méthode
(4.9) a encore un sens. On peut donc espérer montrer la convergence de
(4.9) dans I'espace Wj ., & condition d’ajouter a cet espace de nombreux
états gaussiens prés des discontinuités des coefficients (1a ou la solution n’est
pas lisse). Si les discontinuités se trouvent sur une hypersurface, I’espace de
discrétisation considéré sera encore de dimension O(kd_%ﬁ).

— Lorsque la discontinuité est hors de la divergence (ou lorsqu’on considére des

conditions de Dirichlet au bord), on ne peut plus utiliser les fonctions ¥,,, ,, i
ou ®,, , k, qui n’appartiennent pas au domaine de 'opérateur.
Une premiére étape sera donc de remplacer les états cohérents gaus-
siens W,, 1 par des états cohérents a support compact, de la forme
cpeth@=w0) oy (—k|z — z0[?), avec y € C(R?). De telles fonctions pour-
ront étre utilisées pour engendrer l'espace W ., loin des discontinuités ou
des bords. Prés des discontinuités ou des bords, on doit pouvoir remplacer
ces fonctions par des états cohérents adaptés, ou simplement par des poly-
noémes par morceaux, qui vérifieront les bonnes conditions aux limites.

Réduire encore le nombre de degrés de liberté? Utiliser des états cohérents
plutot que des polynémes par morceaux permet, dans certaines situations, de réduire
le nombre de degrés de libertés nécessaires pour résoudre (4.1) de O(k9) a O(kd_%).
On peut se demander si, en utilisant d’autres familles de fonctions, on peut encore
réduire le nombre de degrés de liberté.

Lorsque l'on considére I’équation & coefficients constants (4.2) avec un second
membre microlocalisé sur une couche d’énergie, la solution u peut étre approchée
a l'aide de O(k%~1%¢) ondes planes. Pour I’équation & coefficients variables (4.1), il
est naturel de chercher & approcher la solution en utilisant des états lagrangiens, de
la forme a(z)e™*®(®) et on doit encore pouvoir le faire en utilisant O(k4~1+¢) telles
fonctions.

Néanmoins, déterminer efficacement les fonctions a(x) et ¢(x) n’a rien d’évident,
et il n’est pas évident d’adapter la preuve de [CFDI22] a des espaces W, . construits
a partir de telles familles de fonctions. De plus, du fait du caractére délocalisé de
telles fonctions (comparées aux états cohérents Wy, ,, 1), on peut difficilement espérer
les utiliser dans le cas d’une équation & coefficients discontinus, comme dans le
chapitre précédent. Il est donc probable que cet axe de recherche ait un intérét
théorique bien plus qu’applicatif, contrairement au reste de ce chapitre.
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