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Introduction

L objet réel appartenant an monde - et, 4 plus forte raison, le monde lui-méme,
- est une idée infinie, se rapportant a des infinités d expériences concordantes

Edmund Husserl

(Méditations cartésiennes, §28)

Qu’est-ce qu’une fonction ?

Il n’est pas si simple de répondre 4 cette question! Si la notion de fonction est omniprésente en mathématique et dans
les diftérentes sciences, il faut bien reconnaitre que les fonctions peuvent nous étre données de manieres trés différentes.
Ainsi, une fonction peut étre vue comme :

o Une formule, permettant de passer d’'un nombre 4 un autre. par exemple,  — 3 + 2z,

o Une courbe, correspondant au graphe de la fonction.

o Une loi de la nature, pouvant étre testée au moyen d’une expérience reproductible. Par exemple, P — T'(P), la
température d’ébullition de I'eau 4 Ia pression P.

o Lasimple traduction du fait qu’une quantité dépend d’une autre. Par exemple, si on définit 'instant ¢ = 0 comme
étant le 31 décembre 2019 4 minuit, on définit f(t) comme le nombre d’¢tres humains nés en Charente au plus ¢
secondes apres 'instant £ = 0.
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e Lasolution d’un probléme mathématique abstrait. Par exemple « la primitive de xte”
< la solution de équation différentielle y’ = zy? telle que y(0) = 2.

Bien entendu, il arrive souvent qu’une fonction puisse étre appréhendée de nombreuses maniéres différentes. Ainsi,
la distance parcourue au bout d’un temps ¢ par un objet liché avec une position et une vitesse nulle peut étre mesurée
expérimentalement, et on peut tracer un graphique a aide des résultats obtenus; mais on peut aussi obtenir cette distance
en résolvant Péquation différentielle 4 (t) = 10, et obtenir la formule explicite y(t) = 5¢2.

Toutefois, il arrive souvent que les fonctions ne soient pas données par des formules explicites. Par exemple :

o Les cours de la bourse sont souvent trop irréguliers pour pouvoir étre décrits par une expression simple.

o Les solutions des équations de Newton décrivant le mouvement de plusieurs corps célestes en interaction ne
peuvent pas étre résolues de maniere explicite.

e Quand je mesure les résultats d’une expérience physique, je n'obtiens qu’un nombre fini de résultats; je peux
ensuite relier ces points par des segments, pour obtenir une fonction affine par morceaux.

En présence de fonctions compliquées, il est donc primordial de pouvoir les approcher par des fonctions plus simples.
Lobjectif principal de ce cours est donc de comprendre comment des fonctions compliquées peuvent étre ap-
prochées par des fonctions plus simple.

Quiest ce qu’une fonction simple? On peut penser, par exemple 4 une fonction constante par morceaux ou affine par
morceaux, a un polyndme, 4 une somme de fonctions sinus et de cosinus...

Qu’est ce quapprocher une fonction ? C’est une question plus délicate. Nous verrons qu’il y a plusieurs notions d’ap-
proximation d’une fonction : ponctuelle, uniforme, en moyenne ou en moyenne quadratique... Pour chaque probléme,
il y a une notion d’approximation qui est la mieux adaptée!

Notations

B

Dans ces notes de cours, N désignera I'ensemble des nombres entiers supérieurs ou égaux a zéro, et N* I'ensemble des
entiers strictement positifs.

Si f est une fonction de plusieurs variables, la dérivée de f par rapport 4 la variable x sera notée %, ou encore J, f.

On dit qu’une fonction est C k si elle est dérivable k fois, et que sa dérivée k*™ est continue (ou ses dérivées k™, si
elle dépend de plusieurs variables).

L'ensemble [0, +00] désignera l'ensemble [0, +00[, auquel on ajoute I'élément {400 }. La somme d’un entier positif

avec 400 vaudra toujours 400, et la relation< > » s’¢tend 4 [0, +00] en posant que +00 > z pour tout  fini.

1. Ceci correspond 4 la loi de Newton dans le champ gravitationnel terrestre. Les distances sont mesurées en meétre, et les temps en seconde.
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Chapitre 1

Polynomes

Dans ce chapitre, nous étudierons les fonctions polynomiales sur R ou C. Par bien des aspects, ce sont les fonctions
les plus faciles a étudier : il est simple de calculer leurs dérivées et leurs primitives, on sait combien de zéros elles possedent,
il est simple de les factoriser...

On s’intéressera ensuite 4 I'interpolation polynomiale, c’est 4 dire a Iexistence de polyndmes prenant des valeurs pres-
crites en des points donnés. On cherchera alors 4 comprendre s’il est possible d’approcher efficacement une fonction par
des polyndmes interpolant entre ses valeurs en différents points.

.1 Définition d’un polynome

Dans tout ce chapitre, K = R ou C.

Définition L.1. o Une fonction polynomiale (o# polynéme) est une fonction de la forme
_ JK—K
|z Px) = > o anzt,

oun € N, etay, ..., ay, sont des coefficients dans K.
Le polyndme nul est le polyndme tel que tous les ay, sont nuls (c’'est-a-dire que P est la fonction nulle).

o Lensemble des polyndmes sur K est noté K[X|. Sin € N, lensemble des polyndmes tels gue P(X) =
ZZ:O ap X" est noté K, [X].

o Soit P € K[X], différent du polyndme nul. On définit le degré de P, noté deg(P), comme le plus grand
entiern € N tel que an, # 0. Autrement dit, le degré de P est le plus petit n tel que P € K, [X].
Si P est le polyndme nul, son degré est (par convention) égal a —oo.

Traditionnellement, le polynéme z — >/, az® estnoté > ax X",
Remarque 1.1. Lcriture d’une fonction polynomiale sous la forme P(x) = >_\_, ara® est unique:siy__, axaz® =
Yoo brx® pour tout x € K, alorsm = n, et by, = ay, pour tout k.
Remarque 1.2. Un nombre réel peut toujours étre v comme un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle. Ainsi,
un polyndme de R[X| peut toujours étre vu comme un polyndme de C[X| : 5 ay, ..., Gy, sont des nombres réels, on peut bien
C—C

définir la fonction
4 f {z Y po akz®

Lemme r.1. Soient P, Q) € K[X], etsoit A\ € K. Ona

deg(P + Q) < max (deg(P),deg(Q)) , avec égalité lorsque deg P # deg Q
deg(AP) = deg(P)si A #0
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q),

avec la convention que n X (— = —o00.

00)
En particulier, on en déduit que K, [ X est un K espace-vectoriel.




Démonstration. En TD. O

Pour la culture. Plutit que de voir un polyndme comme une fonction, on peut le voir comme une suite finie de
coefficients. On peut définir la somme ou le produit de polynémes en ne passant que par les coefficients, sans parler de
fonctions.

Ce point de vue est principalement utilisé en algébre, o les coefficients ay, et la variable x vivent dans un ensemble
qui n'est pas forcément R ou C. Dans ce cas, on ne peut pas toujours identifier une suite de coefficients d une fonction :
on peut avoir ZZ:O apxk =0 pour tout x dans ensemble considéré, alors que les coefficients ay, ne sont pas nuls...
Nous ne rencontrerons jamars de telles subtilités dans ce conrs!

1.2 Racines de polynomes

Définition r.2. Soit P € K[X], et s0it vo € K. On dit que x est une racine de P si P(xq) = 0.

Exemple 1.1. — Considérons le polynome P(X) = 3X? —6X +3.Ona P(1) =3 — 6+ 3 = 0, donc 1 est une
racine de P.
— Considérons le polynéme P(X ) = X2 + 1. S¢ on le voit comme un polynome dans R X, alors il n'a pas de racines :
pour tout nombre réel , la quantité 22 + 1 est strictement positive. Mais, si on voit X 24 1 commeun polyndme de
C[X), alors il a deux racines, i et —i.

Théoréme r.1. Soit P € K[X], ez soit xg € K. Alors xq est une racine de P si et seulement si il existe Q) € K[X]

tel que
P = (X - l'o)Q

Démonstration. Si P = (X — x)Q, alors P(z) = (z — 20)Q(z), donc P(xo) = 0 X Q(zo) = 0. Réciproquement,

supposons P(xy) = 0. Sile degré de P vaut 1, alors le résultat est évident. Sinon, on a

- Z ar(X —20) (X* '+ 2o X2 + L+ af ),
par la magie des identités remarquables. On obtient donc le résultat en posant

Q(X) = Zak (Xk_l +aoXF 24 4 w’g_l) .
k=0

Remarque 1.3. 5S¢ P = (X — x0)Q, alors deg(Q) = deg(P) — L.

Définition 1.3. Soit P € K[X], ez s0it xg € K une racine de P. Soitm € N*. On dit gue x est une racine de P
d’ordre m (ou de multiplicité m) 5%/ existe un polyndme Q tel gue Q(z9) # 0, et P = (X — 20)™ Q.




Corollaire r.1. Soit P € K[X], ¢t soient 1, ..., Ty, des racines de P, de multiplicités respectives ma, ..., my. 1l
existe alors un polynéme Q) tel que

P = (X — l’l)ml 000 (X — xk)"”‘Q (I.I)

En particulier, si P est de degré n € N, alors la somme des multiplicités des racines de P est au plus égale a n.

Remarque 1.4. Uz polyndme de degré n a donc an plus n racines.

Démonstration. 1lsuftit dappliquer le Théoréme 1.1 plusieurs fois pour obtenir la formule (1.1). Ensuite, on remarque que

deg(Q) = deg(P) —mq — ... — my,. Mais, comme P n'est pas le polyndme nul, () n’est pas non plus le polyndme nul,
donc son degré est un entier positif. On a donc deg(P) > my + ... +my, et donc la somme des multiplicités des racines
de P est inférieure ou égale au degré de P. O]

Comme son nom lindique, le théoréme suivant est fondamental en algébre. Pourtant, il n'en existe aucune preuve
purement algébrique : toutes les preuves connues font appel 4 des techniques d’analyse!

Théoréme 1.2 (Théoréme fondamental de lalgebre). Soit P € C[X| un polynéme de degré supérienr on égal a 1.
Alors P possede an moins une racine.

Remarque 1.s5. Attention, ce théoréme est faux sur R! Par exemple, le polyndme X 2422 pas de racines réelles. En
revanche, quand on le voit comme un polyndme complexe, il admet bien des racines : iV2et —in/2.

Par contre, sur R, un polyndme de degré impair posséde toujours une racine : il tend vers £00 en +00, et vers F00 en
—09, donc, par continuité, il doit s annuler quelque part.

On en déduit qu’un polyndéme de C[X] peut toujours se factoriser de la maniére suivante.

Corollaire 1.2. Soit P € C[X], dela forme P(X) = >"'_, ar X*. Alors P peut sécrire sous la forme

n

P(X) = an [[(X — ).

=1

Ici, lensemble {x1, ..., x, } est lensemble des racines de P, répétées avec multiplicité,

Démonstration. Soit P € C,,[X],delaforme P(X) = Z:o a, X", Par le théoréme fondamental de lalgebre, il existe
x1 € C qui est une racine de P. Ainsi, on peut écrire P = (X — z1)Q1.

On applique alors le méme argument 4 @), ce qui nous permet d’écrire () = (X — 22)Q@2... On peut répéter cet
argument 7 fois, jusqu’a ce qu'on arrive 4 un polynéme qui est une constante . On a donc

P = aH(X —x;).
i=1

En développant I'expression, on voit que & = ay,. ]

Remarque 1.6. Le Corollaire 1.1 nous dit gu’il est toujours possible d’écrire un polynéme de C[X| comme un produit de
polyndmes de degré 1. Ceci n’est plus possible pour un polyndme de R[X)], car certains polyndmes n'ont pas de racines (X 141,
par exemple). Cependant, on peut montrer gu'un polynéme de R[ X peut toujours étre écrit comme un produit de polyndmes

de degré 1 et de polyndmes de degré 2.

1.3 Interpolation

Théoréme 1.3. Soirn € N. Soient ay, ..., a, des éléments de K deux a deux distincts, et soient by, ..., b, des
éléments de K (pas nécessairement distincts).
Alors il existe un unique P € K,,_1[X| tel que, pour tout 1 < i < n,ona P(a;) = b;.




Démonstration. Existence : Pour chaque 1 < ¢ < n, on définit un polynéme L; par'

(X —a)(X —ag)- - (X —ai1)(X —ait1) - (X —an)

(Gz‘ - al)(ai - a2) te (ai - ai—l)(ai - ai+1) te (ai - an) ’

Li =

Le polyndme L; est alors de degré n — 1,etona L;(a;) = Osij # 4, tandis que L;(a;) = 1.
On pose alors P = Z?zl b;L;, et ce polyndme vérifie toutes les propriétés attendues.
Unicité : Supposons qu’il existe deux polyndmes P et () dans K,,_1[X] tels que, pour tout 1 < i < n, on ait
P(a;) = Q(a;) = b;. Le polyndme P — @ est alors de degré au plus n — 1, mais les a; sont tous des racines de P — Q).
Par le Corollaire 1.1, un polyndme de degré n — 1 ayant n racines est nécessairement le polynéme nul, donc on a
P=qQ.
O

Soit f une fonction continue sur [a, b], et soient 1 < ... < Z,, des points de [a, b]. Grice au Théoreme 1.3, on sait
qu’il existe un unique polyndéme P tel que P(z;) = f(;) pour tout 1 < ¢ < n. Il est naturel de se demander si, pour
les autres « de [a, D], P(z) est proche de f(x).

Dans le cas ou f est une fonction C™, une réponse partielle est donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.1. Soit f une fonction de dasse C™ sur [a,b]. Soient a < 1 < 2 < ... < Ty, < b, et soit
P € R,,_1[X] le polyndme tel gue P(x;) = f(x;) pourtonr1 < i < n.
Alors on a, pour tour x € [a,b],

7@~ P@)] < swp O[] le ()
=1

* y€la,b]

Démonstration. (Hors programme) Soitx € [a, b]. Siz = x; pouruni € {1,...,n}, le résultat est évident, car f(x) —
P(z) = 0. Supposons donc z différent de tous les ;. On pose g(y) = (& — z1)(x — x2) - - - (¥ — &y ), et on considére
la fonction

hy) = £w) - Py) — "9 (1) - P(a)).

La fonction h est alors nulle en 1, ..., x,,, mais aussi en y = x. Elle admet donc au moins n + 1 zéros.

En appliquant le théoréme de Rolle * entre chacun des zéros de i, on en déduit que 2 a au moins n zéros. En répétant
Pargument 7 fois, on en déduit que R gannule en un point yg. Mais P est de degré n — 1, donc P(™) = 0. Dautre
part,ona g™ = n!. Ainsi,ona

— P(x)
0= h(n) yo) = f(n) yo) — n|f<x) )
(%o) (vo) @
On adonc
1 4 N
|f(z) — P(z)| = EH |z — ;| % [ £ (o)l
Ti=1
d’oui 'on déduit le résultat. O

La Proposition 1.1 nous donne une borne sur la différence entre f et un polynéme P qui interpole entre les valeurs
prises par  en 1 points 1, ..., . Néanmoins, la borne dans I’équation (1.2) tend 4 devenir de plus en plus grande quand
n devient grand!

Ainsi, quand on interpole entre de plus en plus de valeurs prises par f, il nest pas certain que le polynéme interpolateur
approche f de mieux en mieux. Ce phénomene, appelé phénomene de Runge est illustré sur la figure 1.1 pour la fonction
flx) = Wﬁ sur [—1, 1]. Quand on augmente le nombre de points d’interpolation, les polyndmes approchent f de
mieux en mieux loin de —1 et de 1, mais ils ont tendance 4 s'en écarter de plus en plus prés des extrémités de I'intervalle!

1. Un tel polyndme s'appelle un polyndme d’interpolation de Lagrange.
2. On rappelle que le théoréme de Rolle affirme que, si une fonction f est C1 sur [, 8] avec () = f(B), alors il existe un = €]av, B[ tel que

f'(z) =0.



0.2

FIGURE 1.1 - Phénoméne de Runge pour f(z) = m sur [—1, 1]
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Chapitre 2

Calculs d’intégrales en dimension 1

Dans ce chapitre, nous commencerons par revoir les techniques usuelles pour calculer des intégrales en dimension 1 :
Iintégration par parties, et les changements de variable. Nous verrons ensuite plusieurs méthodes de approcher numériquement
(clest-a-dire dI'aide d’un ordinateur) la valeur d’intégrales; ceci est particuli¢rement utile pour calculer des intégrales faisant
intervenir des fonctions dont la primitive ne peut pas étre exprimée explicitement.

Enfin, nous verrons comment I'intégrale d’une fonction continue sur un segment peut étre généralisée : nous appren-
drons 4 intégrer des fonctions continues sur des intervalles quelconques, et méme 4 intégrer des fonctions discontinues!

2.1 Quelques rappels sur les dérivées et les primitives

On rappelle que, si I C Restun intervalle, etsi f : I — R est une fonction dérivable, on note sa dérivée f’ ou %.

Si f et g sont des fonctions dérivables de I dans R, etsi A\, 4 € R, ona

(Af +np9) = A"+ pg'
(f9) = fg+ fd

Enfin,si J C Restunintervalle,etsi¢ : J — I, ondéfinitlafonction fop : J — Rpar (fop)(x) = f(p(x)).
Si ¢ est dérivable, alors la fonction f o ¢ est dérivable, et on a

(fo) (2) = &' (@)f (p()).

(2.1)

(22)

. . e s \ , b .
Si [a, b] est un segment inclus dans 7, lintégrale de f deaa bestnotée [ f(x) dz, ouencore f[a b f(z)dz.Sib < a,
b

on note souvent [ f(z)dz = — [, f(z) dz.

Une primitive de f estune fonction F' telle que F'(x) = f(x).Si Fi et F sont deux primitives de f,ona F] —F§ =
constante. Si a € I, la fonction f; f(z) da est une primitive de f. Réciproquement, si F' est une primitive de f, alors

b

[, f(z)dz = F(b) — F(a).

Les primitives suivantes sont 4 connaitre impérativement, pour comprendre le cours, faire les exercices des TD, et
pour les examens.

Fonction f Fonction primitive F' Intervalle
ma—&-l
z%a>0 R
a+1
1
- In |z| ] — 00,0[ou]0, +00[
x
1 o r- ol 1
= ha €]0, +oo[\{1} 1o = Aoy ] — 00,0[0u]0, +o00]
e e’ R
cosx sinx R
sinx —coszT R
1
— arctan x R
1422

Les primitives suivantes sont également classiques, et peuvent étre utiles pour certains exercices. Si elles interviennent
dans un examen, elles seront rappelées.

I0



Fonction f Fonction primitive £’ Intervalle
1
1+tan2(m)zm tan x | =5+ km 5 4 knlaveck € Z
coshx sinh x R
sinh x coshz R
1
1 — tanh®(z) = 5 tanh R
cosh”(x)
1
e arccos x —1,1
T ] [
1
_— arcsin x -1,1
T ] [

2.2 Techniques de calcul d’intégrales

2.2.1  Lintégration par parties

Théoreme 2.1. Soient a < b, et soient f et g des fonctions différentiables sur [a, b). On a

b b
/f@M@M=U@M@Ej/ﬁ@ﬂ@M,

on

Démonstration. 1l suffit de se rappeler que = (fg)(z) = f'(2)g(x) + f(z)g(z). En intégrant cette égalité, on obtient
b
FO)9(b) ~ fa)gla) = [ (Fo) (x) do
o b
~ [ f@@ s [ @@ d

d’ou le résultat découle. O

Exemple 2.1. Calculons f02 ze® dz.

La fonction x — xe” ne fait pas partie des fonctions usuelles dont la primitive doit étre connue. On peut néanmoins se
ramener a calculer des primitives de fonctions usuelles grice 4 lintégration par parties. Posons f(x) = e” et g(x) = , de
sorte que f'(x) = e et g'(x) = 1. La formule d’intégration par parties nous donne donc

2 2
/ ze® do = [:cex]g - / e’ dx
0 0

=2¢% — [em}g

=e2 4+ 1.

2.2.2 Le changement de variables

Théoréme 2.2. Soit I C R un intervalle, soit a < b, et soit ¢ : [a,b] — I une fonction C i qui est strictement
croissante ou strictement décroissante.
Soit f : I — R une fonction continue. On a alors

b »(b)
/fMMd@ﬁ=/ f(z) dz
a p(a)

Exemple 2.2. Soira < b, etsoit A > 0. On a alors (en appliqguant la formule de changement de variable pour p(t) = Xt):

1 Ab

/abf()\x)dx X

1I

f(z) de.

Aa



Dans la pratique, on veut calculer une expression de la forme ff f(x) dz. Si y(z) est une fonction strictement
monotone, on peut faire un changement de variable en y. On écrit dy = ' (x)dz, et on remplace donc dz par
ﬁdy. Il faut alors faire disparaitre de I'intégrale tous les 2 (y compris celui qui apparait dans le facteur ﬁ ),
en les remplagant par une expression ne dépendant que de y.

Dans la rédaction d’un calcul, on ne veut intégrer des expression ne dépendant que de 2 ou que de y, mais, au
brouillon, on peut écrire des quantités qui font intervenir x et y!

Enfin, on doit dire la chose suivante : si 2 varie de v 3, alors y(«) varie de ... 4 ... Cela nous donne les bornes de
la nouvelle intégrale a calculer!

.

Exemple 2.3. Calculons fol x cos(x?) dz.
On veut poser y(z) = x2. Cette fonction est bien strictement croissante sur [0,1]. On a dy = 2xdx. Enfin, quand x

variede 04 1,y varie aussi de 0 a 1. Ainsi, on a

1 1 . 1 .
/ & cos(z?) da :/ cos(y)d—y _ {smy} _ sm(l).
0 0 2 2 2

0

Démonstration. Soit F' une primitive de f. En utilisant (2.2), on remarque que
(Fop)(t) =" () F (p(t) = ¢ () f (1))

On intégre cette égalité sur [a, b], pour obtenir

b b
/ Flo()¢ () dt = / (Fop)(t)dt
= (Fog)(b) — (Fop)(a)
— F(p(b)) - Flp(a))

»(b)
= / f(z) da.
v(a)
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FIGURE 2.1 - Laire calculée par la 8™ somme de Riemann 4 gauche

2.3 Calculs numériques d’intégrales

Le but de ce chapitre est de comprendre comment estimer numériquement (c’est-d-dire 4 I'aide d’un ordinateur ou

d’une calculatrice) une quantité de la forme fab f(z) de.

2.3.1 Plusieurs méthodes de calculs numériques d’intégrales

Soit [a, b] un segment, et soit f une fonction continue sur [a, b]. Soit n € N*. Pour chaque j € {0, ..., n}, notons

(b—a)

Tj=a+j

Les x; sont donc des points équirépartis entre a et b, avec g = @ et £, = b. La quantité suivante est alors une bonne

approximation de f; f(z)da.

On définit la n*” somme de Riemann a ganche de f par
n—1

b—a «— b— b—
— Y fla) = — Of<a+j n“).

Jj=0 Jj=

La méthode consistant 4 approcher f; f(z) dz sappelle la méthode des rectangles & gauche.

Cette quantité correspond (voir Figure 2.1) & remplacer, sur chaque intervalle [x;,z; + 1], la fonction f par la

. . . , b—a n—1 .
constante f(z ;). On obtientalors une fonction constante par morceaus, et son intégrale estalors donnée par >4 > *%— f(z;):

il s'agit d’une somme d’aires de rectangles, dontlabase est 11 — z; = b_Ta, et dontla hauteur est f(z;).

Il existe des variantes de cette méthode : plutdt que dapprocher, sur chaque intervalle [, 2; + 1[, la fonction f par
la constante f(x;), on peut 'approcher par la constante f(z; + 1). On parle alors de la méthode des rectangles 4 droite
(voir figure 2.2), ce qui consiste a calculer la n®*™ somme de Riemann 2 droite

b— n—1 h— n
23" Fag) = —= 3 f(xy):
Jj=0 j=1

13
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FIGURE 2.2 — Lire calculée par la 8™ somme de Riemann a droite

En regardant les figures 2.1 et 2.2, on voit que 'on commet d’assez grosses erreurs d’approximation lorsque la fonction
varie rapidement : par exemple, entre 27 et &g, on sous-estime beaucoup la fonction avec la méthode des rectangles a
gauche, et on la surestime beaucoup avec la méthode des rectangles 4 droite.

On commet une erreur moins importante avec la méthode des rectangles centrés, ou méthode du point médiant (voir

figure 2.3, ot sur chaque intervalle [z, z; + 1], on approche la fonction f par la constante f [ Z272i+1 ) Cela consiste
g 3 q R pp p 2

donc i calculer la n*™ somme de Riemann centrée
n—1
b—a Z f Zj + Tj+1
n < 2
Jj=0

Lorsque la fonction f est suffisamment réguliére, il y a une autre méthode qui est beaucoup plus efficace : la méthode
des trapézes (voir figure 2.4). Plutdt que d’approcher, sur chaque intervalle [, 211, la fonction f par une constante,
on peut lapprocher par une fonction affine, passant par f(z;) en 2 et f(2;41) en 2j41. Il sagit donc de la fonction

€T — f(x]) +xw — f(x]) +nxw

Tjt1—%;

14
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FIGURE 2.3 — Laire calculée par la 8#m somme de Riemann centrée

On considére alors la quantité

b—a Z fl@y) + flzj41)
(e 2

Remarquons que cette quantité est la moyenne des n"* sommes de Riemann 4 gauche et 4 droite. On voit sur la
figure 2.4 que lerreur faite est beaucoup plus petite qu’avec les différentes méthodes des rectangles.

2.3.2 Estimation de I'erreur commise lors de approximation numérique

Nous allons maintenant donner une estimation de I'erreur commise dans la méthode des rectangles et dans la méthode
des trapézes. Lerreur commise dépend toujours de n, et tend 4 devenir négligeable quand n devient grand.

Estimation de Ierreur pour la méthode des rectangles

Théoréme 2.3. Supposons que f soit C* sur [a, b, et que, pour tout x € [a, b, on ait | f'(x)| < C. Alorson a

b _an—l _ 2
/f(x)dx—bTZf(x]) gcu_

a
2n

Démonstration. Par la relation de Chasles, on a f; f(z)de = Z;l:_& [27% f(a) dw. Ainsi, il nous faut estimer
J

b n—1 n—1 i1 a
/ f)ydz— 2203 fap)| < / fayde — 2% (@)
a j=0 j=0 |7 Tj
S @) - F ) de
T )
<SS [ @) - f @) | de
X/ |
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FIGURE 2.4 — Laire calculée avec la méthode des trapézes.

Pour passer de la premicre 4 la deuxieme ligne, on a juste utilisé le fait que f;J T f(zy) de = (xj41 — xj) fzy) =
J

b=a f(ay).

Ensuite, on se rappelle que la formule fondamentale de 'analyse nous donne
f@) =1+ [ 7w d. (23

Comme | f'(y)| < C, onen déduit que |f(z) — f(z;)| < Clz — ;.
Par conséquent, on a

b b_an—l n—1 G+l
[ @de =Y g <30 [ @) - f )| da
a =0 j=0"v%j
nloemig
< Clx —x;| dx
X[, -
n—1

16



Estimation de Perreur pour la méthode des trapézes

Théoréme 2.4. Supposons que f soit C sur [a, b), et que, pour tout x € [a,b), on ait | f"(x)| < C. Alorson a

b — a2 flay Tl —a)?
[ foyaa - 220 e e =
a =0

n2

Démonstration. (Hors programme) Pour chaque j = 0,...,n — 1, notons g;(z) = f(z;) + x% Ona

b _ _ Tj+1
naf(ffg)+2f(ffa+1) :/w g;(z) dz.

alors

J

Par conséquent, la relation de Chasles nous donne

b a2t e T ol ewsi Tj41
a =0 ; i z

<
Il
o
8
<

) (2.4)
Tl T
<Y [ 1@ - gl
j=0 %3
Remarquons que 'on a
” zjt1) — flz;
@) - ae) = [ (£ - L= L)
z; g+ T
[ o [ e
= - z)dz
kN Y Tj+1 — Ty x; Y
- [ [T vw-re)ae)
Tj+1 — Ty T z; Y v
Par conséquent, on a
Tj+1 I]+1 / ,
) gl o [ [T e - sl ) a
Tj+1 — Tj
Tjt1 Tjt1
< — / / C’y — z| dz | dy
Tj41 — T4 )
Ti+1 Tj+1
< — / / (€j41 —xj)dz | dy car|y — 2| < xj41 — @)
Tj+1 — Tj
< Oz — )%
En combinant ceci avec (2.4), on obtient
b Tjt1
/ f(x)dz — fo] + f(xi) <C’Z/ (zj41 — ;) da
=nC(wj1 — 2;)°
(b—a)®
=C FCR
[

Remarque 2.x. L'erreur gu'on obtient décroit donc plus vite avec la méthode des trapezes guavec la méthode des rectangles :

1 2 B 1
en —5 plutét quen .

7



En faisant un peu plus attention aux constantes apparaissant dans les calculs, on anrait pu montrer qu'on a en fait

’ b—a'c~ f(x) + f@i)| _ (b= a)
/af(m)dx_ n Z 2 <O g
7=0
La méthode des rectangles consiste a approcher f, sur chaque [, 241, par un polynéme d’ordre 0 (une constante),
tandis que la méthode des trapezes consiste a 'approcher par un polynéme de degré 1. Si la fonction f est encore plus
réguliére que C?, il est possible d'obtenir de calculer son intégrale de fagon encore plus efficace (avec une erreur étant une
puissance de % encore plus élevée) en approchant f, sur chaque [z, 2;41[ par un polynéme de degré plus élevé.

18



2.4 Une généralisation de la notion d’intégrale

2.4 Intégrales de fonctions positives

Fait 2.x. Soit I C Run intervalle, et soit f : I — [0, 400] une fonction (pas nécessairement continue). Alors
on peut toujours définir la quantité

/ f(z)dx € [0, 4+0].
I
Si I a pour extrémités (finies o infinies) a et b, cette quantité est aussi notée |, ; f(z) dz.

Cette intégrale a toutes les propriétés usuelles :
o Sif,g: I —>[0,+00]etsi A, > 0, alors

A dz = A d dz.

JOs+uo)@ e =2 [ f@)ar+u [ @) as

o SiINJ=0etsif:TUJ — [0, +00)], alors
IUJf(x)da::/If(x)dx—l—/Jf(x)dx.

o SiI C J,alors
/f(x)dxg/f(x)dx.
I J

o Si f et g sont des fonctions définies sur I, avec, pour tout x € 1,0 < f(x) < g(x), alorson a

/I f(@) dz < /I g() d.

Si [} f(x) do < 400, on dit que f est intégrable sur 1.

Bien entendu, si f : [a,b] — [0, +00], alors cette définition coincide avec la définition usuelle d’une intégrale, et
onaf; f(x)dz < +o0.

Pour la culture. La construction de |, 1 f(x) dx pour des fonctions trés irrégulieres passe par la théorie de
Uintégration de Lebesgue. En fait, il faut quand méme une petite condition sur f : on demande qu'elle soit me-
surable. Cette condition est vérifiée par toutes les fonctions que vous rencontrerez en pratique, et par toutes celles que
vous pourrez imaginer!

Remarque 2.2. En pratique, pour calculer [, f(x) dz, on se raméne toujours a calculer Uintégrale de fonctions continues
sur des segments, quitte 4 prendre ensuite des limites. Ce que nous assure le Fait 2.1, c’'est que, si vous trouvez une maniére
raisonnable de donner un sens a [, f(x) dz, et si votre voisin trowve une autre maniére (vaisonnable aussi!) de donner un
sens a f 7 f(x) da, alors vous tronverez la méme valeur. Attention, en général, ¢a ne marche que pour les fonctions a valeurs
positives!

Nousallons maintenant donner deux situations importantes ot on doit faire appel 4 la notion d’intégrales généralisées.

Intégrales de fonctions continues sur un intervalle infini

Soita € R, etsoit f : [a,+oo[— [0, 00| une fonction continue. La fonction F(z) = [ f(t) dt est alors
croissante. Par conséquent, elle admet une limite quand x — +o00, qui peut éventuellement étre +o00. On a alors

Tr—r+00

/+Oof(t)dt lim /mf(t)dte[0,+oo].

De la méme manicre, si g est continue sur | — 00, b] 4 valeurs positives, et si / est continue sur R  valeurs positives,
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ona

— 00 T—r—00 T

b b
/ g(t)dt := lim g(t) dt

—+o0 x
/ noydti= tim [

— 00 x

Exemple 2.4. Soita > 0et o > 0. Considérons la fonction f(t) := t* pourt > a. Si  # 1, on a alors, pour tout © > a,

/x dt 1 c 1 1
o v | (=1t a—1\a*1 gol)”

Si o > 1, cette quantité tend vers W quand x — +00. En revanche, si o < 1, cette quantité tend vers +00. Enfin,

sia=1,0na
odt
— =Inx —Ina,
t
a

qui tend vers +00 quand x — +00. Finalement, on a montré que

oo g +o00 ssa<l1
— = (25)

te W sia > 1.

Si f : [a,+o00[— [0, 400, il est souvent important de savoir si si elle est intégrable sur [a, +-00], cest-d-dire si
+oo . / \ . . IS .
L7 f(t) dt est fini ou vaut +o0. Pour répondre 4 cette question, on peut parfois calculer une primitive de f, mais ¢a

. . . . . e +oo
n’est pas toujours possible. La proposition suivante donne un critére tres simple pour que fa f(t) dt < +oo,ense
ramenant 4 des questions de croissance comparée.

Proposition 2.1. [Critére de Riemann] Soita € R, et soit f : [a, +00[— [0, +00[ une fonction continue.

1. Sl existe > 1 tel gue t™ f(¢) o 0, alors f:_oo f(t) dt < +o0.
—+00

2. Sl existe < 1 tel gue t™ f (¢) s +00, alors f:oo f(t)dt = +oc.
o0

Démonstration. 1. La fonctiont — f(t)t™ est continue et admet une limite en 400, donc elle est bornée : soit M > 0
tel que, pour tout t € [a, +00[, ona f(¢)t* < M.Onaalors

/a+°°f(t)dt:/a+°° (t“f(t))xtladth/am at

ta

Cette quantité est bien finie, par (2.5).
2. La fonction t* f () s +00, donc on peut trouver b > a tel que, pour toutt > b,onat*f(t) > 1.0na
—T 0o

alors
“+o00o —+o0
[ swaz [ o
a b
+oo 1
— [ o) <
b e
Z o )
p 1
et cette quantité vaut +00 par (2.5). O

Remarque 2.3. Bien entendu, on a le méme résultat si on regarde une fonction continue sur| — 00, a|. Il faut simplement
regarder, 4 la place, la limite de |t|* f (t) gnand t — —oc.
t2

’ . — 2 . ’ — o\
Exemple 2.5. Considérons la fonction f(t) = e~ . Par croissance comparée, on a t?e — 0, donc, par le critére de
ple 2.5

t—+oo
2 2 2
Riemann, on a f0+oo et dt < +00. Ona aussit?e™? t—>—> 0, donc fR e v dt < +o0.
— 00
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Intégrale de fonctions présentant une singularité

Sia < bsont des réels, et f est une fonction continue sur |a, b] et & valeurs positives, alors on a

b b
[ rwar= [ ) as
a +e

e—=0 J,

Exemple 2.6. Soit a > 0. On a (Exercice!)

/ bat +00 ssa>1
0o ¢ W sta <1

On en déduit un analogue de la Proposition 2.1, dont la preuve est laissée en exercice. Attention, ici, les rélesde ov > 1
et < 1 sontinversés!

Proposition 2.2. [Critére de Riemann] Soit a < b des réels, et soit f :]a,b] — [0, +00[ une fonction continue.

1. Sulexiste o < 1 tel que (t — a)® f(¢) = 0, alors f: f(t) dt < +oo.

2. Sl existe « > 1 tel que (t — a)* f(t) — +oo, alors f: f(t)dt = +oc.

Exemple 2.7. Considérons la fonction f(t) = —Int sur|0,1]. Elle est bien a valeurs positives, et \/t x (—Int) = 0
5

. , , . L 1 . .
par croissance comparée. Par conséquent, Iintégrale fo Int dt est bien finie.

2.4.2 Intégrales de fonctions de signe quelconque

Fait 2.2. Soit I C R un intervalle, et soit f : I — R une fonction telle que [, | f(x)| dz < +o00 (on dit que f
est intégrable sur I). On peut alors définir son intégrale [, f(x) du.

R oy X X X s X , rb
87 1 a pour extrémités (finies ou infinies) a et b, cette quantité est anssi notée fa f(z) d.
Cette intégrale a toutes les propriétés usuelles :
o Sif,g: 1 — Rsontintégrablesetsi X, i € R, alors

Jor+ @ e = [ 1@ s+ n [ at@yas

o SiINJ =0etsif:TUJ— Rest intégrable, alors

IUJf(x)dx:/If(x)der/Jf(a:)dx

o Si f et g sont des fonctions intégrables sur I, avec, pour tout x € I, f(x) < g(x), alorson a

/l f(@)dz < /I g() da.

'/If(:z:) da

’ . —_ 3 . . .
Exemple 2.8. Considéronsla fonction f(t) = coste™" sur |0, +00|. Cette fonction n'est pas de signe constant, donc il n’est
7’ . . b) . 7 . . 7 ’ . . — 3 .
pas évident a priovi qu'on puisse définir son intégrale. Néanmoins, f est continue, et on a 12 [f()] < t2et, qui tend vers
’ o N\ . . . ’ . — 3
zéro en +00. Par le critére de Riemann, on a bien f0+oo |f(t)] dt < 400, donc on peut bien définir f0+oo cos(t)e™ " dt.

o Ona

< / (@) da.

Remarque 2.4. Si la condition [} |f(t)| dt < +oc n'est pas vérifie, il pourrait arriver que plusienrs méthodes pour
définir [, f(t) At ne donnent pas le méme résultat. Quand on intégre une fonction présentant des singularités, ou quand
on calcule une intégrale sur un intervalle non borné, il faut impérativement commencer par appliquer le critére de Riemann
pour s assurer que notre calcul a bien un sens!
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Remarque 2.5. Toutes les propriétés énoncées dans le Fait 2.2 vestent vraies pour une fonction 4 valeur complexes. Son intégrale
est alors la somme de Uintégrale de sa partie réelle plus i fois Uintégrale de sa partie imaginaire.

Pour la culture. On a vu que lintégrale de fonctions quelcongues avait les mémes propriétés que lintégrale de

fonctions continues sur un segment. En fait, il y a une propriété importante que cette nonvelle définition de Uintégrale
2

napas:

Si f est continue et / |f(t)| dt = 0, alors f est la fonction nulle sur 1. (2.6)
I

Cette propriété est fausse lorsque f n'est pas continue! Par exemple, si f vaut zéro partout, sauf en un point, son
intégrale sera nulle.

On dit que f est nulle presque partout sur I si [, | f(t)| dt = 0. Pour comprendre exactement quelles sont les
fonctions nulles presque partout sur I, il faut faire appel a la théorie de la mesure de Lebesgue.
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Chapitre 3

Intégrales multiples

Dans ce chapitre, nous verrons comment intégrer des fonctions sur des parties de R4, grice 4 la formule de Fubini et
aux changements de variables.

3.1 Intégrales multiples de fonctions positives

Fait 3.1. Soit Q une partie de R, et soit f : Q0 — [0, 400 une fonction 4 valeurs positives.
Alors on peut toujours définir la quantité

/ f(x1,..,xq) dzg - - - dxg € [0, +00].
Q

Cette quantité est sonvent notée [, f(x) dz, ou méme [, f.
Cette intégrale a les propriétés suivantes :
o Sif,g:Q —[0,400]etsi A\, u > 0, alors

/Q()\f'i‘ﬂg)(l‘) dm:)\/gf(x) dm—i—,u/gg(sr:) dx.

e SIQNQY =0ersi f: QUQ — [0, +00], alors

/QUQ/ f(m)dx:/ﬂf(m)dx—k | @) e

o Si f est continue, a valeurs positives, et fQ f(z)dz = 0, alors f = 0sur Q.

Définition 3.x. Lorsque f est la fonction constante égale a 1 sur S, alors la quantité

/dx
Q

est appelée le volume de Q) (ou [aire si d = 2). Cette quantité sera notée Vol(<2).

.

Remarque 3.1. En pratique, on voudra toujours que ) soit un ensemble de dimension d. Par exemple, si d = 2, ) pourra
étre un disque, un rectangle... Mais, dans ce cours, on n’intégrera pas une fonction sur une courbe (un cercle, par exemple).

Remarque 3.2. Soit Q2 C R Comme dans le chapitre 2, on dira qu'une fonction f : Q —s R est nulle presque partout
5i [o |f1(x) dz = 0. Une fonction qui est nulle sauf sur un ensemble de dimension plus petit que d (sur une surface on une
courbe lorsque d = 3, par exemple) est toujours nulle presque partout.

Le Fait 3.1 nous assure que 'intégrale d’une fonction positive est toujours bien définie, mais ne nous explique pas
comment la calculer. Pour calculer des intégrales dans R, nous allons utiliser deux théorémes fondamentaux : le théoréme
de Fubini-Tonelli* et la formule de changement de variables. Remarquons qu’il existe plusieurs analogues de la formule

1. Parfois appelé théoreme de Fubini, ou théoréme de Tonelli.
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d’intégration par parties quand d > 2, mais nous ne les verrons pas dans ce cours.

3.1 Le théoréme de Fubini-Tonelli

Théoréme 3.1 (Théoréme de Fubini-Tonelli). Soiz Q C RY un ensemble, et soit I C R un segment. Soit f -
Q x I — [0, +o0[ une fonction a valeurs positives. On a alors

/QX]JI:/Q</IJC(33at)dt) dx:/j(/ﬁf(m,t)da:) dt. (3.1)

Par exemple, si [ et J sont des intervalles réels, etsi f est une fonction sur I x J 4 valeurs positives, alors pour calculer
fIX] f>on peut calculer fI (fj T,y dy) dz ou fJ (fI T,y dx) dy, ¢a nous donnera le méme résultat!

Exemple 3.1. Considérons la fonction f(x,y) = 23y + y* + 1, définie pour (x,y) € [0,1] x [0, 1], et calculons son
intégrale sur [0, 1] x [0, 1].
Calculons tout d abord, pour chaque x > 1,

1
/fxy :/ (Py+y*+1) dy
0

1
3&&
],

X

a4
2

2

Ceci nous donne donc une fonction de x, gu’il fant maintenant intégrer de o a 1. On obtient

([ remm)e (5+3)

LR
3

1
-8 24
Calculons maintenant |, 01 ( J: 01 fz,y) dx) dy, pour s assurer que le théoréme de Fubini-Tonelli ne nous ment pas. On

commence, pour chaque y € [0, 1], par calculer

4 1

7 el +1)]

1
/ (Py+y*+1) do =
0

L—

4 0
+y2+1

Hk\@

Ceci nous donne donc une fonction de y, qu’il faut intégrer de 0 a 1. On obtient

y
/iQ/fxydO(@_/ s y44)d
1
LA
~[5+5 ),
N NP
BRI

On tronve le méme résultat que précédemment : le théoréme de Fubini-Tonelli ne nous a pas menti!

Le théoréme de Fubini-Tonelli est tres utile, car il permet de se ramener 4 ne calculer que des intégrales sur des seg-
ments, ce que lon sait faire grice aux techniques du chapitre précédent. On pourrait avoir I'impression que le théoréme de
Fubini-Tonelli ne permet que de calculer des intégrales sur des produits d’intervalles (par exemple, dans R?, il ne permet
de calculer que des intégrales sur des rectangles). Il n’en est rien ! Nous allons voir dans I'exemple suivant comment calculer
laire d’un disque grice a ce théoréme.
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Exemple 3.2 (Calcul de l'aire d’un disque). Nows allons calculer laive dun quart de disque de rayon r :
Q= {(z,y) € [0,7] x [0,7] tels gue * + y* < r?}.

Pour cela, définissons la fonction f sur [0,7] X [0, 7] par

1siz? 4+ y2 < r?
flz,y) = { .
0 sinon.

Ainsi, f vaut 1sur ), et O en debors de Q). Laire de ) est donc donnée par f[o P1x[0,7] f(x,y) da dy. Calculons cette aire 4

laide du théoréme de Fubini-Tonelli.
1 s50<2</r2—92

0  sinon

/Tf(w,y)dx:/ R
0 0

Pour chaguey € [0,7], ona f(z,y) =

Atinsi,

puis

/ f(x,y)dwdy:/ VvV —y?dy.
[0,7]x[0,r] 0

Pour calculer cette intégrale, on effectue un changement de variables, en posant y = v sin s, de sorte que dy = r cos sds

et /12 —y2 =r\/1—sin? s = rcoss. On adonc

arcsin(1)

/ f(z,y)dzdy =72 cos?(s) ds
[0,r]x[0,7]

arcsin(0)
B 2
=2 / L cos(2s) 4
O 2
7T7"2

4

On en déduit bien que l'aire d’un disque de rayon r vaut wr2!

Remarque 3.3. Quand on écrit fol f02 f(z,y) de dy, i est sous-entendu que cela signifie fol ( f02 flz,y) dx) dy. Clest

. \ ; \ N sy .. rl 2
doncx quivadeod z, ety quivadeod 1. Pour ne pas se tromper, il est souvent commode de rééerire cette quantité fo dy |, o dzf(x,y),
12
ou encore fa::O fy:O f(z,y) dx dy.

3.2 Changements de variables

Définition 3.2. Soit Q) une partic de RY, et soit ¢ : Q — RY une application C1. Notons-la (w1, ..., xq4) =
(p1(x1y s ), ooy a1, ooy 2a)). SE (21, ..y Ta) € S, la matrice Jacobiennede pen (1, ..., X q) estla matrice

dont les entrées sont les D )
©Yi\T1y ..., X4

Jga(xl, ...7xd> = <a”> .

L 1<i,j<d

Exemple 3.3 (Coordonnées polaires). On définit lapplication

o {]0,+oo[><[0,27r[—> R2 63)

(r,0) — (rcosf,rsind).
Ona ) "
cosf —rsin
Jo(r,0) = (sinH 7 cos 0 ) ’

Le déterminant de cette matrice vant v cos? 6 + rsin® 0 = r.
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Théoreéme 3.2 (Théoréme de changement de variable pour les intégrales multiples). Sozz Q une partie de R, et
soit @ : Q — RY une application O et injective.

flyryeeoyya) dyr - -+ dyg = / flo(zr,...,za)) x |det Jp(21, ..., )| dz1 - - - dzg.
() Q

Coordonnées polaires

On considére l'application ¢ définie dans (3.2). Cette application est bien injective (Exercice), et on a
¢(J0, +oo[x [0, 27[) = R*\ {0}.
Eneffet, si (z,y) € R?\ {0}, on pose

r=Va2+2

90— arccos(z/r) siy >0
| —arccos(z/r) siy <0,

etonabien p(r,0) = (x,y).
Enfin, onavu que det J,(r, §) = r. Ona donc, pour toute fonction f : R? — [0, +o0],

“+o0 27
/ flz,y)dedy = / f(rcos,rsinf)rdodr.
R2\{0} r=0 J6=0

En fait, comme ajouter ou enlever un point au domaine d’intégration ne change rien 4 la valeur de I'intégrale, cette
formule se réécrit

+o0 2
flz,y)dedy :/ f(rcosf,rsinf)rdodr.
R2 =) 6=0

Exemple 3.4 (Calcul de l'aire d’un disque 2.0). Soiz R > 0. Considérons la fonction f valant 1 sur le disque de centre 0 et
de rayon R, et nulle en dehors de ce disque. On a donc f (r cos 0, r sin 0) = 1si et seulement si (r cos 0)2 + (r sin 0)% = r2

est inférienr a R2. On a donc
R 27
/ f(x,y)dxdy:/ / r dodr
R2 o Jo
R

= / 27r dr
0

=rR2.
On retrouve donc bien la valeur de l'aire d’un disque!

. .. . , . +oo _ 2
Dans I'exemple suivant, nous allons utiliser notre connaissance des coordonnées polaires pour calculer f N dx,

. . . A CURY . . — 2 ’ . . ’
qui, rappelons-le, existe bien grice au critére de Riemann. Lafonction z — e~ , appelée gaussienne, est omniprésente en
mathématiques (par exemple, en probabilités, ot elle correspond i 1a foz normale; voir aussi le chapitre sur les transformées
de Fourier), mais il n’est pas possible d’en trouver une primitive sexprimant 4 'aide de fonctions usuelles.

Exemple 3.5. [Calcul de lintégrale d’une gaussienne] Notons f(x,y) = e * = Cette fonction est a valeurs positives,

donc par le théoréme de Fubini, on a

/Rsz/R(/Re_Zz_yzdx> dy:/Re_yz (/Re—fz dx) dy = (/Re—mz da:) X (/Re_yzdy>,

\ Y ’ ., 7 . o] 7 . p— 2 ’ . ’ .
o, dans la derniére égalité, on a juste utilisé le fait que fR e~ da nedépendait pasdevy, et était donc une constante ponvant

, . _ .2
étre sortie de Uintégrale. Finalement, on a fRQ f= ( fR e ® dm) .
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Mais, en utilisant le changement de coordonnées polaire, on a

R R “+o0 27 R
/ e ™ 7Y dxdy :/ / e " rdodr
R2 r=0 J6=0
—+00

27 / e rdr carl intégrande ne dépend pas de 0
r=0

On en déduit donc que

Coordonnées sphériques

De la méme maniere, on peut considérer

10, +00[x[0, 27[x [0, 7[— R?
7 (r,0,a) — (rcos@sin a, rsin 0 sin o, r cos a),

et on obtient

“+o00 27 T
flx,y,2z)dedydz = / / f(r cos @ sin o, 7 sin @ sin o, r cos a)r? sin o drdfda.
R3 r=0 0=0 J a=0

3.2 Intégrales de fonctions de signe quelconque

Fait 3.2. Si Q) est une partie bornée de RY et s [+ Q@ — Rest une fonction continue, alors on peut définir
fQ f(x1, ..., xq) day - - - dzq. Pour calculer cette intégrale, on peut utiliser le théoréme de Fubini, ou la formule de
changement de variables.

Plus généralement, si Q est une partie de R? (pas forcément bornée), etsi f : Q0 — Restune fonction (pas forcément
continuc), alors, si fQ |f(z1,...,zq)| dz1 - - - dzg < +00, on peut définir fQ flxy,.yzq) day - - - dag. Pour
calculer cette intégrale, on peut utiliser le théoreme de Fubini, ou la formule de changement de variables.

Exemple 3.6. Considéronsla fonction continue f(x,y) = 2e~2*Y —e ™Y, Peut-on donnerun sensa f;:og fylzo f(z,y)dedy?

Soity €)0,1). La fonction x — 2e™2Y — e™%Y o5t continue sur [0, +00), et on a 22 |22 — e — (),
Y +
Tr—r+00

donc, par le critére de Riemann, Uintégrale |, O+Oo f(z,y) dz est bien définie.

Ona N )
[e'e] 267 Ty e*"ﬂy +oo
/ fz,y)de = [— + ] —0.
0 2y y o

1 “+o0o
/ (/ f) d:c) dy = 0.
0 0
Diautre part, pour chaque x > 0, on a

1 —2z —x — —2x
9 Yy yq1 _

/f(w,y)dy=[— <4 } =2 -

0 2z x

Par conséquent,

e ? —

. -7 _ 2 , ey 400 o—T_o—2= . o
Mais, pour tout x > 0, on a “——— > 0. Par conséquent, ['intégrale fo o E——5— duw est bien définie, et est

strictement positive.
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Par conséquent, on a

/01 </O+Oof(x,y)dx) dy#/OJroo (/Olf(x,y)dy) dz.

Il est donc indispensable de s assurer que [, | f| < 400 avant de se lancer dans le calcul dune intégrale multiple : sinon,
le calcul gu'on fera risque de n avoir aucun sens, et de donner un résultat différent du calcul de mon voisin!

Remarque 3.4. Poursassurer que | LixIy |f(z,y)| dedy < 400, on applique en général le théoréme de Fubini. En effet,

il suffit que |, (fh |f(z,y)] dx) dy < +oo ou que [, (f12 |f(z,y)] dy) dz < 400 pour que lintégrale soit bien
définie.
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Chapitre 4

Espaces LV

Dans tout ce chapitre, {2 sera une partie de R? et on s’intéressera i des fonctions de € 4 valeurs dans C. Plus précisément,
ons’intéresserad I'ensemble des fonctions de €2 dans C dontla puissance p*™ est intégrable. Nous verrons que cet ensemble
de fonctions forme un espace vectoriel normé.

4.1 Fonctions LP

Définition 4.x. Soitp € [1,4o0l Soit f : Q@ — C. Ondit que f € LP(Q) si | f|P est intégrable sur
Cest-d-diresi [ | f|P < +00. On note alors | f||,, la norme LP de f, définie par

151 i= ([ |f|p>1/p-

Remarquons que, pour p = 1, onajuste || f||1 = [, | f]-

Exemple 4.1. Dans cet exemple, d = 1, et f(x) = %
o SiQ = [1,400], on sait gue f;roo % converge si et seulement sip > 1. Ainsi, f est dans LP (SY) pour rout p > 1,
mais pas pour p = 1.
o 57 () :]0, 1[, on sait que fol @—l'f, converge si et seulement si p < 1. Ainsi, f n'est dans aucun espace LP pour
p € [1, 400l

Définition 4.2. Soient p,q €]1, +00[. On dit que p et q sont des exposants conjugués sz

11
4+-=1.
P g

Théoréme 4.1 (Inégalité de Holder). Soient p, q €]1, +00] deux exposants conjugués . Alors, pour toutes fonctions
f,9:Q—=Cona
1£glls < [ f1lpllgllg -

Démonstration. Montrons d’abord que, pour touta, b > 0,ona

1 1
ab S ECLP + gbq (41)

Le logarithme étant concave, on a

1 1 1 1
log (ap + bq> > —log(a?) + — log(b?)
p q p q

= log(a) + log(b) = log(ab),
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d’ot (4.1) par croissance du logarithme. Remarquons que (4.1) reste trivialement vraie quand a ou b est nul.
En supposant f et g non identiquement nulles, on pose

@ e
@ =T, =,

En appliquant (4.1) 2 a(x) et b(x), on obtient donc que, pour presque tout z € €2, ona

F@e@)] _ 1 @P | 1]g(@)]?
17Tolole =2 178 Talt

dot, en intégrant,
1 1
lfgls 1,1
[ fllpllglle = 2 4

Corollaire 4.1. Si Q) est de volume finie, les espaces LP (SY) sont décroissants avec p, i.e, LP(Q) C L(Q) pour
1<qg<p<+oo.

Démonstration. Soitl < ¢ < p < 4o0,et f € LP(2).Ona % > 1, donc % admet un exposant conjugué, que 'on
noterar.
On écrit
=111,
ot 1 est la fonction étant partout égale 4 1. La fonction f? appartient 3 L/, car [, |f4[P/9 = [, |f[P < 400 par
hypothese. D’autre part, ona [, [1|” = Vol(2), donc 1 € L"(£2). On peut donc appliquer I'inégalité de Hélder pour

conclure que

/Qlf\q = 1N < W Mppq < [l < 400

Théoréme 4.2 (Inégalité de Minkowski). Soientp € [1,+oo[et f,g € LP(QY). Alors f + g € LP(Q) et

1+ glle < IFllp + llgllp - (4.2)

Corollaire 4.2. Pour tout p €]1, 400, lespace LP(SY) est un espace vectoriel.

.

Démonstration du corollaire. L'inégalité de Minkowski nous assure que la somme de deux fonctions dans LP(2) est
également dans LP(€2). Il reste donc & montrer que, si f € LP(Q) etsi A € R,ona (Af) € LP(Q). Cela découle
dufait que [, [\fI? = |A]P [ | [P < +oo. O

Démonstration du théoréme. (Hors programme) Montrons d’abord que

I +gl” <22 ([f1P + 1gl”) - (43)
En effet, si | f(2)] < [g(z)|,onalf + g[P(x) < [29()[P, et;si|g(x)] < [f(2)], ona|f + g[P(z) < [2f(2)[P. Ainsi,
| f + g|P(2) est bien toujours plus petite que 2P (| f|P(x) + |g|”(x)).

Ainsi,ona f + g € LP. Montrons maintenant (4.2).
Ona

I + gl = / (@) + g@) P () + g(z)] da
< / (@) + g(@) P f (@) da + / (@) + g@)P ()| da
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Orf,g € LPet|f + g[P~* € L7 1. Notons q = %.Ona%—i—%: =l

- % = 1, donc les exposants p et ¢

sont conjugués. On peut donc appliquer la question précédente pour obtenir

1f +gll5 < 1Al 11f + 9P, + lally 17 + 9P,

p—1

p

= (st +loll) [ (1760 + gtap) )

= (£ 1o + llgllp) I1F + gllp ™",

d'ott le résultat, en divisant chaque membre par || f + g[|5~". O

4.2 Lespace L” comme espace vectoriel normé

Convention : dans tout ce chapitre, on fera comme si toute fonction nulle presque partout est en fait la fonction
nulle.

Remarque 4.1. Mathématiquement, faire une telle convention, cela signifie travailler dans un espace quotient. C'est-d-dire
qu'on ne fait pas de différence entre deux éléments d’un espace s’ils vérifient une certaine relation. Par exemple, en géométrie,
on ne fait pas de différence entre deux triangles s’ils ont les mémes angles et des cotés de mémes longuenrs. Ici, on ne fait pas
de différence entre deux fonctions f et g si f — g est nulle presque partout.

Proposition 4.1. Pourtoutp € [1,+00|, || - || est une norme sur lespace vectoriel LP (S2), c'est-d-dire gque :
o Pourtout f € LP(Q),oma || f]|, > 0.
o || fllp = 0si et seulement si f = 0.
o Pourtont A € C,ona ||Afllp, = |||l fllp-
o Sif,g€ LP(Q),ona
I+ gllo < 11£llp + llgllp-

Démonstration. Le fait que LP (§2) est un espace vectoriel a été prouvé dans le corollaire 4.2. Le premier point découle de
la définition. Le second point vient de la convention qu'on a prise : si || f ||, = 0, cela signifie que fQ | f1P(x) d est nulle,
cest-3-dire que | f|? est nulle presque partout. Par convention, dans ce chapitre, une fonction nulle presque partout, cest
la méme chose que la fonction nulle.

Le troisiéme point découle des propriétés de 'intégrale, tandis que le dernier point est exactement le théoreme 4.2. [

Définition 4.3. Soitp € [1,+00]. Soit (fy,) unesuitede fonctions appartenant toutesa LP (), et soit f € LP(Q2).
On dit gque (fy,) converge vers f dans L? sz || fr, — fllp — 0, cest-a-dire si

— p
/Q|fn e A

Remarque 4.2. Bien qu'il n'apparaitra pas dans ce cours, on définit aussi lespace L™ (Y) comme l'ensemble des fonctions
bornées sur ), muni de la norme || f||oc = supyeq |f(2)|. La encore, il sagit d’un espace vectoriel normé. L'inégalité de
Hilder reste vrage lorsque p = 1 et ¢ = 400.

La convergence dans L (SY) correspond a la convergence uniforme, gue ['on verra au chapitre prochain.

4.3 Lespace L?

Définition 4.4. Soient f, g € L*(Q). On définit le produit scalaire entre f et g par®

)= [ 13

a. Certain auteurs préferent définir le produit scalaire comme |, q fg. Ce désaccord durera aussi longtemps que la guerre entre droitiers
et gauchers...
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Cette quantité est bien définie, grice a I'inégalité de Holder. Celle-ci nous dit que

(£ 9| < I fll2llgll2-

Cette inégalité, tres importante, porte également le nom de d’znégalité de Canchy-Schwarz.
Ce produit scalaire possede toutes les propriétés d’un produit scalaive complexe (ou produit hermitien), i savoir* :
e DPourtout f,g € L?(2),0ona

(f,9) =19, )
e DPourtout f1, fa,g € L*(Q) ettout A1, Ay € R,

(Af1+ Aafa, 9) = Ai(f1,9) + X2(f2, 9)
<ga)‘1f1 + )‘2f2> = )‘71<gaf1> +)\72<g?f2>

Analogie avec la géométrie euclidienne

. U1 = U1 , . . . o\
Sitg = <u ) ety = (v ) sont deux vecteurs de R2, on peut définir leur produit scalaire de deux manicres :
2 2

o Soit par la formule @ - U = ujv; + ugvs.
e Soit par la formule @ - ¥ = |]|U] cos(0(#, T)), ot || désigne la norme de 1, |¥/] la norme de ¥, et (@, V) est
langle formé entre les vecteurs i et ¥.
En fait, la premiére formule est souvent utilisée pour définir le produit scalaire, 4 partir des coordonnées de 4 et ¥,
tandis que la deuxieme peut étre utilisée pour définir mathématiquement la notion d angle.
Dans lespace L?, on peut aussi définir Iangle entre deux fonctions f et g non nulles, en disant que

__he
cos(6(f, 9)) = [ fll2llglle”

Si cette notion est assez peu souvent utilisée, on utilise souvent la notion d’orthogonalité, qui correspond 4 ce que le
cosinus de 'angle entre deux fonctions soit nul.

On dit que f et g sont orthogonales si / fg=0o.
Q

1. Bien entendu, si les fonctions considérées sont & valeurs réelles, on n’a pas besoin des conjugaisons complexes dans ces formules
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Chapitre s

Suites de fonctions

Dans tout ce chapitre, €2 sera une partie de R? K sera égal 4 R ou 4 C, et on considérera une suite de fonction
fn + 8 — K, et une autre fonction f : 2 — K. Le but du chapitre est de donner un sens a la phrase < La suite
(fn) converge vers f >. On a déja vu au chapitre précédent la notion de convergence dans LP. Nous allons voir qu’il y a
d’autres notions naturelles de convergence. Une question fondamentale, qui nous intéressera pendant une grande partie
du chapitre est la suivante : quand peut-on dire que

lim /an(x)d;v:/gf(x)dx?

n—-+oo

5.1 Convergence simple et convergence uniforme

Définition s.x. SoizQ) C R% ez, pourchaquen € N, soit fr, une fonction de Q) a valeursdans K. Soit f : Q@ — K
On dit que
o La suite de fonctions ( f,) converge simplement vers f sz, pour tout x € Q, on a fn(x) — f(2).
o La suite de fonctions ( f,,) converge uniformément vers f 5 la suite sup,cq | fr(x) — f(x)| converge vers
zéro.

De fagon plus formelle, dire que f,, converge simplement vers f, c’est dire que
Vo € Q, Ve > 0, Ing € Ntel que pour toutn > ngonal|f,(z) — f(x)| < e.

1l faut bien comprendre que, dans la définition ci-dessus, le ng & partir duquel on a | f,,(z) — f(z)| < & dépend
de 2. On a convergence uniforme lorsque ce ny peut étre choisi indépendamment de . Cest-d-dire que f,, converge
uniformément vers f quand

Ve > 0, Ing € Ntel que pour toutn > ngettoutz € Q, ona|f,(z) — f(z)| < e.

Remarque s.1. Si (fy,) converge uniformément vers f, alors (fr,) converge simplement vers f. Nous verrons par la suite
que la réciprogue n’est pas vraie.

sin x

Exemple s.x. SurQ = R, considérons la suite de fonction f,(x) = x +

et la fonction f(x) = x (voir la figure 5.1).

n+1’
Pourtoutr € Ryona|f,(x)— f(z)| = ‘f:if‘ < n%rl Ceci étant vrai pourtout x € R, on asup g | fn(z) — f(z)] <
25 Ceci est une suite qui tend vers zéro. Par conséquent, ( f,,) converge vers f uniformément sur R.

Exemple s.2. Sur Q) = [0, 1], on consideére f,(x) = x™ et f(x) = 0 (voir la figure5.2).
o Soitx € (0, 1] Comme|x| < Lonax™ — 0.Ainsi, fr(z) — f(2). Ceciétant vrai pourtout x € [0, 1],
n—-+oo n—-+oo
la suite de fonctions (fy,) converge simplement vers f.
® Pourtoutn € N,on asup,cq |fn(z) — f(2)| = sup,e(o,1( 2" = 1. Cette suite ne tend pas vers zéro, donc ( f,)
ne converge pas uniformément vers f.
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FIGURE 5.1 — Une suite de fonctions convergeant uniformément

Méthode. Soit (f,,) une suite de fonctions sur S, et soit f une fonction sur (L.

o Pour montrer que ( fy,) converge simplement vers f, on rédige toujours comme ceci :
Soitz € Q.Ona|f,(z) — f(x)| = ... < ..., qui tend vers zéro quand n tend vers +00. Ceci étant vrai
pour tout z € €2, on en déduit que ( f,,) converge simplement vers f.

o Pour montrer que ( fr,) converge uniformément vers f, on rédige touours comme ceci :
Soitz € Q.Ona|f,(xz) — f(z)] = ... < ....Cette quantité ne dépend pas de x et tend vers zéro
quand n tend vers +00. Par conséquent, ( f,,) converge vers f uniformément sur 2.

o Pour montrer que ( fr,) ne converge pas uniformément vers f, on a deux méthodes :
— On trouve, pour chaquen € Nun x,, € Q tel que [ () — f(x) ne tend pas vers zéro.
— On calcule, pour chaquen € N, sup,cq | fn(x) — f(x)|. Pour faire cela, on peut calculer la dérivée

(on, en dimension > 2, le gradient) de f,, — f, afin de trouver ses maxima et ses minima.

s.2 Propriétés de la convergence uniforme

s.2.1 Interversion de limite et d’intégrale, premiére partie

Une question qui nous occupera beaucoup dans ce chapitre est la suivante : supposons que (f;,) est une suite de

fonctions sur €2 qui converge en un certain sens vers f. A-t-on alors

/an(a:) de — [ f(z)da?

n—oo O

Remarquons tout d’abord que, si ( f,,) converge vers f dans L', alors on a bien (s.1). En effet, on a

/an(x)dm—/gf(x)dm

[ nta) = 1) ds| < [ 1fala) = 1) do = f — fl1.
Q Q

(s-1)

En revanche, la convergence simple n’est pas suffisante pour avoir (s.1), comme nous allons le voir dans I'exemple

suivant.
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FIGURE 5.2 — Une suite de fonctions ne convergeant pas uniformément

Exemple 5.3. Considérons, sur R, la suite de fonctions

1 sn<x<n+1

0  sinon.

Soitx € R.Sin+1> x,0na fn(x) = 0, donc (frn())n converge vers zéro. Ainsi, la suite de fonctions ( fy,) converge
simplement vers zéro. Mais
n+1
/fn(x) dx:/ de =1,
R n
qui ne converge pas vers f]R 0dx=0.

Ainsi, il ne suffit pas quune suite de fonctions f,, converge simplement vers f pour que fQ fn(x) da converge vers

Jo f(z) da.

Pour finir, nous allons voir que la convergence uniforme suffit a avoir (s.1) lorsque €2 est de volume fini.

Théoréme s.x. Soit Q) C RY un ensemble de volume fini, et soit ( f,,) une suite de fonctions de Q dans R. On suppose
gue (fr) converge uniformément vers une fonction f : Q@ — R. Alors

/an(a:) de — [ f(z)daz.

n—oo [e)

Démonstration. Soite > 0. Par définition de la convergence uniforme, il existe ng € N tel que, pour tout n > nyg, et
pourtoutz € Q,ona|fp(z) — f(z)] < Voigay - On a donc, pour tout 1 > g :

On en déduit bien que [, fn(x) d — Jo f(z) da. O
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Exemple s.4. Attention, le résultat n'est en général pas vrai si Q) n'est pas de volume fini! Par exemple, sur §) = [0, 4+00],

1 .
. , ) = six €[n,2n , ) . ) ,
considérons la suite de fonctions f,(x) = ¢ " [, 2n] . Cette suite de fonctions converge bien uniformément vers

0 sinon

2n
d 1
/fn(a:)dx:/ —w:nxf:L
Q n n n

la fonction nulle. Cependant, on a

qui ne tend pas vers fQ 0 dx.

s.2.2 Propriétés de la fonction limite

Théoréme s.2. Soit Q@ C RY, et soit (fy,) une suite de fonctions continues de Q dans R. On suppose que (f,)
converge uniformément vers une fonction f : Q0 — R. Alors f est continue.

Démonstration. Soitx € ), etsoite > 0. Par définition de la convergence uniforme, il existe n € N tel que, pour tout

y € Qonalfu(y) — fy)l < 5.
Mais f, est continue en z, donc il existe § > 0 tel que, pour touty € Qtelque ||y —z|| < 6,ona|fr(z)— frul(y)| <

13
g.
Par conséquent, siy € Qesttel que ||y — x| < d,ona
If(y) = f@)] < |f(y) = fal@)| + | fu(y) = fu(@)] + | fu(z) — f(2)]

<€ n € n €

-3 3 3

<e.
On en déduit bien que f est continue en x. Ceci étant vrai pour tout x € €1, f est continue sur €. O
Exemple s.s. Attention, ce résultat est fanux quand on a juste convergence simple! Par exemple, prenons @ = [0, 1], et

0 ssxel0,1]

) , quin ‘est pas continue.
1 stx=1

fu(x) = a™ Alors (f,) converge simplement vers la fonction f(x) =

Exemple 5.6. Sur |—3, 1|, considérons la suite de fonction (f,) donnée par f(z) = Y| _, mk%]gk) Pour chaque

+oo ¥ sin(a:k)

x € [—1, 3], ceci est le terme général d'une série absolument convergente. Notons sa limite f(x) = 3, 7 s Ens
Ona
Tk gin(rk
2" sin(x®)
|f(z) = fu(z)] = Z e
k=n-+1
X | 2k sin(z*)
= Z 1+ k2
k=n-+1
+oo 1
<>
= k 2
W 28(1 4 k2)

Cette guantité est bien indépendante de x. De plus, cette quantité est le reste d’une série convergente, donc tend vers zéro. On
en déduir que (fy,) converge uniformément vers f.
Chacune des fonctions [y, étant continue, la fonction f est donc continue sur [— %, %]

Le résultat suivant permet d’affirmer qu’une limite de fonctions est C' L. Attention, on ne I’énonce que pour des fonc-
tions sur un intervalle réel!

Théoréme s.3. Soit I C R un intervalle, et soit ( fr,) une suite de fonctions C1 de I dansR. On suppose que
o La suite de fonctions ( f,,) converge simplement vers une fonction f.
o La suite de fonctions ( f)) converge uniformément sur I vers une fonction g.

Alors la fonction f est Ctsur I etona f' = g.
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Démonstration. Notons hy, () := [ f}(t) dt, desorte que hy, (z) = fn(2) — fn(a). Par hypothése, pour tout z € I,
la suite (hy, (x))n, converge vers f(x) — f(a).

Mais, d’autre part, on peut refaire le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme 5.1 pour déduire que
[ f1.(t) dt converge vers [ g(t

Par un1c1te de la limite, on dedult que

Ceci étant vrai pour tout z, g est la dérivée de f. Par le théoréme s.2, g est continue, donc la fonction f admet une dérivée

continue : f est donc bien C. O
Exemple s.7. Considéronsia fonction f(x) = Z:{ Cosk(f 2) et montrons qu'elle est C* surR. Notons f,,(z) = > 1_, C%kf 2)
Pour chague x € R, on a ’ % < klg , qui est le terme général d’une série convergente. Ainsi, la somme ). [ Cosk(f 2)

est absolument convergente. La suite (fy,(x))y, converge donc simplement (et méme uniformément) vers f.
Pour chaque n, la fonction f,, est C* sur R, et on a f),(x) = > Sm(km)

absolument convergente et converge donc vers g(x) := Z+°O bm(lm) .Ona

. Pour flmque xr € R cette série est

, = sin(kx)
o)~ @l =| Y aY
k=n+1
+o0 1
<> =

k=n-+1

Cette quantité est indépendante de x, et tend vers zéro quand n — 400, car c'est le reste d’une série convergente. Par
conséquent, ( f},) converge vers g uniformément sur R.
On déduit du théoréme 5.3 que f est C* sur R et que pour tout v € R, on a

X sin(kz
) = -y k)

n=1

5.3 Interversion de limite et d’intégrale, le retour

L’une des questions centrales de ce chapitre, nous I'avons dit, est de savoir si, lorsque ( f;,) converge vers f, ona

f@)dz = lim fn(x)dx. (5-2)
Q n—=+oo Jo

On a vu que (5.2) était vraie lorsque (fy,) converge uniformément et que Vol(2) est fini. Néanmoins on aura souvent

envie dutiliser (5.2) lorsque €2 n’est pas de volume fini, et lorsque la convergence n’est pas uniforme. Nous allons donc

voir deux théoremes fondamentaux, permettant de déduire (5.2) sous des hypotheses tres générales.

Théoréme s.4 (Théoréme de convergence monotone). Soit ( fy, ) unesuite de fonctions de Q) dans [0, +oo[ conver-
geant simplement vers une fonctions f : @ — [0, +o0|.
On suppose que la suite de fonctions (f,,) est croissante, c’est-a-dire que, pour tout x € ), la suite ( fy, (x))n est

croissante. Ona ﬂZOI.Y
li r

=
e m
1+x d

Exemple 5.8. Déterminons hm f(Jroo

T 1 .
= 117: ) est croissante. Par
n

Pour chaque x > 0, la suite (ﬁ_l) est décroissante et tend vers zéro, donc la suite (
n

Ly 5 . L 1 ) . . . 1
continuité de lexponentielle, elle tend vers s = T Ainsi, la suite f, est croissante et converge simplement vers g On

en déduit que
) Foo gT T oo da
lim dz = = 4-o00.
n—+oo Jo 1+=x 0 l1+z
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Théoréme s.5 (Théoréme de convergence dominée). Soit ( f,,) une suite de fonctions de Q dans R. On suppose
que

1. (fn) converge simplement vers une fonctions f : 8 — R.

2. 1l existe une fonctions g : Q@ — [0, 00| telle que [, g(x) dx < 400 et telle que, pour toutn € N et
toutx € Q, ona fr(x) < g(x).

Alors f est intégrable sur Q, et on a

lim /Q|fn(x)—f(:1c)|dx:0.

n—-+oo

En particulier,

/Qf(x) dz = nllgloo /Q fn(z) dz.

Attention, le résultat est faux si 'hypothese 2. n’est pas vérifiée : voir les exemples 5.3 et 5.4 ci-dessus.

Exemple s.9. Soit§) = [0, +00[. Posons f(z) = sin (fl—z) e~ ™. Cette fonction est continue sur [0, +00}, et, par le critére

. . . s Ny . . +oo . 3 _
de Riemann, élle est bien intégrable sur [0, +00|. Nous allons chercher 4 déterminer im,, _, 4 fo sin (2—3) e *dx.
Remarguons que
. 3 — . o, . . . r7 7 .
o La fonction sin (%) e~ * nadmet pas de primitive ayant une expression en terme de fonctions élémentaire, donc
. , . +oo . 3 _
il n’est pas évident de calculer fo sin (%) e % da.
® Nous verrons par la suite que ( fr,) converge simplement vers zéro, mais elle ne converge pas uniformément vers zéro :

on ne peut pas appliquer le théoreme s.1.
Nous allons donc devoir utiliser le théoréme de convergence dominée.

3 .
Pour tout v € R, T tend vers O quand n tend vers +oc. Comme la fonction sinus est continue et sin(0) = 0, on en

déduit que llrf sin (%) = 0, et donc que f,, converge simplement vers la fonction nulle.
n—-+00

Pour chague x € [0, +00[ et chaguen € N, on a

A
Sin 73 e -
n

Ona f0+°o e~ " dx < 400. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée, avec g(x) = e™%, er f(x) = 0.

On en déduit gue
+oo .%'3
lim sin () e *dx =0.
0

n—-+oo n3

Le théoréme de convergence dominée est le plus puissants des théoremes d’interversion somme-intégrale
(et aussi le plus difficile 2 démontrer). Il est indispensable de savoir parfaitement s’en servir!

Méthode. Pour appliquer le théoréme de convergence dominée afin de déterminer [, fr(x) da, on doit :
1. Trouver la fonction f vers laguelle ( f,,) converge simplement.

2. Tronver une quantité §(x) telle que, pour tourn € N, on a | fn(x)| < g(x). Attention, il ne faut pas que
g(x) dépende den!

3. Veérifier que g est bien intégrable, c’est-a-dire que fQ g(z) dz < 4o0.

Remarque s.2. En pratique :
— Comme la valeur d’une intégrale ne dépend pas de la valeur de Uintégrande en un point, il suffit que fr, () converge
vers f(x) pour tous les x € Q saufun.
— Comme on calcule une limite, on ne sintéresse quan comportement pour n grand. Par conséquent, il suffit de trouver
une fonction g positive et intégrable telle que pour tout n assez grand, on a | fn(x)| < g(x) pour tout x € QL

, . . 1 dt
Exemple s.x0. Déterminons lim ——.
pl€s nos oo ffl A+t~
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Pourtoutt € [—1,1]\{0}, ona W WS 0. Diantre part, pour toutn € Nettoutt € [—1,1),ona W <

1, gui est bien intégrable sur [—1,1). On en déduit que

1
dt
lim ——— =0
n—+oo [_4 (1 + t2)"

’ . . +oco . n+'1
Exemple s.ax. Déterminons lim sin(x)&— dz.
pl€s nosbso f1 (z) 1tz

€T xT
. , oo . - 1 . ’ . . - 1
Remarquons que, pour chaque n € N, lintégrale f1+ sin(x) el :‘;@ dx est bien définie, car Sln(.’[})% <

e~ w1, qui est bien intégrable sur [1,400] par le critére de Riemann.

Pour tout x €)1, +00|, on a
e~ wH

0.

sin(x) T TH—+>OO

Pour toutn > 2 et tout x € [1, 400, ona

1 1
< < .
“14zr — 1422

=z
n+1

. e
sin(x) T

Cette guantité est bien indépendante den, et la fonction x — 1—&-% est intégrable par le critére de Riemann.
On peut donc appliquer le théoréme de de convergence dominée pour déduire que

. +00 . e nil
lim sin(z)
n—+oo [y 1+ zn

dx = 0.

Le théoreme de convergence dominée permet de donner un critere simple pour qu’une suite de fonctions converge

dans LP.

Corollaire s.x. Soizp € [1,+00|, et s0it (fr,) € LP(SY) une suite convergeant simplement vers f : @ — R. On
suppose qu’il existe g € LP(QY) telle que, pour toutn € Net tour x € Q, ona |fn(2)| < g(x). Alors f € LP(R2),
et la suite ( fy,) converge vers f dans LP.

Démonstration. 1l suffit dappliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (f?),,, qui convergent simplement

vers fP. O
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Chapitre 6

Intégrales a parametres et transformeée de
Fourier

Dans ce chapitre, on s’intéressera 4 des fonctions pouvant s’écrire sous la forme d’une intégrale dépendant d’un pa-
ramétre. Par exemple, on considérera des fonctions de la forme

F(z) = / f(y)dy.

On donnera dans un premier temps des conditions sur f permettant d’affirmer que F' est continue, ou méme dérivable.
On s’intéressera ensuite au cas particulier oti f(,y) = g(y)e’®¥ : on dit alors que F est la transformée de Fourier de g.
La transformée de Fourier, qui permet de décrire une fonction en terme de ses oscillations, est un outil essentiel pour les
équations aux dérivées partielles, mais aussi en théorie du signal, en probabilités...

6.1 Intégrales a parametres

/
Dans toute cette section, € sera une partie de RY, et ' sera une partie de R?. On considérera une fonction f :
Q x ¥ — C. On aimerait définir une fonction F' :  — C par

F@)i= | )y

Une telle quantité est appelée une intégrale a paramétre : il s'agit d’une intégrale sur Q' dépendant d’un parametre
x € Q.

Nous allons maintenant voir des critéres permettant d’affirmer que F' est bien définie, est continue, voire méme
dérivable.

~

Théoreme 6.1 (Continuité des intégrales 4 parametre). On suppose que
— Pourtoury € ), la fonction © — f(x,y) est continue.
— Il existe une fonction g : Q' — [0, +o0| telle gue, pour tout v € Q, on a | f(z,y)| < g(y), et telle que

Jor 9(y) dy < +o0.
Alors la fonction F - Q — C donnée par F (x) := [, f(x,y) dy est bien définie, et est continue.

.

Démonstration. Pour chaque z € Q, le fait que | f(2,y)| < g(y) qui est intégrable nous assure que [,,, | f(z,y)| dy <
+00, et donc que [, f(x,y) dy est bien définie. Ainsi, la fonction F' est bien définie sur €.

Fixons x € ). Pour montrer que F' est continue au point , il faut montrer que, si (zn) €st une suite convergeant
vers ¢, ona F'(zy,) B —>—+>oo F(x). Pour cela, nous allons utiliser le théoréme de convergence dominée.

Notons f,(y) := f(2n,y). Pour chaque y € €', on sait que x — f(z,y) est continue, donc, comme x,, converge
vers &, la suite (f(@n,y))n converge vers f(z,y). Autrement dit, la suite (f,,) converge simplement vers la fonction
y = f(2,9).

Pour tout 1, on sait par hypothese que | f,,(y)| < g(y), qui est bien intégrable sur . Toutes les hypotheéses du
théoreme de convergence dominée sont donc réunies, et on peut en déduire que

nyy) d ,y) dy.
|ty = [ seaay
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Autrementdit, ona F'(z,,) — F(x). Ceci étant vrai pour toute suite () convergeant vers z, on en déduit que F est
continue en z. Ceci étant vrai pour tout z € §2, la fonction F’ est bien continue sur §2. O

Théoreme 6.2 (Dérivabilité des intégrales & paramétre). Soit I un intervalle réel, et soit f = I x ' — C une
fonction telle que

1. Pourtoutt € I, [, | f(t,y)] dy < 400

2. Pourtouty € Y, la fonctiont — f(t,y)est C1.

3. Hlexisteg : QU — [0, +00] telle gue pour tout t € I et toury € ', ona |W| < g(y), et telle que g
est intégrable sur €Y.

Alors la fonction F : I — C donnée par F'(t fQ, f(t,y) dy est C*, et sa dérivée est donnée par

F'(t)z//%dy.

3f

Démonstration. Notons H (t fQ, dy, qui est bien définie par hypothese On déduit du théoréme précédent

que I est continue. Nous allons montrer que, pour touta < b € I, ona F(b) f H(t) dt. Ceci permettra
bien de conclure que F est C'! avec F' = H.

o // afty‘d dt</// ) dy dt = (b—a)//g(y)dy<+oo.

On a donc le droit d’utiliser le théoreme de Fubini pour déduire que

/abH(t)dt:/ab//(%tt’y)dydt
:///:af(att’y)dtdy
:/Q/ [£(b,y) = f(a,y)] dy

f(bay)dy_ f(a7y)dy:F(b>_F(a)7
o o

comme annoncé. O

oo —yxr _ —y
e e
Exemple 6.1. Pour x > 0, on pose G(z) = ———— dy. Nous allons montrer que G est bien définie et est de
)

0
dasse C1 sur)0, +oo|, calculer G'(x), et en déduire la valenr de G ().

6—927

Notons g(x,y) = e, Pourchague x> 0,y — g(x,y) est continue sur |0, +oof, er g(x,y) ~ —YETY —
y

—0t+ v
(1 — ). Diautre part, pour chaque v > 0, 0n a y>g(x,y) — 0 parcroissance comparée. Parle critére de Riemann, G
y——+oo

est bien définie pour tout x > 0.

. —ye YT
Lapplication x — g(x,y) est dérivable, et on a agg;,y) = ye = —e Y%, Pour tout vy > 0, on a pour tout
x > xg que | — e V7| < 7Y, gui est intégrable sur )0, +00|. Lapplzmtmn G est donc de classe C1 sur (1w, +00| pour

tout o > 0. Lapplication G est donc de dasse C1 sur )0, +o0|. Sa dérivée vaut

“+oo —yx +o0
G'(z) = /0 —e ¥ dy = {e ] S

T 0 T

La fonction G est une primitive de — =, et G(1) = 0, donc G(x) = —Inz.
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6.2 Transformée de Fourier

6.2.1 Définition et exemples

Définition 6.1. Soit f € L*(R?) 4 valeurs dans C. Sa transformée de Fourier, notée fouF (f) est be fonction de
RY 4 valeurs dans C donnée par

N 1 .
FUNE = 7€) = s [ @) o

Ici, - € est le produit scalaire entre x et §, Cest-d-dire que siz = (21, ...,24) € Rleté = (&1, ...,24) € R% on
note
r-§{=x161 + - Tabd-

Sivous n’étes pas i I'aise avec la notion de produit scalaire ou avec les intégrales multiples, n’hésitez pas i lire ce chapitre
une premiere fois en ne considérant que le cas ot d = 1, etdonc = - £ = & : vous ne passerez 4 coté d’aucune idée
importante!

Remarque 6.1. Certainsanteurs préfevent définir la transformée de Fourier par [oq "¢ f () da, ou par [o, €72 f(z) da.
Fondamentalement, ¢a ne change pas grand chose!
1 sizel-1,1]

. Cette fonction est bien dans L* (R).
0 sinon

Exemple 6.2. SurRR, considéronsla fonction donnée par f(x) = {

Calculons sa transformée de Fourier. Si§ € R, on a

1
e g

fo=—=

1 [eiat
- ==
1 et —e %
Y
2sin&

3

Exemple 6.3. Sur R, considérons la fonction f donnée par f(x) = e~ 12l Cette fonction est bien continue, et elle est
intégrable, grice au critére de Riemann (Proposition 2.1). Calculons sa transformée de Fourier. Soit § € R. On a

Fle) = L —lzl—izg g
F(©) /R e ¢

1 +oo
_ > / e—a:—wc& d§ 4+ / et~ i df
™ Jo
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6.2.2 Propriétés élémentaires

Lemme 6.1. Soiz f € L'(R?).
o Sia € RY la fonction g, : x — f(x + a) a pour transformée de Fourier g, ga (€) = et f(¢
o Si\ € R, lafonction hy : x — f(Ax)apour transformée de Fourier h)\ =n Lf ( )

Enfin, notons que la transformée de Fourier est linéaire : si f1, fo € Ll(Rd) et i, g € Coona

F(p1f1 + p2f2) = mF(f1) + paF(fa).

Ces propriétés se prouvent facilement 4 'aide d’un changement de variables, ou en utilisant le linéarité de I'intégrale.
Les détails de la preuve sont laissés en exercice.
Voyons maintenant quelques propriétés de la transformée de Fourier d’une fonction L'.

Lemme 6.2. Soit f € L' (Rd). La fonction f est continue, et est bornée sur R% avec

sup | F(€)] < (2m) =2 || fl|r-
£eRY

Démonstration. Le fait que f est bornée est immédiat : pour tout £ € R? ona

, 1 1 1
/}Rd e_w'ff(x) dﬂ?’ < (27r)d/2/ | _mff ’ (27T)d/2/ |f(z)] dz = WHfHL1

Pour montrer que f est continue, on va utiliser le théoréme 6.1. Notons h(z, £) := e =€ f(x). Pour chaque z € R¢,
cette fonction est continue en £. Ona |h(x, &)| < f(z), qui est indépendante de &, et est intégrable sur R%.

1

(6N = Gy

Toutes les conditions du théoreme 6.1 sont bien vérifiées, et on peut donc en déduire que f est continue. O

6.2.3 Transformée de Fourier et dérivation

L’un des intéréts majeurs de la transformée de Fourier est quelle transforme les dérivations en produits par des po-
lynémes, et réciproquement. Commengons par énoncer ce résultat en dimension d = 1.

Le cas unidimensionnel

Théoréme 6.3. Soit f € L'(R).
1 Si f € CY(R) avec f' € LY(R), alorson a

(F()) (&) = i&(F(£))(E)-

2. Siz > xf(x) appartient 2 L*(R), alors F(f) est CL, eton a

(FU)'(€) = —i(F(zf))(©)-

Démonstration. 1. Nous admettrons le fait que, si f est une fonction dans L' (R) qui est dérivable, et vérifie f' € L*(R),
alors f'(x) — 0.
x

—+o0
On a envie d’utiliser la formule d’intégration par parties. Pour appliquer cette formule, il faut toujours calculer les
intégrales sur [— A, A], puis faire tendre A vers +00. On a

1[4, , 1 L
= | @ = — [f@e ), - / F) % (~i€)e™ " da.

Quand on fait tendre A vers +00, le membre de gauche converge vers (F(f”))(€). Le premier terme du membre
de droite tend vers zéro par ’hypothése qu'on a faite, et le deuxieéme terme tend vers i€ (F(f))(§). On en déduit bien le
résultat.
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2. On note h(z, &) = \/%e_mgf(x), de sorte que Flo) = Jg Mz, &) dz. Pour tout - € R,ona & — h(z,§) €
Clet ’Llé?g)

On peut donc appliquer le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre pour déduire que f(€) est C?, et

= | —ize " f(x)| = |z f(x)]. Cette quantité est indépendante de &, et est intégrable, par hypothése.

F = [

_ 1 72-1,672}1’5 2 dr = —i z
[P e = = [ (iae e 0) do = (D))

O

Exemple 6.4 (Transformée de Fourier de la Gaussienne). Or définit la fonction f sur R par f(z) = e~ Par le critére
de Riemann, cette fonction est bien dans L' (R). Pour calculer sa transformée de Fourier, nous allons montrer qu’elle est
solution d’une équation différentielle simple.

Remarquons que f est C L et vérifie

f(@) = —20f(x). (6)

2 . 7 N . —_ 2
Onax® x |ze™| — 0 par croissance comparée. Le critére de Riemann nous assure donc que v +— xe™®
Tr—+00

appartient 2 LY (R). Ainsi, les fonctions apparaissant de part et d autre de léquation (6.1) sont dans L' (R), et doivent donc
avoir la méme transformée de Fourier.

—

Parlepoint 1. du théoréme précédent, on sait que 7€) = i€ F (). Dautre part, parlesecond point,ona 2z f(x))(§) =
27 (€).
Par conséquent, on déduit gue
&~
Fo=-5fe)

En résolvant cette équation différentielle, on tronve

-~ ~

F(&) = F(0)e=€ /%,

Or on sait que ]?(0) = \/% / j;o e dz = %, par Uexemple 3.5. Finalement, on a

Fey o L e

Lemme 6.3 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f € L'(R?). Ona

m 7€) =0,

Démonstration. Nous ne donnerons la preuve que dans le cas ot f est C avec f’ € L. On aalors

&) = Fle x ~.

i§

Mais, par le lemme 6.2, F(€) est bornée indépendamment de &. le membre de droite tend donc bien vers +00 quand
& = too. 0

Remarque 6.2. D’habitude, quand on a une intégrale a paramétre de la forme F(€) = [p f(x,€) dx et gu'on veut
montrer qu'elle tend vers zéro quand § — 00, une bonne stratégie est de montrer que f(x, &) tend vers zéro quand § — oo
pour tout x € R, et on cherche d appliquer le théoréme de convergence dominée.

Ici, c’est un phénomene completement différent qui se produit : ce sont des compensations entre les morceaux positifs et

o~

négatifs de l'intégrale qui rendent f(§) petite quand § est grand, comme expliqué dans la figure 6.1.
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1R

FIGURE 6.1 — Une fonction f i valeurs réelles, et la partie réelle de f(z)e™%*¢, Cest-d-dire f () cos(x€) pour & = 30.
On voit que f (a:)e_mg oscille tres rapidement. Ainsi, quand on I'intégre, les parties positives et négatives tendent 4 se

-~

compenser, et f (&) sera petite.
Le cas multidimensionnel
Sia = (a1,...,0q) € Nletw = (z1,...,74) € RY onnote 2% := 2§ cxgh ol =014+ aget

la
8ozf N 0 f

T Qi Qo ag
0x{" 0z5” ... Oxy

Le théore¢me suivant est un analogue du théoréme 6.3 lorsque d > 1, et aussi lorsqu’on considere plus d’une dérivée.

Théoréme 6.4. Soient f € L*(R?) erk € N.
L Silz|*f € L*(RY), alors | € C*(RY) et, pour tout o« € N tel que 0 < |ao| < k, on a

82 f(€) = (—i)l™l zof(¢) .

2 Si f € CK(R?) est telle que 0°f € L' (Rd)pour tout o € N ¢e] gue 0 < |a| < k. Alors, pour tout
a €Nl que0 < |a| < k,ona

daf(e) = dllefle).

La preuve de ce théoréme, qui est analogue 4 celle du théoréme 6.3 (mais comporte quelques subtilités) est admise.

6.2.4 Transformée de Fourier inverse et formule de Plancherel

Pour f € L'(R?), on note fV : R — C sa transformée de Fourier inverse définie par

) = W /]Rd em‘gf(x) dx . (6.2)

Théoréme 6.5. S/ f € L'(RY) et f € LYRY) alors f(z) = (f)V () et fz) = (F)(x)paurprequ tout

x € R En particulier, dans ce cas, f est continu, bornée et tend vers 0 a linfini.

Ainsi, si on connait la transformée de Fourier de f, on peutretrouver f trés facilement, en appliquant la formule (6.2).

Remarquons que la formule donnant fV est presque la méme que celle donnant f: ona fV(&) = f(=€).
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Autrement dit, si on part d’une fonction f et qu'on prend la transformée de Fourier de sa transformée de Fourier, on
obtient la fonction z — f(—2x)!

Exemple 6.5. On définit la fonction g sur R par g(x) = Déterminons sa transformée de Fourier. Remarquons que

_1
14x2°°

, —izg R .
calculer divectement fR Lj dax n'est pas si facile que ga.
Henrensement, on a tronvé dans lexemple 6.3 que, si on note f(x) = e~ 1%l on a

F(f) =19

™

En prenant la transformée de Fourier de chaque membre de cette égalité, on obtient F (F(f)) = \/g F(g). Mais, par le
théoréme 6.5, on sait que F (F(f)) (x) = f(—=x). Or f(—x) = f(x), car f est paire. On en déduit donc gue \/%]:(g) =

f. Ainsi,
F@)(©) = \/f'

Pour finir ce chapitre, nous allons donner une jolie formule concernant la transformée de Fourier d’une fonction qui
est 4 la fois dans L' et dans L2. Rappelons que, R? n’étant pas de volume fini, le fait d’étre dans L? (Rd) n’implique pas
d’étre dans L1 (R?), et la réciproque n’est pas vraie non plus : ce sont deux propriétés indépendantes.

~

Théoréme 6.6 (Formules de Plancherel et de Parseval). Soiz f € L'(R?) N L?(R%). Alors ferL? (RY), et on
4 la formule de Plancherel :

/ Fe) e = / (@) de. (63)
R4 Rd

Plus généralement, si g € L' (R N L2(RY), alors on a la formule de Parseval :

F©)5) e = / F(2)9(z) s
R4 Rd

Autrement dit,on a

1£ll2 = 1172
(f.9) = (},9)-

Démonstration. Admis. O
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Chapitre 7

Séries de Fourier

Dans tout ce chapitre, on considérera des fonctions f : R — C qui sont 27-périodiques, c’est-d-dire que, pour tout
x € R,ona f(z + 2m) = f(x).
Les exemples les plus simples de fonctions 27-périodiques sont les polyndmes trigonométrigues, de la forme

n
§ : Cneznz.

k=—n

Chacune des fonctions z +— €*™* étant 27-périodique, la fonction ci-dessus est bien 27-périodique.
Le but de ce chapitre est de comprendre pourquoi toute fonction 2m-périodique suffisamment réguliére peut étre
approchée par des polyndmes trigonométriques. On a méme mieux : une fonction 2m-périodique suffisamment réguliere

peut toujours s’écrire sous la forme
“+o00

f@)= " ealf)e™. (7.0

k=—o0

Nous allons maintenant expliquer comment calculer les coefficients ¢, (f) apparaissant dans (7.1), et en quel sens la série
apparaissant dans (7.1) converge.

7.1 Les coefficients de Fourier et leur propriétés

Définition 7.x. Soiz f : R — C une fonction continue par morceaux et 2m-périodigue. Pour tout n € Z, on
définit le n*" coefficient de Fourier complexe de f, noté c,,(f), par

1 27

en(f) = — f(t)e ™ dt.

:27T 0

Exemple 7.1. Soit k € Z, et soit ey, (x) = €**®. Calculons les coefficients de Fourier de ey
Commengons par le coefficient c(ey). On a

1 27 - - 1 2m
= — Wre™W dt = — dt =1.
cx(ex) 27r/0 e 27r/0

Diutre part, sin # k, on a

1

21 ) ]
Cn(ek) _ %/ ezkte—mt dt
0
27

1 |:€i(k—n)t:|
7 ) 0

- 27r(k1— n) (et —1)

=0.

Finalement, tous les coefficients de Fourier de ey, sont nuls, sauf le k", gui vaut 1. Ce résultat est a retenir!
q
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Exemple 7.2. Soit f la fonction 270-périodique valant 1 sur [0, 7|, et valant O sur [, 27| Calculons les coefficients de Fourier
de f.

Sin=0,0na

Sin#0,0na

1 " —in
cn(f):% ; et dt

B 1 |:e—int:|7r
2 | —in |,
)

= (=) = 1)

2nm

{ —- sinestimpair
nim

0 sim est pair

Remarque 7.1. S7 f est 27- périodique, alors pour tout n. € Z, la fonction t v+ f(t)e™"" est anssi 2m-périodique. Par
conséquent, plutdt que de calculer son intégrale de O 4 2, on peut calculer son intégrale sur n’importe quel intervalle de
longuenr 27 : ¢a donnera toujours la méme valeur.

1 2w

Remarque 7.2. Onaco(f) = 5- |,

f(t) dt, qui est donc la moyenne de f.
Pour tout N € N, on définit la N*" somme de Fourier de f par

N

(Sn(f) (@)= D ealf)e™.

n=—N
L’un des enjeux majeurs du chapitre sera de montrer que Sy (f) converge vers f, et de préciser en quel sens cette
convergence a lieu.

7.1 Coeflicients de Fourier réels

Lorsque la fonction f est 4 valeurs réelles, il n’est pas trés naturel de la représenter 4 Iaide des fonctions complexes
€"®_ QOn définit alors les coefficients de Fourier réels de f, pour toutn € N, par’
1 2m 1 2T
an(f) = — f(t) cos(nt)dt et by(f)=— f @) sin(nt) dt .

™ Jo ™ Jo

Remarquons qu'on a alors toujours by (f) = 0.

En se rappelant que cos v = % etsinz = €~ _2571 , 0N peut montrer que
1 2 ) )
an(f) = o ; @) (€™ +e7) dt = en(f) + con(f)
L e | _ (7:2)
bu(f) = %n f(t) (emt - eimt) dt =i(cn(f) — c—n(f)),
1T 0

et, inversement,

% sin >0
Cp = )
an+iby p
5 sin < 0.

On montrer que, pour tout N € N, la somme Sn (f) peut se réécrire comme

N
Sn(f)(z) = + ) (an(f) cos(nz) + by (f) sin(nz)).

n=1

1. Attention, certains auteurs prennent une autre convention pour ag (f)
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Exemple 7.3. Reprenons la fonction f de lexemple 7.2, et calculons ses coefficients de Fourier réels.
Ona

tandis que, pour toutn € N, on a

an(f) = %/ cos(nt) dt = % [SinT(lnt)] .
0 0
1 ™ . 1 t T _1 . O ) t .
= ;/0 sl dr = m |:_COST(ln):| R (D" -1 = {2 j;'T:lf;t]Z?ll;ﬂir
0 nm .

Notons que L'on aurait pu retrouver ces valenrs en utilisant (7.2).
La (2N + 1) somme de Fourier de f s'écrit donc (voir figure 7.1).

1 N

(SaxvnlD) @) = 5 +3 S (2 + 1)a).

7.1.2  Propriétés de coefficients de Fourier

Les propriétés suivantes peuvent parfois étre utiles pour simplifier les calculs. Leur preuve est laissée en exercice.

Lemme 7.x. Pourtoutn € N, les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Lapplication f — ¢, (f) est linéaire.

2. cn(]i) = (/N i
3. en(f) = c—n(f)on f(t) := f(-0).

Le lemme suivant, en revanche, est fondamental.

Lemme 7.2. Soit f une fonction 2m-périodique et C* par morceaux. Les cocfficients de Fourier de f' sont alors
donnés par

Cn(f/) = incy(f).

Démonstration. Pour toutn € Z,ona

1 2m —in
Cn(f/) - o o f/(t)e bt
1 —int12m™ 1 I . —int e . .
=5 [f(t)e ]0 “or ), f(t) x (—in)e dt par intégration par parties
= chﬂ(f)a

le terme entre crochet étant nul, car ¢ — f(t)e """ est 2-périodique

7.2 Convergence des séries de Fourier

7.2.1  Convergence ponctuelle

Définition 7.2. Soit f une fonction 2m-périodique. On dit que f est C par morceanx sil existen € Net ay <
o+ < ap € 0,27 tels que, en prenant any1 = a1 + 2m, la fonction f est C* sur)ai; ai1| et fllasiai,.| et
prolongeable en une fonction C* sur [a;; ait1].

Remarque 7.3. S/ f est C' par morceanx, alors sa dérivée f' est continue par morceanx.
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FIGURE 7.1 - La fonction f en bleu, et ses premiéres sommes de Fourier.

Si f est C'! par morceaux (ou méme, si f est continue par morceaux), alors pour tout € R, les limites f (z%) =
lirr(l) f(x £ ) existent. Lorsque f est continue en z, alors ces limites sont égales, etona f(z ) = f(z7) = f(z).
E—

Le théoréme suivant nous assure que, lorsque f est C'! par morceaux, alors la suite Sn (f) () est convergente pour

tout xr.
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Théoréme 7.1 (Théoréme de Dirichlet). Soit f une fonction 2m-périodique, qui est C* par morceanx. Alors, pour

toutx € R, on a + :
Jim (8x() (@) = LTI,

En particulier, si f est continue en x, on a

lim_(S(f)) () = f(a).

N —4o00

Démonstration. Admis. O

Exemple 7.4. Reprenons lexemple 7.2. La fonction [ est continue partout, sauf en les points de la_forme nr, pourn € Z.
Ainsi, pour tout x € R\7Z, on a

—+o0

1 2
flz) = 5t kz_: @+ n sin((2k + 1)x).
En particulier, pour x = S.ona
—+o0
s 1 2 . T
f(i) =1=3+> (2k+1)7rsm((2k+l)§)'
k=0
Mais, commesin ((2k +1)3) = (=1)%, 0na 1 = Piod ﬁ x (=1)k. Autrement dit
T io (=1)*
2 —2k+1

Cette jolie formule est tres utile pour calculer numériquement la valenr de .
Appliguons maintenant le théoréeme de Dirichlet en x = 0. On a

1 O 1
(Sw(F0) =5 + Z —sin((2k +1)0) = o,
k:o

les sinus étant tous nuls. Dautre part, on a f(07) = 1, et f(07) = 0, donc Sy (f)(0) converge bien vers w,
comme annoncé par le théoréme de Dirichlet.

Lorsque f est C' 1 par morceausx, et est continue, alors on a un résultat plus précis.

Théoréme 7.2. Soit f une fonction 2m-périodique, qui est C* par morceaux et continue. Alors la suite (Sy (f))
converge vers f uniformément sur R.

Démonstration. Poursimplifier, nous donnerons la preuve uniquementdansle cas ot la fonction f est C' 2et 2m-périodique.
Par le Théoreme 7.1, on a, pour tout x € R,

00 +o00
F@)=> ca(Hem™ + > con(fe ™.
n=0 n=1
Il s’agit donc de montrer que (f — Sy (f)) converge uniformément vers zéro, en se rappelant que, pour tout z € R,
+oo ) +oo '
f@)=Sn(Nx)= D el + Y conlfle™.
n=N+1 n=N+1

La fonction f” est alors 27-périodique et continue. En particulier, elle est bornée : notons M > 0 un nombre tel

que |f"(z)] < M pour toutz € R.
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Pour tout n € Z, on a alors

enlf)] < o /Qﬂlf"<t>|em|dt< L Mar=m
" - 27T 27 0 ’

D'autre part, en appliquant deux fois le lemme 7.2, on a ¢, (f”') = —n?c,,(f), donc pour tout n € Z\{0}, ona
len(F)l _ M
en()l = 2N < 2
Onadonc
+oo ] +oo ,
@) = (Sn()) @< D7 lealHe™ + D lemnlfle™]
n=N+1 n=N+1
+o0 400
M M
n=N+1 n=N+1

Cette quantité est indépendante de z, et elle tend vers zéro quand N — +00, car il s’agit du reste d’une série conver-
gente. On a donc bien montré que (S) convergeait uniformément vers f. O

7.2.2  Convergence L*

Apres le théoréme 7.1 nous donnant la convergence simple des séries de Fourier lorsque f est continue, et le théor¢me
7.2 nous donne la convergence uniforme lorsque la fonction f est plus réguliére. Nous allons voir un dernier résultat,
donnantla convergence des séries de Fourier au sens L?.Ce genre de résultat est plus difficile 4 manipuler, mais a 'avantage
de marcher pour toutes les fonctions f dans L?!

Théoréme 7.3 (Théoréme de Parseval). Soiz f € L*(|0, 2[). Alors la suite de fonction (S (f)) converge vers f
dans L*(]0, 2x(). En particulier, on a Iégalité de Parseval :

1 2w

2, [f(®) dt = |eo(f |2+Z lea (NI + le—n(HF) - (73)

Démonstration. Admis O

Le terme de droite dans (7.3) est souvent noté y . ¢, (f)|?. Lorsque f est 4 valeurs réelles, il est parfois utile de

réécrire (7.3) comme
2
1
2

o ae = 2D LS o (2 + a0

n>1

Exemple 7.5. Reprenons lexemple 7.2. On a vu que ao(f) = 1, et que, pour tout n € N, on a an(f) = 0, tandis que

bo(f) = {02 i est pair

= sim estimpair.
nim

On a donc

a P2 1 2\ 1 2 1
o S DR B = 5 Y (=) =1t 2L @y

n>1 n>1,nimpair

N | =

Dautre part, on a

1 [ 1 (7 1
— H2dt = — dt = =.
s O] 27r/0 .

On déduit donc de la formule de Parseval que

et donc
P (2k+1) 8
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Pour la culture. Pour chaque n € Z, notons e, (x) := €. On a alors c,(f) = (f,en), 0i (f, en) =
= 02 " f(t)g(t) At est analogue an produit scalaire défini dans la section 4.3.

La famille (ey,)nez est alors une famille orthonormale pour ce produit scalaire : Cest-g-dire que (ep, ey) = 0si
n #m, et (€, €n) = 1. Pour toute fonction f € L*(]0,27[), le théoréme de Parseval nous dit que f est la limite

dans L*? de Zg:_N (f, en)en. Ceci est sonvent noté

F=Y (fren)en (7.4)

nez

Ainsi, la famille est (ey,)nez, pent étre vue comme une base orthonormale de L* (|0, 27[) (en dimension infinie, on

parle plutdt de base hilbertienne).

En prenant le produit scalaire de I'égalité ci-dessus avec f, le membre de gauche donne 5- 02 T1F()? dt, tandis

que le membre de droite donne ", 7 (f, en) X {en, f) = > ez |(fren)? = 2 ez len(F)I?. On retrouve
donc bien la formule 7.3.

7.3 Coefficients de Fourier de fonctions qui ne sont pas 27-périodiques

Dans tout ce chapitre, on a considéré des fonctions 27-périodiques. Bien entendu, toutes les fonctions ne sont pas

2m-périodiques! Heureusement, la théorie des séries de Fourier s'adapte facilement au cas de fonctions plus générales.

Si f : R — C est T-périodique, cest-a-dire, si f(t + 1) = f(t) pour tout ¢ € R, alors on définit ses coefficients

de Fourier complexes par

T
)= 3 [ T

Les sommes a série de Fourier associée 4 f sont alors définies par

N

(SuUN@) = X eal)eF

n=—N

Tous les résultats de ce chapitre se généralisent naturellement au cas ou T" # 27.

Pour la culture. Un son est une perturbation locale de la pression de lair (ou de l'ean). Lorsqu'on lentend, cela
engendre une vibration du tympan. St cette perturbation n'est pas périodique, ce son est un bruit, tandis que, si elle
est périodique, cest une note de musique. La période de la note correspond alors a sa hauteur (le fait d’étre grave
ou aigiie). Une note de musique étant un signal périodique, on peut la décomposer en série de Fourier. Les différents
coefficients de Fourier donnent le timbre d’un instrument : c’est ce qui fait quw'un Do joué an violon ne sera pas le
méme quun Do joué d la trompette.
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