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Introduction

Qu’est-ce qu’une adme ? Il est facile de la définir négativement : c’est trés exactement cela en nous
qui se rétracte quand nous entendons parler de séries algébriques. Mais positivement ? Il semble
que cela réussisse a échapper a tous les efforts faits pour le saisir.

Robert Musil, L’Homme sans qualités, tome 1

0.1 Le laplacien sur une variété compacte

Soit (X, g) une variété riemannienne lisse de dimension d, compacte, connexe et sans
bord. On peut considérer I'opérateur de Laplace-Beltrami A, agissant sur C°°(X), en
prenant une fois pour toute la convention que —A, est un opérateur positif. Il est bien
connu qu’il existe une suite croissante de réels positifs \,, — +oco et une suite de fonctions
¢n € C*°(X) formant une base orthonormée de L?(X) telles que —Agbn = Anon.

Ces valeurs propres A, et ces fonctions propres ¢, ont un sens physique important. Par
exemple, en mécanique quantique, les A, correspondent aux valeurs que 1’énergie d’une
particule confinée & la variété X peut prendre, et les ¢,, représentent les états quantiques
correspondant a ces énergies.

Il existe tres peu d’exemples de variétés riemanniennes pour lesquelles on sache calculer
explicitement les A, et les ¢, : ce sont des variétés possédant de nombreuses symétries,
comme la sphere ou le tore. Pour une variété (X, g) quelconque, le mieux que 'on sache
faire est donc d’étudier les propriétés qualitatives des valeurs propres et des fonctions
propres. Parmi ces propriétés qualitatives, celles qui nous intéresseront le plus seront celles
concernant le comportement semi-classique des fonctions propres et des valeurs propres,
c’est-a-dire les propriétés valables dans la limite o n — oo.

Certaines de ces propriétés semi-classiques dépendent de la géométrie de (X, g) de
fagon assez grossiere, et ce sont celles que nous allons présenter dans un premier temps.
En revanche, d’autres propriétés semi-classiques des A, et ¢, ne sont vraies que si le flot
géodésique sur (X, g) est chaotique (nous préciserons le sens de ce mot par la suite) : on
parle alors de propriétés de chaos quantique.



0.1.1 Propriétés générales des )\, et ¢,

Loi de Weyl Historiquement, la premieére propriété semi-classique est la loi de Weyl
concernant les valeurs propres, qui affirme que
a(d)

A <A} ~Asoo = Vol(X)AY/2
ﬁ{nvA _)‘} A— (27r)dVO( ))‘ )

oit a(d) est le volume de la boule unité dans R?. Une preuve de cette formule peut étre
trouvée dans [Zwol2, Chapitre 14].

Le comptage des valeurs propres de —A, ne dépend donc, du moins au premier ordre
en \, de (X,g) que de fagon tres grossiere : seuls la dimension et le volume de (X, g)
interviennent dans cette formule.

Ensembles nodaux Les propriétés des fonctions propres ¢, les plus faciles a observer
expérimentalementﬂ sont liées aux ensembles nodauzx, définis par :

N, i={x € X;¢,(x) =0}.

Ces ensembles nodaux ressemblent fort a des variétés de dimension d — 1 plongées dans
X. En fait, NV,, peut s’écrire comme la réunion disjointe de la variété plongée

{z € X tels que ¢ (z) =0 et Vo, (z) # 0},

et de 'ensemble {x € X tels que ¢,(x) = 0 et V¢, (x) = 0} dont on peut montrer ([HS89])
qu’il est (d — 2)-rectifiable. En particulier, la mesure de Hausdorff (d — 1)-dimensionnelle
de N, notée Hausy_1(N,) est finie. La fagon dont cette mesure de Hausdorff varie avec
An semble dictée par la conjecture suivante ([Yau93]), due a Yau :

Conjecture 0.1 (Yau). Pour toute variété (X,g), il existe des constantes Cy,Co > 0 telles
que

Civ/ A < Hausg_1(N;) < Con/ M.

Notons que cette conjecture ne nous dit rien sur la valeur des constantes C7 et Cs. Par
conséquent, cet énoncé n’est intéressant que dans la limite ou n — oc.

Dans le cas ou (X, g) est une variété analytique, cette conjecture a été montrée par Don-
nelly et Fefferman dans [DF88|. Dans le cas ou (X, g) est une surface (pas nécessairement
analytique), encadrement suivant est connu, ou la borne inférieure est due & Briining
([Brii78]), et une autre preuve a été donnée par Dong ([Don92]), tandis que la borne

2. Du moins dans le cas ot (X, g) est un ouvert de R? (qui aura alors un bord, mais c’est sans importance
pour notre propos). Nous suggérons au lecteur d’écrire < figures de Chladni > sur youtube pour voir de
telles expériences. Evidemment, les expériences réalisées sont de plus en plus éloignées de la modélisation
mathématique quand A, devient grand...
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0.1 Le laplacien sur une variété compacte

supérieure est due & Donnelly et Fefferman ([DE90]) pour 6 = 0, puis a été améliorée
récemment par Logunov et Malinnikova dans [LM16] pour un ¢ €]0;1/4] :

Civ )\, < Hausdfl(./\/’n) < 02)\731/4_6.

La borne inférieure correspond donc bien a la conjecture de Yau, mais la borne supérieure
est un peu moins bonne.

Pour les variétés non-analytiques de dimension supérieure ou égale a 3, les résultats
connus sont beaucoup moins bons. Ainsi, pendant longtemps, la meilleure borne supérieure
connue était celle due a Hardt et Simon ([HS89]), qui nous dit qu’il existe des constantes
c1,co > 0 telles que :

Hausy—1(N,) < cl)\ffm.

Récemment, cette borne a été améliorée par Logunov dans [Logl6a] en une borne
polynomiale en A,.

Quant a la borne inférieure, I'une des meilleures estimations connues jusqu’a récemment
affirmait qu’il existe ¢ > 0 tel que

d—3

Hausg1(Ny) > cAn® . (1)

Cette borne inférieure est due a Colding et Minicozzi (J[CM11]), et a été prouvée ensuite
différemment par Hezari et Zelditch dans [HS12] et par Sogge et Zelditch dans [SZ11a].

Récemment, la borne inférieure dans la conjecture de Yau a été prouvée par Logunov
dans [Logl6b].

Domaines nodaux Plutét que de considérer les ensembles nodaux dans X, on peut
considérer leur complémentaire. En particulier, on peut s’intéresser a son nombre de com-
posantes connexes :

#, := nombre de composantes connexes de X \\N,,.

Un théoréme classique dit & Courant ([CH67, Chapitre VI, §6]) affirme que £, < n, et
donc en particulier, par la loi de Weyl, que

tn = O(N?). (2)

Cette borne supérieure n’est en général pas optimale : on sait depuis le travail de
Stern ([Ste25]) qu'il est possible de trouver des fonctions propres du laplacien sur le tore de
valeur propre arbitrairement élevée n’ayant que deux domaines nodaux (voir aussi [Lew77],
[EIJNOT7] et [HL13, Théoreme 2.1.4] pour des résultats analogues concernant les harmoniques
sphériques). Néanmoins, il est conjecturé que génériquement, la borne de Courant doit étre
optimale.
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Par exemple, sur le tore de dimension 2, Buckley et Wigman ([BW15]), en utilisant
des idées de Bourgain ([Boul4]) ont été capables de construire de nombreuses familles (¢;)
de fonctions propres de —A vérifiant A > ¢); pour un ¢ > 0, saturant ainsi la borne de
Courant. Pour prouver ce résultat, les auteurs ont été capables de relier le comportement
local des ensembles nodaux de polynomes trigonométriques aux domaines nodaux d’un
champ aléatoire gaussien isoénergétique, et d’utiliser les outils puissants développés par
Nazarov et Sodin dans ce cadre ([NS09], [NS15]).

Le tore n’est sans doute pas la seule variété ou les domaines nodaux des fonctions
propres se comportent comme celles d’un champ libre gaussien isoénergétique : en effet, il
est conjecturé depuis les travaux de Berry [Ber77]| que les fonctions propres < génériques
> de l'opérateur de Laplace-Beltrami sur des variétés compactes de courbure négative se
comportent selon le « modele des ondes aléatoires >>.E|

Normes LP Par définition, les fonctions ¢, sont normalisées dans L?(X). Comme ces
fonctions sont dans C*°(X), elles sont dans tous les LP(X), et on peut étudier comment
leur norme LP dépend de \,. La borne suivante est due a Sogge ([Sog8§]) :

pnllLe < CpALP), (3)
ou
5()—d(1—i)—1 1M< <
PI=8a ) "1 ¥ am1 =P=
d—1,1 1y . 2(d +1)
e <p< 22T
op) = = (4 2p> Si2sps =T

Ces estimées sont optimales dans le cas ot (X,g) est la sphére S?, pour une base
de fonctions propres bien choisie (cf. [Zel12, §3.2]). Il n’est donc en général pas vrai que
l|pn||Le = O(1). En fait, Toth et Zelditch ont montré dans [TZ02] que si une variété (X, g)
a un flot géodésique intégrable, et qu’il y existe une base de fonctions propres du laplacien
vérifiant ||y, || = O(1), alors (X, g) est de courbure sectionnelle nulle.

0.1.2 Chaos Quantique

Les propriétés que nous avons décrites dans la section précédente dépendent peu des
propriétés de (X, g). En particulier, elles ne dépendent pas des propriétés de la dynamique
classique, c’est-a-dire du flot géodésique sur (X, g).

Toutefois, I’analyse semi-classique nous dit qu’a haute fréquence, la propagation d’un
paquet d’onde par I’équation de Schrodinger ou I’équation des ondes ressemble a I’évolution
par la dynamique classique (ici, au flot géodésique). C’est ce qui explique que 'optique
géométrique soit une approximation valable des équations de Maxwell pour la propagation

3. Les guillemets sont 1a pour indiquer que nous ne chercherons pas a donner une formulation rigoureuse
de cette conjecture
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0.1 Le laplacien sur une variété compacte

de la lumiere a haute fréquence, ou encore que les objets nous entourant nous apparaissent
gouvernés par la simple loi de Newton, et non par la mécanique quantique.

Il est donc naturel de penser que certaines des propriétés semi-classiques des fonctions
propres et des valeurs propres sont liées aux propriétés du flot géodésique sur (X, g). Nous
allons donner des exemples de telles propriétés, dans le cas ou le flot géodésique est chao-
tique.

Dynamique classique Pour tout ¢ € R, nous noterons ® : T*X — T*X le flot
géodésique induit par la métrique g. Lorsqu’aucune confusion n’est possible, nous noterons
par la méme lettre sa restriction ®¢ : S*X — S*X & la couche d’énergie 1, S*X =
{(2,6) € T*X; ], = 1},

On notera Leb la mesure de Lebesgue induite par g sur X, et A la mesure de Liouville
sur S*X. Comme X est compacte, on a Leb(X) < oo et A(S*X) < oc.

Définition. On dit que le flot géodésique ® : S*X — S*X est ergodique si pour tout
ensemble mesurable A C S*X tel que pour tout t € R, ®(A) = A, on a M(A) = 0 ou
AMA) = \NX).

La propriété d’ergodicité peut étre vue comme une propriété de chaos tres faible. Etre
un flot d’Anosov est une propriété chaotique beaucoup plus forte.

Définition 0.2. Soit A C S*X un ensemble compact et invariant par (®'). On dit que A
est un ensemble hyperbolique pour ® si pour tout p € A, il existe une décomposition de
Vespace tangent T,8*X = E; © Ef © Eg, avec E; et ET de dimension d — 1, et Eg de
dimension 1 coincidant avec la direction du flot, telle que

(i) ®'(E5) = Egu(,
(i) 1l existe C > 0 et pu > 0 tels que pour tout p € A :

|d®"v|| < Ce ™™ |lv]|  pour tous v e E; ett>0
|d®v|| > Cett|jv||  pour tous v € E;' ett <O0.

Définition. On dit que ®' : S*X — S*X est un flot d’Anosov si S*X est un ensemble
hyperbolique.

Un flot géodésique d’Anosov est automatiquement ergodique (cf. [Liv04]). Un exemple
important de flots géodésiques d’Anosov est le suivant : si (X, g) est de courbure sectionnelle
strictement négative, alors ®* est un flot d’Anosov. Une preuve de ce fait peut étre trouvée
dans [KH95, §17] ou dans [Ebe01].

Ergodicité quantique Le théoreme suivant, dit d’ergodicité quantique, classiquement
attribué a Shnirelman, Zelditch et Colin de Verdiere([Shn74],[CDVS85],[Zel87]), fait un lien
entre l'ergodicité de (@) et les propriétés des fonctions propres & haute fréquence. Nous
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rappellerons la définition et les propriétés de la quantification de Weyl Op dans I’appendice
A1l

Ce qui est remarquable dans ce théoreme, c’est que bien que nous n’ayons aucune
formule explicite pour les fonctions propres du laplacien, on peut connaitre explicitement
leur limite semi-classique, du moins le long d’une sous-suite de densité un.

Théoréme (Ergodicité quantique). Soit (X, g) telle que le flot géodésique ® : S*X —
S*X soit ergodique. Alors il existe une suite ny de densité IEL telle que pour tout f € C(X),

on ait )
. |?dLeb / dLeb.

Plus généralement, on a pour tout a € C°(T*X) :

1

<OP>\;I€1/2 (a)¢nk7¢nk> — m /*X ad\.

Unique ergodicité quantique Il est naturel de se demander si, dans 1’énoncé théoreme
d’ergodicité quantique, il y a vraiment besoin de ne considérer qu'une sous-suite de densité
1, ou bien si on peut considérer toute la suite des fonctions propres. Autrement dit, on
peut se demander s’il existe des sous-suites exceptionnelles n;, nécessairement de densité
zéro, telles que 'on ait

1
O — n;s ¥n; w(S*X) d ,
On3rlalonsom) = gy [ o

avec p une mesure sur S*X différente de la mesure de Liouville.

Si la seule hypothese faite sur le flot (®!) est qu'il est ergodique, alors de telles sous-suite
exceptionnelles peuvent exister. Par exemple, Hassell et Hillairet ont réussi a en construire
dans le cas d’'un domaine en forme de stade ([HH10]).

Toutefois, si (X, g) est de courbure sectionnelle strictement négative, alors il est conjec-
turé qu’il n’existe pas de sous-suite exceptionnelle de fonctions propres. C’est le contenu de
la conjecture d’unique ergodicité quantique, formalisée par Rudnick et Sarnak ([RS94)) :

Conjecture 0.3. Si (X, g) est de courbure sectionnelle strictement négative, alors on a

(Op2(@)6000n) — 3oz [ _adh
Pour 'instant, les seuls cas ou cette conjecture est connue sont en courbure constante,
dans des cas particuliers de variétés hyperboliques arithmétiques ([Lin06],[Soul0]). Dans le
cas beaucoup plus général de variétés (X, g) telles que le flot (®°) est Anosov, les résultats
les plus proches de la conjecture d’unique ergodicité quantique sont sans doute ceux de
(JANOT7], [Ana08] et [Riv10] en dimension 2).

4. Cest-a-dire telle que lim HEmesmi —
m—r 00



0.1 Le laplacien sur une variété compacte

Ergodicité quantique a petite échelle Une autre direction dans laquelle le théoreme
d’ergodicité quantique pourrait étre amélioré est la suivante : dans quelle mesure peut-on
prendre des symboles a dépendants de n 7 Un exemple typique est le suivant : si r,, est une
suite de réels positifs tendant vers 0 quand n augmente, et si x € X, on note B(x,r,) la
boule géodésique de centre x et de rayon r,. A-t-on alors, au moins le long d’une sous-suite
de densité 1

/ |pn|?dLeb ~p oo Vol(B(z,7y)) ? (4)
B(z,rn)

Pour qu’'un tel résultat puisse étre vrai, il est nécessaire que r, >> A, 12 fn effet,
An 1/2 correspond a la longueur typique d’oscillation de la fonction ¢,, et on ne peut pas
espérer avoir un phénomene d’équidistribution si on ne se place pas a une échelle beaucoup
plus grande. On peut néanmoins formuler la conjecture suivante :

Conjecture 0.4. Soit (X, g) une variété compacte de courbure sectionnelle strictement
négative. Alors pour tout o < 1/2 et tout x € X, on a

/ (6 2dLeb ~pyoo Vol(B(w, Ao%)) -
B(z,A\n %)

Sous cette forme, cette conjecture semble largement hors de portée. Toutefois, Hezari
et Riviere, ainsi que Han ([HR14], [Hanl5]) ont réussi & montrer que sur une variété de
courbure sectionnelle strictement négative, le long d’une sous-suite de densité 1, est vrai
pour 7, > (In(\,)) ™%, ot B > 0 est une constante explicite. C’est donc une amélioration
par rapport a ce que donnerait directement le théoreme d’ergodicité quantique.

Normes LP en courbure négative Si (X,g) est une variété de courbure négative,
certains des résultats de la section précédente peuvent étre améliorés. Par exemple, Hassell
et Tacy ainsi que Hezari et Riviere ont montré ([HT15], [HR14] voir aussi [Sogl6]) que la
borne de Sogge peut étre améliorée d'un facteur logarithmique en A,. Sur les surfaces
arithmétiques, un facteur polynomial peut étre gagné, comme montré par Iwaniec et Sarnak
dans [IS95)].

On peut espérer que sur les variétés de courbure négative, les bornes sur les normes LP
des ¢, peuvent étre améliorées davantage. Par exemple, Sarnak a fait la conjecture suivante

([Sar95]) :

Conjecture 0.5. Soit (X,g) une surface hyperboliquelﬂ. Alors pour tout € > 0, il existe
C: > 0 tel que

[fnllLoe < CEA.

5. C’est-a-dire une surface de courbure constante -1
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0.2 Séries d’Eisenstein et ondes planes tordues

Ce que 'on peut retenir de la section précédente, c’est que :

- Les propriétés des fonctions propres sont souvent mieux comprises dans les cas ou on
a des formules explicites pour les (¢,), comme la sphere ou le tore.

- Les propriétés des fonctions propres sont par certains aspects plus intéressantes sur
les variétés de courbure négative.

Malheureusement, il n’existe pas de variétés compactes de courbure strictement négative
sur lesquelles on connaisse une formule explicite pour les fonctions propres du laplacien. La
solution a ce dilemme ? Enlever I’hypothése de compacité! Pour donner un exemple,
nous allons considérer dans cette section le cas des surfaces hyperboliques.

0.2.1 Séries d’Eisenstein

Surfaces hyperboliques Soit H? le plan hyperbolique, que nous verrons dans le modele
du disque de Poincaré : H? = {z € C;|z| < 1}, muni de la métrique

4dzdz

ds® = ————.
T TRy

H? est alors une surface de courbure constante négative —1, et son groupe d’isométries
préservant 'orientation peut étre identifié a PSLy(R).

Un théoreme classique du a Hopf affirme que toute surface de courbure constante —1
est isométrique & H?\T', ot T' est un sous-groupe discret de PSLy(R) agissant sans point
fixe. (Nous renvoyons le lecteur a [Kat92] ou & [Bor(Q7, chapitre 2] pour une introduction a
la géométrie hyperbolique.)

Les surfaces hyperbolique qui nous intéresseront ici sont les surfaces de Schottky, c’est-
a-dire les surfaces hyperboliques X non compactes dont tous les bouts a I'infini sont de
volume infini. Un exemple d’une telle surface est proposé en figure|ll Si X = H2\T est une
surface de Schottky, on dit que I' est convexe cocompact.

Si I' est un tel groupe, on définit son ensemble limite par

A(D) := {2z € OHZ; 3(v,,) € (T)Vtel que v, - 0 — z}.

Ici, OH? est identifiée au cercle de rayon 1 centré en l'origine, et la topologie est celle de la
métrique euclidienne sur B(0,1).
On note alors 6(I") € [0, 2] la dimension de Hausdorff de A(T") :

d(T") := Hausgim (A(T)). (5)

Séries d’Eisenstein Pour tout £ € 9H2\A(T), et pour tout s € C tel que Rs > 6(I") et

x € H?, on pose :
1—yaf s
Bxee s = 30 (L0
(7:6:%) Afya — €2
~yel’
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0.2 Séries d’Eisenstein et ondes planes tordues

N

FIGURE 1 — Un exemple de surface de Schottky.

Le fait que Rs > §(I") nous assure que cette série converge absolument (voir [GN14]
ou [IN15])). De plus, pour tous # € H?, et v € T, on a Ex(yz;&,s) = Ex(x;&,s). Par
conséquent, Ex(-;&,s) définit une fonction sur X. De plus, on peut montrer que 'on a

—AgEx (€, 8) = s(1 —s)Ex (&, s).

Les Ex(+;€&, s) sont donc des < fonctions propres généralisées du laplacien >. Généralisées,
car elles ne sont jamais dans L?(X). Les séries d’Eisenstein qui nous intéresseront le plus
sont, lorsque §(T") < 1/2, celles correspondant & des valeurs propres réelles positives, c’est-
a-dire pour s € % + i¢R. Nous écrirons donc s = % + %ﬁ

Les séries d’Eisenstein sont donc un exemple de famille de fonctions propres généralisées
du laplacien sur une variété hyperbolique convexe cocompacte, pour lesquelles on a une
formule explicite. En un sens, ce sont des fonctions propres généralisées tres particulieres.
Cependant, les séries d’Eisenstein permettent d’avoir une résolution spectrale explicite du
Laplacien (voir [BorQ7, Chapitre 7]) : ce n’est donc pas un exemple anodin.

0.2.2 Propriétés semi-classiques des séries d’Eisenstein

Bornes uniformes Comme la série définissant Ex(+;&,1/2+1i/h) est absolument conver-
gente pour tout A > 0, on peut montrer facilement que pour tout compact K C X, on a
pour tout h > 0 :

|Ex(-:€,1/2+i/h)|L~x) < Ck,

ou Ck est indépendant de h. Ainsi, en se restreignant & un compact, toutes les normes
LP des séries d’Eisenstein sont bornées indépendamment du parametre spectral h. Ceci

6. h joue ici a peu pres le méme role que \/% dans la section précédente. La limite semi-classique
n
correspond donc ici (et dans la suite de ce manuscrit) au régime h — 0.
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contraste avec les bornes , (ou méme avec la conjecture de Sarnak) dans le cas des
variétés compactes.

Limite semi-classique Dans [GN14], Guillarmou et Naud ont réussi & montrer un
résultat analogue a I'unique ergodicité quantique pour les séries d’Eisenstein. Ils montrent
que si X = H2\I" avec 6(I") < 1/2 et si £ € OH2, alors pour tout A € ¥(X) & support
compact, on a

Illir% (AEx(€,1/2+1i/h), Ex(;€,1/2+i/h)) = / op(a)dve.
- 5*X

Ici, il n’y a pas besoin d’extraire de sous-suite : toute la famille des séries d’Eisenstein
converge vers la méme mesure. En revanche, la mesure v n’est pas la mesure de Liouville :
il s’agit d’une mesure supportée sur un ensemble fractal. Nous rappellerons les propriétés
de cette mesure dans la section [[.2.21

Dans [Munl6], Munroe a étudié le comportement semi-classique de certains des mo-
ments d’ordres supérieurs des séries d’Eisenstein, c’est-a-dire la valeur pour certains p, k
de

lim ; a(z) (Ex(x;6,1/2+i/h) " (Ex(;€, 172+ i/h))" " da.

Lignes nodales Les séries d’Eisenstein étant a valeurs complexes, il n’y a pas de raison
a priori qu’elles s’annulent. Pour observer des phénomeénes analogues aux lignes nodales
sur les variétés compactes, il faut s’intéresser aux zéros de la partie réelle ou de la partie
imaginaire de Ex(-;€,1/2+1i/h). Si K C X est un compact (et & € OH? est fixé), on peut
par exemple considérer

Nk ={z € K;REx(x;§,1/2+1i/h) = 0}.

La preuve de Donnelly et Fefferman ([DF88]) étant purement locale, le fait que X soit
analytique implique directement ’existence de constantes C7, Cy > 0 telles que

C C
71 < Hausq_1 (Nj i) < 72 (6)

Autrement dit, I’analogue de la conjecture de Yau est vérifié pour la partie réelle des
séries d’Eisenstein.

Quant a la borne de Courant pour le nombre de domaines nodaux de REx (x; &, 1/2+
i/h) dans K, un analogue en a été prouvé par Jakobson et Naud ([JN15]), a I'aide d’une
asymptotique sur le nombre d’intersections entre Ny k et une géodésique donnée (voir la
section pour plus de détails).
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0.2 Séries d’Eisenstein et ondes planes tordues

0.2.3 Vers les ondes planes tordues

Nous avons vu que, sous une hypothese sur 6(T'), les séries d’Eisenstein ont de nom-
breuses propriétés sympathiques que n’ont pas forcément les fonctions propres du laplacien
sur une variété compacte : unicité de la limite semi-classique, bornes Lj5 uniformes par
rapport au parametre spectral, estimées sur le nombre d’intersection des lignes nodales de
leur partie réelle avec une géodésique... Pour prouver ces propriétés, la formule explicite
définissant les séries d’Eisenstein comme une série algébrique est tres utile.

Pourtant, il est toujours un peu frustrant d’avoir des résultats ne marchant qu’en cour-
bure constante. Si on perturbe un peu la métrique dans un compact, peut-on encore définir
I’équivalent des séries d’Eisenstein 7 Ces < séries d’Eisenstein perturbées > auront-elles en-
core certaines des propriétés listées ci-dessus ? La réponse que nous apporterons dans cette
these est positive.

Les séries d’Eisenstein sont en fait un cas particulier d’ondes planes tordues. Nous
allons définir et étudier ces ondes planes tordues dans un cadre beaucoup plus général que
celui des surfaces de Schottky, incluant par exemple le cas des perturbations compactes de
I’espace euclidien. C’est d’ailleurs par ce cas particulier, le plus simple et le plus important
en pratique, que nous commencerons notre exposé.

XV



xvi



Table des matieres

[Remerciements| i
[0.1 Le laplacien sur une variété compacte] . . . . . . . . ... ... ... ... v
[0.1.1 Propriétés générales des A, et &, . . . . . . . ..o vi

[0.1.2  Chaos Quantique| . . . . . . . . . . . ... viii

[0.2  Séries d’Eisenstein et ondes planes tordues|. . . . . . . ... ... ... .. xii
02,1  Séries d’Eisensteinl . . . . . . . . . ..o oo xii

[0.2.2  Propriétés semi-classiques des séries d’Eisenstein| . . . . . . ... .. xiii

[0.2.3  Vers les ondes planes tordues| . . . . . ... ... ... ... ... .. XV

[1 Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de RY| 1
(.1 Theoriedela diffusionl . . . . . . . . ... ... oo 1
[1.2  Théorie de la diffusion dans la limite semi-classique|. . . . . . . . . ... .. 6
[1.2.1  Resolvante dans la limite semi-classique] . . . . . ... ... ... .. 7

[1.2.2  Ondes planes tordues dans la limite semi-classique] . . . . . ... .. 8

[1.2.3  Opérateur de diffusion dans la limite semi-classique|. . . . . . . . .. 9

[1.3  Les résultats principaux de cette these| . . . . . . .. ... ... ... . ... 13
[1.3.1 Equidistribution des décalages de phase en présence de capture] . . . 13

[1.3.2  Ondes planes tordues en présence d’un ensemble capté hyperbolique| 14

[1.3.3  Ondes planes tordues en courbure négative] . . . . . . .. ... ... 16

|1.3.4 Nombre de domaines nodaux de la somme de deux ondes planes |

| tordues sur des surtaces de courbure négativel . . . . . . ... .. .. 19
1.4 Vers un cadre plus générall . . . . . . ... .. ... oL 20

|2 Equidistribution des décalages de phase et diffusion piégéel 23
2.1 Dynamique classique| . . . . . . . ... 24
2.2 Formules des tracesl. . . . . . . . .. ... L 25
2.3 Preuve du théoremell 18. . . . . . . . . . ... ... .. L 30

[3 Cadre général de nos résultats sur les ondes planes tordues| 33
[3.1  Hypotheses géométriques pres de U'infini| . . . . . . . ... ... .. ... .. 34
3.2 Hyperbolicite] . . . . . . . . ... 36




TABLE DES MATIERES

3.3 Hypotheses sur la variété lagrangienne entrante| . . . . . . . . . .. ... ..
13.4  Reésultats concernant la propagation de Lof. . . . . . . . .. ... ... ...

[3.4.1 Resultats en présence d’un ensemble capté hyperbolique] . . . . . . .
[3.4.2  Resultats en courbure négativel . . . . . . .. ...
13.5  Pression topologique| . . . . . . .. ... oo oo

13.6  Hypotheses sur les fonctions propres généralisées| . . . . . . . ... ... ..

[3.6.3  Ondes planes tordues sur les variétés hyperboliques pres de l'infini| .
13.7  Reésultats concernant les ondes planes tordues| . . . . . . ... ... .. ...
[3.7.1 Resultats en présence d’un ensemble capté hyperbolique] . . . . . . .
[3.7.2  Reésultats en courbure négative| . . . . . . ... ... L.
[3.7.3  Résumé des hypotheses et résultats principauxl . . . . .. ... ...

Preuve des résultats concernant la propagation de L]

4.1.2 L’application de Poincare| . . . . . . .. ... ... ... .......
[4.1.3  Changements de coordonnées et variétés lagrangiennes| . . . . . . . .
4.1.4  Propagation durant des temps courts|. . . . . .. . ... .. ... ..
4.1.5 Propagation dans les ensembles U] . . . . . . . ... ... ... ...
[4.1.6  Propriétés des ensembles (W )aeca,| - - - - - - o o o o o oL
[4.1.7  Construction et propriétés des ensembles (Wy)aecao| - - - - - o . . ..
[4.1.8  Structure des suites admissibled . . . . . . .. .. .. ... ... ...
[4.1.9  Fin de la preuve du théoreme|3.19] . . . . . . . . .. ... ... ...
[4.1.10 Distance entre les lagrangiennes|. . . . . . . . ... ... ... .. ..

4.2 Reésultats concernant la propagation de Ly en courbure négative,| . . . . . .
[4.2.1 Faits généraux concernant les variétés de courbure négativel . . . . .
[4.2.2 Projection sans caustiques et transversalite] . . . . . ... ... ...

[.1.1 Stratégie de preuve|. . . . . . . . ... e
.1.2 Partition microlocale de I'unite . . . .. ... ... ... ... ...
b.1.3  Décomposition de xfop|. . . . . . ..o Lo
5.1.4 Evolution des états lagrangiens| . . . . . . . ... ... .. ... ...

5.2 Preuve des résultats en courbure négative| . . . . . . . ... ... L.

xviil



TABLE DES MATIERES

[6 Mesures semi-classiques| 109
6.1 Preuve du corollairel3.401. . . . . . .. .. ... 109
6.2 Mesures semi-classiques en courbure négative] . . . . . .. ... ... ... 113

[7  Ensembles nodaux des ondes planes tordues en courbure négative| 119
(7.1 _Une borne inférieure sur la mesure des ensembles nodauxl . . . . ... ... 120
[7.2  Structure a I'infini des ensembles nodaux des ondes planes tordues| . . . . . 124
[7.3  Domaines nodaux d’une somme d’onde planes tordues| . . . . . .. ... .. 129

[7.3.1 Bornes supérieures sur le nombre de domaines nodaux|{ . . . . . . .. 129

[7.3.2  Borne inférieure sur le nombre de domaines nodaux de la somme de

| deux ondes planes tordues sur des surtaces génériques de courbure

| negativel . . . ... L e e 130

7.4 Un critere pour qu'une somme finie d’onde planes sature la borne de Courant{132

¢ iterel. . . . ... 132

[(.4.2 Preuve du théoremel7.15] . . . . . . ... ... ... ... .. .... 135

[7.4.3  Preuve de la proposition [7.17] . . . . . . . ... ... 139

(.5 Preuve du théoremell 28. . . . . . . . .. .. ... .. ... ... . ... . 143
ADPP C

[Annexe A Rappels d’analyse semi-classique| 151

[A.1 Calcul Pseudo-différentiell . . . . . . . . . .. ... oo 151

|A.2  Distributions lagrangiennes et opérateurs intégraux de Fourier|. . . . . . . . 153

|IA.3 Propriétés locales des opérateurs intégraux de Fourier| . . . . ... ... .. 155

|[A.3.1 Le propagateur de Schrodinger comme un opérateur intégral de Fourier|157

|A.3.2 Iteérations d’opérateurs intéraux de Fourier| . . . ... ... ... .. 158

Xix



XX

TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Théorie de la diffusion pour les
perturbations compactes de R4

L’objectif de ce chapitre est de présenter la théorie de la diffusion sur les perturbations
compactes de R?. Il y a plusieurs raisons pour commencer notre exposé par ce cas particu-
lier. Tout d’abord, la théorie de la diffusion y est particulierement simple, et c’est dans ce
cadre qu’il est le plus simple de définir les ondes planes tordues. Comme la quasi-totalité
des résultats présentés dans cette thése sont vrais et non triviaur dans le cas de pertur-
bations compactes de l’espace euclidien, cela nous permettra de formuler assez rapidement
nos résultats sans entrer dans trop de complications techniques. D’autre part, certains de
nos résultats, comme ceuzx du chapitre |9 ne sont vrais que sur les perturbations compactes
de R ; ce chapitre nous permettra d’introduire tous les théorémes bien connus en théorie
de la diffusion dont nous aurons besoin pour leur preuve.

1.1 Théorie de la diffusion

Dans cette section, ot nous allons introduire les principaux objets de la théorie de la
diffusion, h €]0, 00| sera toujours un parametre fixé. Nous étudierons ensuite le compor-
tement de ces objets dans la limite h — 0 dans la section suivante.

Définition 1.1. Soit (X, g) une variété riemannienne compléte. Nous dirons que (X, g)
est euclidienne pres de l'infini au sens ou il existe un compact Xo C X et un compact
X} C R? tels que (X\Xo,g) est isométrique (Rd\X{),geucl).

1. On pourra le plus souvent prendre pour X( une boule suffisamment grande. Ce n’est que dans les
sections et dans le chapitre [2] que nous aurons besoin de choisir précisément les compacts X et
X



CHAPITRE 1 : Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de R?

L’exemple le plus évident (et sans doute le plus important physiquement) d’une telle
variété est RY muni de sa métrique euclidienne. Si (X, g) est une variété euclidienne pres
de Pinfini, on définit sur C*°(X) une famille d’opérateurs, indexée par h €0, co|

Py = —h?Ag+V,

ouV € C*(Xp) est a valeurs réelles.

Résolvante et résonances Si h > 0 est fixé, il existe pour A € C avec SA > 0 suf-
fisamment grande, un unique opérateur Ry : L?(R?) — L?(R?) appelé résolvante, tel
que

(=h*Ag+V + A% o Ry, = Id.

A h fixé, la famille d’opérateurs A — R) j, est holomorphe sur son domaine de définition. De
plus, si on restreint le domaine des opérateurs R) 5, et qu’on élargit leur espace d’arrivée, de
sorte a les voir comme des opérateurs de Lzomp(Rd) dans L2 (R%), alors la famille A — R, ,
s’étend a une famille méromorphe d’opérateurs pour A € C en dimension impaire, ou pour
A appartement au recouvrement logarithmique de C. Les poles de cette famille, qui sont
nécessairement de rang fini, sont appelés les résonances. Par certains aspects, les résonances
peuvent étre vues comme ’analogue des valeurs propres des opérateurs de Schrédinger, dans
le cas ou la variété de base X n’est pas compacte.

Les résonances sont sans doute I'un des aspects les plus fascinants et les plus étudiés
de la théorie de la diffusion (voir par exemple [DZ], un ouvrage récent qui leur est dédié),
et en particulier dans le cas des systemes possédant un ensemble capté hyperbolique (voir
par exemple [Nonll] pour un état des lieux récent).

Pourtant, les résonances sont presque absentes de ce travail, et nous nous intéresserons
principalement a la théorie de la diffusion <« sur ’axe réel > ; c’est-a-dire que nous consi-
dérerons presque exclusivement des parametres spectraux A sur ’axe réel. Dans le cas ou
A =1, auquel on se ramenera le plus souvent, on notera simplement Ry, := R j.

On peut montrer ([Mel95, Proposition 2.1]) que pour tout A > 0, et pour tout A €
R\{0}, A n’est pas une résonance de P.

Ondes planes tordues Avant de définir les ondes planes tordues, nous avons besoin de
définir les fonctions sortantes, au moyen de la proposition suivante (cf. [Mel95], Proposition
2.4]) :

Proposition-Définition 1.2. Soit (X, g) une variété euclidienne prés de linfini, et soit
f e C>®(X). Fizons h > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Il existe une fonction g € C°(X) telle que

[ = Rng.

g est alors unique.



1.1 Théorie de la diffusion

(i)

0 i
: (d-1)/2(_ < _ ° —
(i4i) En écrivant, pour x € RN\ Xy, » = |r|w, avec w € ST, on a
_ eilal/h|p=3(@-D) 1
f(jz|lw) =e |z| "2 (u(w)+0<|x’)>, (1.2)

ot u € C(S471).
Si l'une des conditions ci-dessus est vérifiée, on dira que f est une fonction sortante.
Dans la définition suivante, on identifie la sphere S=! & {w € R%; jw| = 1}.

Proposition-Définition 1.3. Soit w € S* ! et h > 0. Il existe une unique fonction
En(-,w) € C®(X) solution de
(Pr — DEp(,w) =0
telle que l'on a
BEy(z,w) = e™/" 4 f(x)  pour tout x € X\ X,
ot f est une fonction sortante au sens de la Proposition-Définition . La fonction Ep(-;w)
s’appelle alors I’onde plane tordue de direction w.

Démonstration. Pour lexistence, on prend y € C°(X) valant 1 pres de X. On pose alors

EY(z;w) := e siz e X\Xp, 0 sinon,
Fh = _[P}MX}Eg(’W) = _[h2A7X]E}01('aw)7

ou la derniere égalité vient du fait qu’on a supposé que suppV C Xg. F} est alors dans
C2°(X), donc on peut bien définir

(1.3)

E}(w) := RyFy. (1.4)
On pose alors
En(z;w) = (1 — ) E(2;w) + B} (x;w). (1.5)
La fonction Ej s’écrit bien, en dehors de X, comme la somme d’une onde plane et
d’une fonction sortante. Vérifions que Fj, est bien une fonction propre de P,. On a
(P, —1)Ey, = (P, — 1)E) + [P, — 1,X]E) + (P, — 1)Ry, F},
= [Ph7X]E2+Fh
=0.
Vérifions maintenant 'unicité de la fonction vérifiant ces conditions. Supposons qu’il
existe g} et g7 avec (P, — 1)g}, = 0 pour i = 1,2, et g} s’écrit comme somme d’une onde
plane et d’une fonction sortante. La fonction gy := g}L — g,zl est alors une fonction propre

sortante de Pj. 1 serait alors une résonance de l'opérateur P, ce qui contredit le fait
mentionné plus haut que Ry, n’a pas de podles non nuls sur ’axe réel. O

3
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Real part of the scattered field Real part of the total field
10 10

5
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FIGURE 1.1 — La partie réelle de E,i et de Ej pour la diffusion par trois obstacles circu-

laires. Ici, w va vers la droite, et h = 2m. Cette simulation a été réalisée sous Octave (cf.

[EBHWT5H]), grace au package u-diff (cf. [TACATH]).

10

Les ondes planes tordues seront les personnages principaux de cette these, et c’est sur
elles que porteront la majeure partie de nos résultats (voir sectionset. Un calcul
numérique d’ondes planes tordues est présenté dans la figure dans le cas, assez peu
différent du notre, de diffusion par des obstacles.

Par soucis d’exhaustivité, rappelons une derniere définition des ondes planes tordues,

dont la preuve peut étre trouvée dans [DG14], §6]. Notons Ry (x,2’) le noyau intégral de
l'opérateur Ry. On a :
d—

Ep(z,w) = 2ih( — 2i7rh)71 lim [r(d_l)/Qe"/th(x, rw)}.

r—00
Amplitude de diffusion D’apres (1.2)), on sait que I'on peut écrire pour z € X\ X :

. : 1o 1
Eh(|x|w,w/) — plTw /h+€1|z|/h|x|—é(d 1) (a(w,wl,h)-l-O(m))

Il est en fait possible de retrouver a(w;w’, h) & partir de E}L, comme le dit le lemme suivant,

qui est inspiré de [PZ01, §2] (ou encore de [Ale05]).

Lemme 1.4. Soient w,w’ € S¥1. Soient x1,x2 € CX(X) telles que x1 = 1 sur X et
x2 = 1 sur le support de x1. On a alors

a(w; e, h) = can /X 5 ([Sh2A, o) Ru[—H2A, B, o)) (@)de,  (L6)

ol cqp = %<%>(d—3)/2<%)(d+1)/2.



1.1 Théorie de la diffusion

Autrement dit, en prenant x = x1 dans , et en définissant E,%b comme dans ,
on a

a(w; !, h) = can / B9 (@, w3 ) [ W2, xo EL( s ) de
X

Remarquons que [h2A, x2]E}(-;w'; h) est ici supportée dans un compact & Pextérieur
de Xy : on n’integre donc que sur un domaine borné dans la partie euclidienne.

Démonstration. On prend x = x1 dans (1.3), et on définit E}L comme dans ([1.4). On a
alors
(WA = 1)(1 — x2)Ef = [B?A, xo) EL + (1 — x2) P EL
= [h*A, x2] Bj + (1 = x2)[h*A, x1] B},
= [h2A7X2]E}1L7

car (1 —x2) et [h?A, x1]EY sont a supports disjoints. Comme E} vérifie les hypotheses de
la Proposition (1 — x2)E} les vérifie aussi (cela se voit facilement grace a la condi-
tion (1.1)). Comme, d’autre part, dans I’équation ci-dessus, les fonctions considérées sont
supportées sur (X\Xo) = (R X)), on peut & chaque terme de I’équation appliquer la
résolvante libre sur R, notée R) = (—h%2Aouq — 1)71. On en déduit que

(1 —x2)EL = RY[A*A, x2] E}. (1.7)
La preuve du lemme découle alors du lemme suivant, dont la preuve est identique a
celle de la Proposition 1.1 de [Mel95], ou du Théoreme 3.5 de [DGI14]. O
Lemme 1.5. Soit f € C°(R%). On a
. 1 /1 \d=3)/2 /1N (@d+1)/2 / .
0 _ ilz|/h) L (=d+1)/2 = (= - _
Ry f(Jofw) = e/t 4022 ()T )T (fmw/) ), (1)

ou

o O(é,), Vi, < h—lo(i)

|z
Remarquons que, dans la preuve de [Mel95], il est montré que
1/ 1\d/1\d . A
0 Y - t|z|w-0/h o
Rel) = 5 (52) () [ e fu-oman+ ke (19

ou R, € S et Ry, = O(h™) dans toutes les semi-normes sur S, et ou ¢_,, est supportée
sur un petit voisinage de —w. Par la formule de phase stationnaire avec |2|~' comme petit
parametre, on retrouve immédiatement . L’équation sera utile par la suite, quand
on considérera des fonctions f, dépendant du parametre semi-classique h.

Le lemme nous assure que a(w;w’, h) dépend de fagon C*° (et méme analytique) de
w et de w' (et aussi de h > 0). On notera donc plutot

ap(w,w) = a(w;w', h),

et on appellera la fonction ay, ’amplitude de diffusion.

5



CHAPITRE 1 : Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de R?

Opérateur de diffusion A partir de I'amplitude de diffusion, on définit 1’opérateur de
diffusion Sy, : L*(S?) — L*(S%) comme étant 'opérateur de noyau intégral ap(w,w’) +d, o
Autrement dit, ap(w,w’) est le noyau intégral de Sj, — Id. Comme ay, est lisse, Sy, — Id est
un opérateur a trace.

On peut montrer (cf. [DZ, Théoreme 3.40]) que Sj est un opérateur unitaire. Par
conséquent, pour tout h > 0, Sy a un spectre discret inclus dans le cercle unité et ne
s’accumulant qu’en 1. Nous discuterons des propriétés de ce spectre a la limite h — 0 dans
le chapitre

L’opérateur de diffusion posseéde une interprétation assez simple. On peut montrer (cf.
[Mel95, §2.7]) que pour tout ¢, € C*°(S41), il existe une unique solution a (P, —1)u =0
telle que, pour tout = € (X\Xo) = (RN\Kp) :

() = ‘x|f(d71)/2(efi|z|/h¢m(w) " 6i|x|/h¢0ut(_w)) + O(|z| 4D/,
L’opérateur de diffusion est alors donné par
Sh(¢in) 1= €™V,
Cette normalisation est choisie de telle sorte que, lorsque (X, g) = (]Rd, 9Euc) €t V =0, on
a Sy, = Id pour tout h > 0.
1.2 Théorie de la diffusion dans la limite semi-classique

Par bien des aspects, le comportement de la résolvante, des résonances, des ondes planes
tordues et de l'opérateur de diffusion dans la limite semi-classique est lié a la dynamique
classique associée. Introduisons donc quelques définitions de dynamique classique avant
d’énoncer les principaux résultats sur le sujet.

Dynamique classique Dans toute la suite, nous noterons p(z, §) = |§\3+V(w) TrX —
R le hamiltonien classique, qui est le symbole principal de Pj. Nous écrirons £ pour la
couche d’énergie 1 :

E={{(z,§) e T"X;p(x,§) = 1}.

On écrira aussi ®!(p) pour le flot hamiltonien induit par le hamiltonien p. Les ensembles
sortant et entrant sont définis comme

%= {p &, tels que ®'(p) demeure dans un ensemble compact pour tout F ¢ > 0}.
L’ensemble capté est 'ensemble compact

K=Ttnr".



1.2 Théorie de la diffusion dans la limite semi-classique

1.2.1 Résolvante dans la limite semi-classique

On a vu dans la section précédente que la résolvante Ry était bien définie comme
un opérateur de L%oc dans L(Q:omp' En particulier, si x € C2°, alors 'opérateur xRpx est
borné de L?(X) dans L?(X). Il est souvent important de comprendre comment la norme
de lopérateur xRpx dépend de h. Sans aucune hypothese sur la dynamique classique, le

meilleur résultat que 'on puisse espérer est le suivant, dii a Burq et généralisé par Vodev.

Théoréme 1.6 ([Bur02a],[Vod00]). Soit x € CX(X). Il existe C1,Cay > 0 tels que pour
tout h €]0,1], on ait

Co
IXRrx|lL2—p2 < Cren .

En pratique, ce résultat est souvent difficile & utiliser. En effet, en analyse semi-classique
(dans un cadre C*°), on travaille généralement & un reste d’ordre O(h*>) pres. Hélas, la
borne de Burg-Vodev sur la résolvante ne nous garantit pas que quand on applique la
résolvante a un terme d’ordre O(h°°), on obtienne un O(h*)... Un cadre beaucoup plus
agréable est celui ou la résolvante est bornée polynomialement, au sens de la définition
suivante.

Définition 1.7. On dit que Rj, est bornée polynomialement s’il existe s > 0 tel que pour
tout x € C°(X), il existe C > 0 tel que

C
IxRuxlz o < 1o

Pour avoir des estimées polynomiales sur la résolvante, il faut typiquement faire des
hypotheses sur la dynamique classique. Par exemple, si K = (), on a I’estimée suivante.

Théoréme 1.8. Si K = 0, alors

C
IxRrx|lp2—r2 < W

Ce résultat semble étre connu depuis assez longtemps (au moins depuis les travaux
de Lax et Philips, cf. [LP90]). Une preuve peut étre trouvée dans [Bur02b], ainsi que des
références sur les versions successives du résultat.

En fait, on ne peut pas se passer de I'’hypotheése que K = ) dans le résultat précédent.
En effet, Burq, Bony et Ramond ont montré le résultat suivant.

Théoréme 1.9 ([BBR10]). Si K # 0, alors on peut trouver x € C°(X) telle que

C|log hl

N

Notons dans le théoreme précédent, le support de x doit intersecter la projection de
K sur X. Au contraire, si le support de x est loin de la région d’interactions, les estimées
deviennent analogues au cas ol ’ensemble capté est vide, comme le dit le théoréeme suivant,
dia a Burq.

IXRrx|lL2—r2 >
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Théoréme 1.10 ([Bur02a)). Il existe Ry > 0 tel que que pour tout Ra > Ry, il existe
C > 0 telle que pour tout h €]0,1], on ait

= Q

11, <|z|<ro Br1 R, <|a|<Roll L2512 <

Dans toute la suite, nous travaillerons avec un ensemble capté non vide, mais hyperbo-
lique.

Le cas ou K est hyperbolique. Rappelons que la notion d’ensemble hyperbolique a
été donnée dans la Définition[0.2] On peut faire la conjecture suivante sur le comportement
de la norme de la résolvante dans le cas ol 'ensemble capté K est hyperbolique.

Conjecture 1.11. Supposons que K soit un ensemble hyperbolique pour (®'). Alors Ry,
est bornée polynomialement, au sens de la définition[1.7

Un cas particulier important de cette conjecture a été prouvé par Nonnenmacher et
Zworski, celui ou la pression topologique de la moitié du jacobien instable, notée P(1/2)
est négative. La définition de la pression topologique sera donnée dans la section [3.5] Notons
qu’en dimension d = 2, cette hypothese est équivalente a demander que la dimension de
Hausdorff de K soit strictement inférieure a 2. Cette hypothese est une maniere quantitative
de dire que « la dynamique est plus instable que complexe >.

Théoréme 1.12 ([NZ09]). Supposons que K est un ensemble capté hyperbolique, et que
P(1/2) <0, avec P comme dans ([(3.23). Alors pour tout x € C°(X), il existe C > 0 telle
que

Cllogh
IXxBrx|lp2mr2 < Izgl.

On peut montrer que la conjecture [1.11| reste vraie si la pression topologique est nulle :
c’est ce qu'ont montré Petkov et Stoyanov dans [PS10]. Toutefois, il semble difficile d’ob-
tenir par leurs méthodes, basée sur des estimées de Dolgopyat, une valeur explicite pour
€0-

1.2.2 Ondes planes tordues dans la limite semi-classique

Le théoreme suivant est le résultat principal de [DG14], et donne une description des
mesures semi-classiques associées aux ondes planes tordues sous des hypotheses dynamiques
treés faibles. Ce théoreme est évidemment a rapprocher du théoreme d’ergodicité quantique

de l'introduction. Rappelons que la définition de \Ifzomp et de oy, est redonnée dans ’ap-

pendice



1.2 Théorie de la diffusion dans la limite semi-classique

Théoréme 1.13 ([DG14]). Supposons que K est de mesure de Liouville nulle. Alors pour
presque tout w € S?1, il existe une mesure de Radon p, sur S*X telle que pour tout
A e U (X) a support compact, on a

. -1 . . _
}]lli)%h H<AE)\h( ;w), Exn( aw)>L2(X) / L1, (S4=1x[1,1+h])

ah(A)de‘
S*X

Remarquons que, Ej, étant définie par , il n’y a a priori pas de raison pour que
(En(+;w)) soit bornée uniformément par rapport a h dans L2, . En effet, si le terme EY ne
pose pas de probleme a cet égard, le terme E,ll défini dans est construit a partir de la
résolvante, et nous avons vu que les estimées semi-classiques disponibles sur la résolvante
dépendent de maniere tres fine de 'ensemble capté K, et pas uniquement du fait que K
soit de mesure nulle. C’est donc une partie importante du travail de [DG14] que de montrer
que dans ce cas, lorsqu’on integre les ondes planes tordues sur toutes les directions w, et
surtout, sur un intervalle d’énergies de taille h, on obtient bien un objet borné dans Ll20(:
uniformément en h.

La mesure p,, intervenant dans 1’énoncé du théoreme a une interprétation classique
assez simple. La mesure semi-classique associée au terme (1 — x)EP(-;w) dans est
simplement |1 — X(x)\Qd:ré{g:w}. Pour obtenir la mesure p,,, on propage cette mesure par
le flot (®%), et on prend la limite en temps long. Plus précisément, on peut montrer que
pour presque tout w € ST, la limite tli}rgo(ét)*ﬂl — x(x)|Pdade,y) existe, et que cette

mesure est alors égale a du,,.
1.2.3 Opérateur de diffusion dans la limite semi-classique
Les propriétés de 'opérateur de diffusion dans la limite semi-classique sont tres liées a

la relation de diffusion, que nous introduisons maintenant.

Relation de diffusion Puisqu’en dehors de X, les trajectoires de ®! sont simplement
des lignes droites, on a que pour tous w € S 1, et n € wt C R? il existe un unique
Pwy € E tel que

7x (2" (pw,y)) = tw + 1 pour ¢ suffisamment petit. (1.10)

Ici, w est la direction entrante, et n est le parameétre d’impact. Dans la suite, nous
identifierons
{(w,n);westnew}2Tst

On rappelle que le compact Xy C X a été introduit dans la définition et que V est
supporté dans Xg. On définit la région d’interaction par

T :={(w,n) € T*S%! ;3 € R tel que 7y (®"(puwn)) € Xo}

9



CHAPITRE 1 : Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de R?

7x (2 (puy) =/t — 1) + 1.
pw‘.l]

n T /

Origine

FIGURE 1.2 — La relation de diffusion «.

Par compacité de Xy, Z est compact.
Si puy & T, alors il existe w’ € ST71 7/ € () LC R? et ¢/ € R tels que pour tout ¢
suffisamment grand, on a

7x (2 (pun)) = ' (t—1t') + 1.

La relation de diffusion, ou application de diffusion est alors définie par k(w,n) =
(W', "), comme représenté sur la Figure
On définit I’ensemble entrant a l’infini par

™= {(w,n) € T*(S); pu, €T}
De méme, on définit 1’ensemble sortant & Uinfini T C T*(S1) par :
(W,n) eTt o 3(x,&) e I'T; ®(x, &) = tw' + 1/ pour t assez grand.

Remarquons que I'F sont des ensembles compacts de T*S% 1, car si 1 est suffisam-
ment grand, une trajectoire ayant pour parametre d’impact 1 ne rencontrera pas la région
d’interactions, et ne pourra donc pas étre piégée.

La relation de diffusion peut alors étre vue comme une application

g T*SEINDT — TSN,

On peut montrer que c¢’est un symplectomorphisme pour la forme symplectique canonique
de T*S%! (voir par exemple [Gui77]).

10



1.2 Théorie de la diffusion dans la limite semi-classique

L’opérateur de diffusion comme un opérateur intégral de Fourier semi-classique
La définition et les propriétés des opérateurs intégraux de Fourier seront rappelées dans
I'annexe : nous invitons le lecteur a s’y référer pour comprendre les notations que nous
utilisons.

Le théoréme suivant, di a Alexandrova ([Ale05, Theorem 5]), affirme que microlocale-
ment en dehors de I, Popérateur de diffusion peut étre vu comme un opérateur intégral
de Fourier associé a k. On peut aussi trouver un résultat analogue dans [HWO08] dans un
cadre géométrique plus général, mais sous I’hypothese que K = ().

Théoréme 1.14 (Alexandrova 2005). (i) Soit (w,n) € T*S*\I'~. Si U est un voisi-
nage owvert de (w,n) dans T*S*! wintersectant pas T~, et soit A € ToP(SA7Y) tel que
WEF,(A) CU. On a alors S, A € I (K|y).

(ii) Sy est microlocalement égal a l'identité en dehors de la région d’interactions au

sens swivant. Si a € SO (S1) est tel que a = 1 prés de I, on a alors

|(Sp — Id)(Id — Oph(a))HLQ(Sd—1)_>L2(Sd—1) = O(h™). (1.11)

Le spectre de 'opérateur de diffusion Nous avons vu précédemment que pour tout
h > 0, S, — Id était un opérateur a trace, et que Sj était un opérateur unitaire. En
particulier, le spectre de Sj, est constitué de valeurs propres situées sur le cercle unité, et
ne s’accumulant qu’en 1. On peut donc identifier le spectre de Sy, a une suitelﬂ (ePrn)en
convergeant vers 1. Ces valeurs propres sont parfois appelées les décalages de phase.

Pour étudier le comportement du spectre de S;, dans la limite semi-classique, il est
naturel d’introduire une mesure s, sur S' définie par

(on, f) = 2rh)=1 D f(etn),

neN

pour toute fonction continue f : S' — C. Cette mesure n’est pas finie, mais (i, f) est
finie des que 1 n’est pas dans le support de f.

L’un des principaux résultat sur le comportement de pj, dans la limite h — 0, est di
a Gell-Redman, Hassell et Zelditch ([GRHZI5]). Les auteurs font I’hypothese que

= =. (1.12)

Sous cette hypothese, & : T*S?! = T*S?! est un difféomorphisme, et on peut définir
k! pour tout | € Z.
Pour tout I € N\{0}, ’ensemble suivant est alors bien défini

Jtl = {(wvn) € I; /il(wﬂ?) = (Wﬂ?)}-

2. Le choix de cette suite n’est pas canonique, et ne jouera pas d’autre role par la suite que de simplifier
un peu quelques notations.

11



CHAPITRE 1 : Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de R?

La seconde hypothese de [GRHZ15] est une hypothése de déviation, qui affirme que
vl € N\{0}, Vol(F;) =0, (1.13)

ot Vol désigne la mesure de Liouville sur 7*S% 1.

Cette hypothese dit que la plupart des trajectoires classiques qui interagissent avec
le potentiel ou la perturbation métrique sont effectivement déviées. Dans [GRHZI5], les
auteurs travaillent dans le cas ott (X, g) = (R grua), et ott Xo = supp(V), et ils font la
conjecture que cette hypothese est vérifiée pour un potentiel V' générique. Remarquons que
pour que cette équation soit vérifiée, il faut choisir Xy soigneusement dans la définition
: 81 X est choisi un peu plus gros, cette condition ne sera plus vérifiée.

o
Nous faisons la conjecture que si V' = 0 et si (Xp,g) est de courbure strictement

négative, alors cette hypothese est vérifiée, ou Xy désigne l'intérieur de Xj.

Théoréme 1.15 ([GRHZI15]). Supposons que la variété (X, g) et le potentiel V' sont tels
que et sont vérifiées. Soit f : S' — C une fonction continue telle que
1 ¢ suppf. On a alors

_ Vol(Z)

2
. 0
Lim (up, f) = — ; f(e?)db.

Ce théoreme a le corollaire suivant, qui décrit 'équidistribution des décalages de phase

Corollaire 1.16. Soient 0 < ¢1 < ¢ < 2w deux angles, et soit Ny(¢1,¢2) le nombre de
valeurs propres €Pnn de Sy avec ¢ < Bhn < @2 modulo 2w. On a alors, sous les hypotheses
du théoréme précédent :

¢2—¢1.

}lgr(l)(%h)d*lNh(él, ¢2) = Vol(I) 9r

Pour prouver ce corollaire, il suffit d’approcher la fonction indicatrice 114, 4, par des
fonctions continues, et d’utiliser le théoreme précédent.

Remarque 1.17. La constante Vol(Z) apparaissant dans le théoréme semble dépendre du
choix de Xy, qui est arbitraire. En fait, la condition nous impose de prendre Xg le
plus petit possible. Par exemple, si (X, g) = (R%, geue), alors il faut prendre Xo = Vol(T).

Si 'V est radial, de sorte que supp(V) = B(0, R) C RY, alors pour chaque w, (w,n) sera
dans T si et seulement |n| < R. La constante Vol(T) est alors égale au volume de la boule
de dimension d — 1 et de rayon R, que multiplie le volume de la spheére de rayon d — 1 et
de rayon 1, soit % Si 'V n’est pas radial, il n’est en général pas facile d’obtenir une
expression pour Vol(Z).

L’étude de la distribution des valeurs propres de 'opérateur de diffusion remonte aux
années 80 ([BY82], [BY84], [SY85]). Plus récemment, dans le régime (non semi-classique)
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1.3 Les résultats principaux de cette thése

des hautes énergies, la distribution des décalages de phase a été étudiée dans [BP12], puis
dans [BP13] et [Nakl4] pour des hamiltoniens plus généraux. Dans la littérature physique,
voir aussi [DS92] pour le cas de la diffusion par des obstacles.

Dans un cadre semi-classique, ’équidistribution des décalages de phase a été prouvée
pour la premiere fois dans [DGRHHI14] pour les potentiels & symétrie sphérique. Elle a
aussi été étudiée dans [GRHI5| pour les potentiels & longue portée, sans hypotheéses sur
la dynamique classique sous-jacente. Dans [ZZ99], les auteurs obtiennent des résultats
beaucoup plus fins sur la distribution des décalages de phases dans la limite semi-classique
pour une famille de surfaces de révolution.

Ce résutat est semblable au résultat d’équidistribution des valeurs propres de la trans-
formée de Cayley de 'opérateur Dirichlet-Neumann obtenu par Hassell et Ivrii dans [HI15].

1.3 Les résultats principaux de cette these

1.3.1 Equidistribution des décalages de phase en présence de capture

Nous avons vu dans la section que le théoreme avait été prouvé dans
[GRHZ15] sous I'hypothese qu’il n’y a pas de directions captées. En fait, en adaptant
un peu les méthodes de [GRHZI5|, on peut se passer de cette hypothese, et supposer
seulement que

Vol(TF) = 0. (1.14)

Cette hypothese est tres faible : comme nous le verrons dans le chapitre [2] elle est

vérifiée des que le niveau d’énergie £ est non-dégénéré, au sens ou

Vpe &, dyp#0. (1.15)

Cette hypothese peut donc étre vérifiée méme dans des situations ol 'ensemble capté
est de mesure strictement positive, comme dans le cas du <« puits dans lisle >, du moment
que la composante connexe de I'* allant & 'infini est de mesure nulle.

Nous avons aussi besoin d’une hypothese de déviation analogue a (|1.13f), qui s’écrit ici

vl € N\{0}, Vol({(w,n) € Z; k' (w, n) est bien défini et x!(w,n) = (w,n)}) =0, (1.16)

ot Vol désigne la mesure de Liouville sur 7*S%!. Nous donnerons plus de détails sur le
domaine de définition de ! dans la section [2.1]

Théoréme 1.18 ([Ingl6]). Supposons que la variété (X, g) et le potentiel V' sont tels que
et sont vérifices. Soit f : S' — C une fonction continue telle que 1 ¢ suppf.

On a alors @ )
. Vol(Z 4 "
1 = "Ndo.
L (pp, f) o ), f(e”)

On peut évidemment déduire de ce théoreme ’analogue du corollaire Ce théoreme
sera prouvé dans le chapitre
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CHAPITRE 1 : Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de R?

1.3.2 Ondes planes tordues en présence d’un ensemble capté hyperbo-
lique

Hypothése de transversalité Les propriétés de 1'onde plane tordue Ejp(z;w) sont
reliées aux propriétés de la variété lagrangienne

A, = {(z,w);z € R\NX)} = {(z,w);z € X\Xo} C E. (1.17)

Nous aurons besoin de faire ’hypothese que A, est transverse aux variétés stables, dans
le sens suivant. L’ensemble capté K étant un ensemble hyperbolique, chaque point p € K
admet une (€)-variété fortement stable locale W™ (p), tangente & E ", définie par

We(p) = {0 € &d(®@'(p), ®'(p')) < e pour tout ¢ > 0 et Tim d(P' (o), '(p)) = 0},
—+00
ou € > 0 est un petit parametre.
On demande que w soit telle que, pour tout p € K, pour tout p’ € A, pour tout ¢ > 0,
et pour e suffisamment petit, on a

(®'(p) € W (p)) = W (p) et ®'(A,,) s’intersectent transversalement en ®'(p'),
(1.18)
c’est-a-dire que
Tq;.t(pl)Aw ©® T@t(p/)Wef (p) = T@t(p/)g. (1.19)

Remarquons que (|1.19) équivaut a Tt () Aw N Tor ()W (p) = {0}.

Ondes planes tordues Notre résultat principal peut se résumer ainsi : en supposant
que l’ensemble capté K est hyperbolique, que la pression topologique P(1/2) que nous
définirons dans la section [3.5] est strictement négative et que A, vérifie la condition de
transversalité ci-dessus, alors au voisinage de tout point p de K, 'onde plane tordue E(-;w)
peut s’écrire, a un reste négligeable pres, comme une somme infinie, mais convergente,
d’états lagrangiens. Ces états lagrangiens sont associés a des lagrangiennes qui peuvent
toutes se projeter sans caustiques sur la variété instable en p. De plus, les symboles des états
lagrangiens intervenant dans la somme décrivant Ej,(-;w) voient leur norme L? décroitre
exponentiellement avec I'indice de sommation.

Sous les hypotheses sus-mentionnées, ce résultat donne donc une description explicite
des ondes planes tordues dans la limite semi-classique, ce qui est beaucoup plus précis que
la description des mesures semi-classiques associées comme dans [DG14].

Plus rigoureusement, tout ceci s’écrit :

Théoréme 1.19 ([Ingl5a]). Supposons que K est un ensemble hyperbolique, vérifiant
P(1/2) <0, et que w € S¥! est tel que soit vérifiée. On peut alors construire :
— un ensemble fini de points (pp)ren, C K ;
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1.3 Les résultats principaux de cette thése

— une famille (Ily)pep, d’opérateurs pseudo-différentiels microlocalement supportés
dans des petits voisinages des py, tels que ZbeBl II; = I microlocalement dans un
voisinage de K dans T*X ;

— pour tout b € By, un systeme de coordonnées symplectiques (yP*,n"*) dans un voi-
sinage de pp ;

— une famille (Up)pep, d’opérateurs intégraur de Fourier quantifiant la changement
de coordonnées symplectiques Ky : (,§) — (yPo,nP), tels que le résultat suivant soit
uras.

Pour tous r > 0, £ > 0, il existe M, > 0 tel que l'on ait lorsque h — 0 :

[ M| log hl]
(UL EL(5w) (™) = > Y eol™d/hay, (7w h) + R, (1.20)
n=0 Beén

ot ¢, appartient @ C°(RY), et ot agy € SOMP(T*Y) est un symbole classique au sens de
la définition . Chaque ¢gp est défini dans un voisinage du support de agy. L’ensemble
B, sera construit comme un ensemble de mots de longueur environ n sur un alphabet fini,
de sorte que son cardinal croit exponentiellement avec n.

Quand h — 0, on a

Rl ce = O(R").
Pour tous £ € N, € > 0, il existe Cy telle que
D llagplloe < Coeem™0/2F), (1.21)

BeBn

Remarquons que ’hypothese sur P(1/2) nous assure que le terme de gauche dans ([1.21))
décroit exponentiellement quand n — oo. On peut utiliser cette propriété pour déduire le
corollaire suivant.

Corollaire 1.20. On fait les mémes hypothéses que dans le théoréme [1.19 Soit x €
CX(X). Il existe alors une constante Cy indépendante de h telle que pour tout h > 0, on

a
IXEn(5w)ll2 < Cy.

Mesures semi-classiques 1l est possible d’utiliser le théoreme [1.19| pour décrire la me-
sure semi-classiques associées a la famille Fj (-, w). Dans le corollaire suivant, m, désigne le
symbole principal de 'opérateur Il introduit dans le théoreme [1.19

Corollaire 1.21. On fait les mémes hypothéses que dans le théoréme [1.19. Il existe une
constante 0 < ¢ < 1 telle que pour tout fonction x € C°(X), il existe des fonctions egp
pourn € N, € B, et b € By telles que pour tout a € C(T*X), on a

<Oph(7rga)th, xER) = / a(z,v)dpwpy (2, v) + O(h°),
* X
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dﬂw,b,x(“b (Y, n™)) Z Z faox (¥’ 5{77% 3¢Jn(ypb)}dypb
n=0 pBeBb,

Les fonctions fgp vérifient une estimée de décroissance exponentielle analogue a .

Nous donnerons une preuve de ce corollaire dans le chapitre [6] Nous verrons alors que
les fonctions e, g, peuvent étre construites a partir des a% »(y??), c’est-a-dire des symboles
principaux des agp(y”) (au sens de la définition |A.1]).

Les mesures ,,p,, sont reliées aux mesures fi, apparaissant dans le théoreme :on
a

At x (2, 0) = X ()73 (2, ) dpp (2, ).
On a vu dans la section [1.2.2{que I'on avait du, = tlim (@) (|1 —x(2)Pdzb¢_,y). Dans
— 00

le contexte de la section [1.2.2] cette convergence n’avait lieu que pour presque tout w €
S%1. Ici, la convergence a lieu pour tout w € S¢~1 vérifiant 'hypotheése de transversalité :
ceci provient du fait que quand I’ensemble capté est hyperbolique, on a toujours P(1) < 0
(cf. [Nonlll §2.2]).

1.3.3 Ondes planes tordues en courbure négative

Les résultats de la section précédente peuvent étre améliorés si ’on suppose que V = 0,
de sorte que ® est le flot géodésique, et que (X, g) est de courbure sectionnelle négative ou
nulle. Par exemple, on peut montre que ’hypothese de transversalité est toujours vérifiée
sous ces conditions :

Proposition 1.22. Soit (X, g) une variété euclidienne prés de linfini, de courbure sec-
tionnelle < 0. On suppose que le flot géodésique sur (X,g) posseéde un ensemble capté
hyperbolique. Alors pour tout w € S~1, est vérifiée.

Enongons maintenant notre résultat principal sur les ondes planes tordues en courbure
négative. Ce théoréme est analogue au théoréme La principale différence est que les
états lagrangiens obtenus dans la décomposition de Ej, correspondent & des lagrangiennes
qui peuvent toutes se projeter sans caustique sur la variété de base X. Ceci peut sembler
une amélioration assez anecdotique du théoreme , mais elle permet de montrer de meilleures
estimées sur les ondes planes tordues (Corollaire , un phénomene d’équidistribution,
et une estimée sur la mesure de Hausdorff des ensembles nodaux (voir les corollaires suivant
le théoréme).

Théoréme 1.23. [Ing15b] Supposons que (X, g) soit une variété euclidienne prés de l’in-
fini, de courbure sectionnelle < 0. Supposons que K soit un ensemble hyperbolique pour
(®Y), et que P(1/2) < 0.

Soit K C X un compact. Il existe alors exc > 0 tel que pour tout x € CX(X) ayant
son support dans K et de diametre plus petit que ex, le résultat suivant est vérifié. Il
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1.3 Les résultats principaux de cette thése

existe un ensemble BX et une fonction nn : BX — N telle que le nombre d’éléments dans
{B € B n(B) < N} croit au plus exponentiellement avec N, et telle que le résultat suivant
soit vérifié.
Pour tous > 0, £ >0, il existe M, > 0 tel que l'on ait quand h — 0 :
YEn(z) = oo ey (@ih) + R, (1.22)

_ BeBX
()< M| log b

ot ag € Seemp(X), et chaque pp est une fonction lisse définie dans un voisinage du support
de ag. On a
[1Rrllce = O(R").

Pour tous £ € N, € > 0, il existe Cy tel que

S llagyliee < Coeen P12+, (1.23)
BeBX
i(B)=n
De plus, il existe une constante Cy telle que pour tous B,B’ € BX avec B #* B’, on a
0() = Dpg ()] = CremViom=xDAE), (1.24)
ot —by est la valeur minimale prise par la courbure sectionnelle sur X .

Comme corollaire du théoreme on peut déduire le résultat suivant

Corollaire 1.24. On fait les mémes hypothéses que dans le théoréme [1.23, Soit £ € N et
X € CX(X). 1l existe alors Cy,, > 0 telle que, pour tout h >0, on a

Cy
[XEnllce < h? 

En particulier, la suite (Ej);, est bornée indépendamment de h dans Ljs.. Ce résultat

est donc bien meilleur que les bornes (3)), (ou méme que la conjecture de Sarnak) dans le
cas des variétés compactes. Ceci est du au fait que le systéme est tres ouvert, en raison de
la condition de pression topologique. Il n’est pas du tout clair qu'une telle estimée puisse
encore étre vraie sans cette condition de pression topologique.

Mesures semi-classiques La encore, on peut utiliser le théoreme [1.23| pour décrire les
mesures semi-classiques associées a la famille des Ej,(+;w), de fagon un peu plus précise que
dans le corollaire [[.211
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CHAPITRE 1 : Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de R?

Corollaire 1.25. On fait les mémes hypothéses que dans le théoréme [1.23. Soit x €
CX(X) et soit € > 0. Il existe alors une mesure finie g, sur S*X telle que 'on a, pour
tout a € C(T*X) :

min 7M76
<Oph(a)XEh7XEh>—/ a(x,é)duw,x(x,g)—i—O(h (1 2¢/b0 )>,

*X
ot —bg est la valeur minimale prise par la courbure sectionnelle sur X.
Si I C X est un compact et si le support de x est dans K et est de diameétre inférieur
a Exc, on a
02
SITENERIE Y a3 ()0 (e~ 5 (a1 A,
BeBx

ot a% est le symbole principal de ag comme défini dans 'annexe|A. 1.

De plus, pour tout N € N, il existe cy > 0 telle que pour tout x € X tel que x(x) =1,

on a
Y ladf(2) = en. (1.25)
(82N

Ce corollaire sera prouvé dans le chapitre @ L’équation ([1.25) peut-étre vue comme
une forme faible d’équidistribution des ondes planes tordues. On a en fait mieux : on a une
forme faible de la conjecture [0.4] d’équidistribution & petite échelle.

Corollaire 1.26. Supposons que les hypothéses du théoréme |1.25 soient vérifiées. Soit
X € CX(X). Il existe alors des constantes Cy, C1,Co > 0 telles que pour tout zg € X tel
que x(xo) = 1, pour toute suite rp, telle que 1 >> rp > Coh, on a pour h assez petit :

Cird < / |Ep|?(z)de < Corf. (1.26)
B(wo,rn)

Lignes nodales Fixons un ouvert borné @ C X et un w € S, et considérons
Nop :={x € O;R(E})(z,w) = 0}.
On a alors 'encadrement suivant, qui est ’analogue de la conjecture [0.1

Théoréme 1.27. On fait les mémes hypothéses que pour le théoréme [1.23, 1l existe alors
Co,Cl > 0 indépendantes de h telles que
C C;
TO < Hausg-1(Nop) < =2,

ot Hausy_1 désigne la mesure de Hausdorff (d — 1)-dimensionnelle.
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1.3 Les résultats principaux de cette thése

On a bien entendu le méme résultat en considérant la partie imaginaire d’ondes planes
tordues plutét que la partie réelle.

La borne inférieure ci-dessus peut étre déduite de [Logl6b], mais notre preuve a été
mise en ligne dans [Ingl5b] avant celle de Logunov, utilise des méthodes tres différentes,
et se déduit assez facilement du théoreme [1.23] Quant a la borne supérieure, elle est une
conséquence directe du résultat principal de [Hezl6] et du corollaire m

1.3.4 Nombre de domaines nodaux de la somme de deux ondes planes
tordues sur des surfaces de courbure négative

Etant donné un ouvert 2 C X , on peut compter le nombre de domaines nodaux de la
partie réelle d’une onde plane tordue, inclus dans €2, ¢’est-a-dire le nombre de composantes
connexes de {z € Q; R(E}p)(x;w) # 0} n'intersectant pas 0S2.

L’argument de Courant dans [CHG67| s’adapte sans peine a ce cadre pour montrer que
ce nombre de domaines nodaux est borné par Ch~¢ pour un C' > 0 indépendant de h (voir
la section pour plus de détails). Il est naturel, mais difficile, de se demander si on
peut minorer cette quantité par ch~? pour un ¢ > 0.

Le résultat de cette section nous dit que sur une surface de courbure négative, quitte
a perturber légerement la métrique, on a une telle borne inférieure pour les nombre de
domaines nodaux inclus dans €2 de la somme de deux ondes planes tordues pour des w
assez proches.

Perturbations génériques d’une métrique

Soit (X, g) une variété riemannienne, et soit 2 C X un ouvert borné. On note G
I’ensemble des métriques lisses sur X qui coincident avec g en dehors de (). Pour tout
k > 2, la distance [|g — ¢'||ck(q) entre des éléments de Go n’est pas intrinseque, car on la
définit en utilisant des cartes locales. Néanmoins, la topologie induite par cette distance ne
dépend pas du choix de coordonnées.

Soit P(g’) une propriété pouvant étre vérifiée par une métrique ¢’ sur X. On dira que
P est vérifiée pour une perturbation C*(Q)-générique de g s’il existe un voisinage ouvert
Gy de g dans Gq tel que I'ensemble {¢' € Go; P(¢') est vérifiée} est ouvert et dense dans
G pour la topologie C*(Q).

Enoncé du théoréme
Théoréme 1.28 ([Ing]). Supposons que (X, g) soit une variété euclidienne prés de l'infini
de dimension 2, de courbure sectionnelle < 0. Supposons que la courbure sectionnelle est

[¢]
strictement négative sur X, que K # 0, et que P(1/2) < 0.
11 existe € > 0 tel que pour tous wo, w1 € S' avec |wo — wi| < € et wo # w1, et pour tout
ouvert non-vide 2 C X, le résultat suivant soit vrai. Il existe un ouvert Oq € Xy tel que
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CHAPITRE 1 : Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de R?

pour une perturbation C*(Oq)-générique ¢' de g, il existe des constantes ¢ > 0 et hg > 0
tels que pour tout 0 < h < hg la fonction R(Ey (-, wo; ¢")) +R(En(-,w1;¢")) a au moins ch™2
domaines nodaux inclus dans €.

Ce théoréme sera prouvé au chapitre

1.4 Vers un cadre plus général

Les résultats précédents ont été formulé pour les ondes planes tordues sur des variétés
euclidiennes pres de l'infini. Il y a toutefois plusieurs raisons pour vouloir écrire certains
de ces résultats dans un cadre plus général :

— Nous avons vu dans la section [0.2.1] que sur les surfaces de Schottky, les séries

d’Eisenstein pouvaient étre définies comme la somme :

_ 2 (s
> (i 25e)

yer

1/2 i 1—|ya|?
1—|’\/$|2 / 6%4‘7“”*'5‘2
4|yz—¢[? ’

Chacun des termes de la somme peut se réécrire comme (

1—|yz|?
: ) : o . Aeel , A
Il est toutefois aussi possible de définir les séries d’Eisenstein par une définition

analogue a celle de la proposition-définition On peut alors retrouver le fait
que les séries d’Eisenstein s’écrivent comme une somme d’états lagrangiens par une
généralisation du théoreme[I.23] L’avantage de cette approche, que nous détaillerons
dans la section est qu’elle marche encore pour les (suffisamment petites) per-
turbations compactes des surfaces de Schottky.

— Nous avons cherché a écrire nos résultats de la maniere la plus axiomatique possible,
afin qu’ils s’appliquent a des variétés plus générales que les variétés euclidiennes a
Iinfini. Par exemple, il est peut-étre possible de définir des ondes planes tordues
pour des variétés asymptotiquement hyperboliques d’une maniere analogue a celle
de la proposition-définition Si une telle définition est possible, alors ’analogue
des théorémes [[L.19] et [[.23] sera encore vrai dans ce cadre.

— Sur les variétés euclidiennes pres de I'infini, on peut considérer des fonctions propres
de l'opérateur de Laplace-Beltrami plus générales que les ondes planes tordues : il
suffit que la fonction propre s’écrive comme un état lagrangien associé une lagran-
gienne ayant certaines propriétés d’invariance par le flot, plus un terme < purement
sortant > pour que ’analogue du théoréme s’applique. En particulier, nous
montrerons dans la section [3.6.2) qu’en dimension 2, on pourra appliquer ’analogue
du théoreéme a des fonctions de la forme

c’est-a-dire comme un état lagrangien de phase

Ep(z, w)e™* M dw,
St
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1.4 Vers un cadre plus général

du moment que k/h € Z. Ce sont des < ondes de moment angulaire k >. Ceci peut
permette de mieux comprendre la structure de 'opérateur de diffusion dans la limite
semi-classique.
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Chapitre 2

Equidistribution des décalages de
phase et diffusion piégée

L’objectif de ce chapitre est de démontrer le théoréme sur léquidistribution des
décalages de phase. Nous suivons donc de pres Uarticle [Ing16], qui adapte la preuve de
|GRHZ15] a un cadre plus général. Ce chapitre est entiérement indépendant des autres cha-
pitres de cette thése. Libre au lecteur de le sauter pour lire plus vite les chapitres suivants.

Commencons par rappeler ’énoncé du théoreme [1.18]:

Théoréeme. Supposons que la variété (X, g) et le potentiel V' sont tels que et
sont vérifiées. Soit f : St — C une fonction continue telle que 1 ¢ suppf. On a alors

Vol(Z 2w .
tm (. ) =~ 5 [ seyap.

Rappelons que I’équation affirmait que
Vol(T'%) = 0,
tandis que 1’équation affirmait que
VI € N\{0}, Vol({(w,n) € T; k! (w,7) est bien défini et ! (w,n) = (w,n)}) = 0.

Bien que nous n’ayons pas besoin de ce résultat par la suite, montrons que I’équation
(1.14]) est toujours vérifiée si le niveau d’énergie £ est non-dégénéré.

Lemme 2.1. Supposons que p : T*X — R est tel que Vp € €, on a dpp # 0. On a alors
Vol(I'*) = 0.
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CHAPITRE 2 : Equidistribution des décalages de phase et diffusion piégée

Démonstration. La preuve est treés semblable a celle de [DZl, Proposition 6.5]. Si Vp € &,
on a d,p # 0, alors £ est une variété lisse, qui peut étre équipée de la mesure de Liouville
. Cette mesure est invariante par le flot hamiltonien (®%).

Remarquons que, en dehors de Xy, cette mesure est juste la mesure de Lebesgue sur

S*(X\Xo), de sorte que, si Cyr, 1= (B(0,71)\B(0,79)) C (RN Ky) ~ (X\Xp), on a
Vol(fi) =0 < 3J0<ry<r; suffisamment grand pour que M(FjE N Cmm) = 0.

Raisonnons par I'absurde, et supposons que 'on peut trouver 0 < rg < 71 tels que
M(Fi N Crom) > 0. Comme la trajectoire d’un point dans I't N Cro,r, est une ligne droite
pour £t > 0, on peut trouver un temps tq = to(rg, 1) tel que pour tout j > 1, dFito (FjE N
Crori) N (TEN Cryry) = 0. Comme % est un difféomorphisme, on a alors que pour tous

4,4’ € N tels que j # 7/, (qﬁﬁo (r=n Cm,m)) N (clﬁj’to (T n Cm,m)) =0.

D’autre part, comme p est invariante par le flot hamiltonien, on a que

o0 o0
H( U HFito (Fi N Cro,m)) = Z Iu((l):tho (Fﬁ: A Cro,n))
=0 =0
o0
= Z /,l,(]:‘i ﬂ Cr(),rl)
=0
— —|-oo7

par hypothese. Mais pour tout j > 0, ®TJt (Fi N Cro,n) appartient a une région compacte
de &, ou les points de la base sont soit dans X, soit dans B(0,71) C R?. Par conséquent,

on doit avoir N(U;io $Fito (I N Cro,m)) < 400, ce qui est absurde. O

Tachons maintenant de reformuler plus précisément ’équation ([1.16)), en explicitant le
domaine de &'

2.1 Dynamique classique

On définit les < bons > ensembles (G;") C T*S%! et (G, ) C T*S*"! par récurrence sur
k € N, par B
Gy =T"S"\[",  Gf o= {(wn) € G inlw,m) € G7 )

Gy =TS NIV, Gy, o= {(w.n) € Ginlwin) € G5 ).

La relation de diffusion peut alors étre itérée et inversée, pour obtenir pour tout k& > 1 des
symplectomorphismes
k‘ —
KY G — G,

k. o +
G — Gy
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2.2 Formules des traces

ou, écrit d’une maniere plus condensée, k¥ : gfkf‘_)l — g| k‘eil), ou €(k) est le signe de k.
On définit aussi les < mauvais > ensembles comme

Bf =TS I\GE. (2.1)
Lemme 2.2. Supposons que soit vérifice. Soit k € Z, et € = £. Alors B}, a une
mesure de Liouville nulle.

Démonstration. Remarquons qu’il est aussi possible de définir, de maniére équivalente, les
mauvais ensembles par récurrence par

Bf =T, Bkﬂ_l ={(w,n) € T*Sd_l\B,j; Kk(w,n) € By}
By :=I'", B, ={(w,n) € T*S*™ B, s k(w,n) € By }.

Puisque, par hypothese, I a une mesure de Liouville nulle, et puisque & préserve la mesure
de Liouville, le résultat s’ensuit. ]
Pour | € Z\{0}, on définit I’ensemble des points interagissants de période I comme

Fri={(w,n) € Tn G 5 (w,m) = (w,m)}, (2:2)
ou €(1) est le signe de [. Remarquons que cet ensemble est fermé.
L’hypothese peut alors se reformuler comme suit :
Pour tout ! € Z\{0}, la mesure de Liouville de F; est nulle.

Remarquons que, comme k! préserve le volume, cette hypothese est équivalente &
I’énoncé apparemment plus faible que pour tout I € N\{0}, la mesure de Liouville de
JF est nulle.

Remarquons aussi que cette hypothese implique que

Vol(T) = 0. (2.3)

En effet, un point sur la frontiere de Z est dans Z car Z est fermé, et ce point est fixé par
K.

2.2 Formules des traces

L’objectif de cette section est de prouver la proposition suivante, qui est le point clef
de la preuve.

Proposition 2.3. Supposons que la variété (X, g) et le potentiel V' sont tels que et
1.10) sont vérifiées. Soit k € Z\{0}. On a alors

Vol(Z)
(2mh)d—1

Démonstration. Pour prouver cette proposition, on fixe un k € Z\{0}, et on construit une
partition de 'unité adaptée, d’une maniere analogue a [MOO5].

Te((SF - Id)) = — o(h~@=1), (2.4)
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CHAPITRE 2 : Equidistribution des décalages de phase et diffusion piégée

FIGURE 2.1 — Les fonctions de troncature ] et 1§

Partition de 'unité Rappelons que €(k) désigne le signe de k. On écrit

5 e(k
Gk ::g|l§|21
ék ::T*Sdfl\ék.

Gr. est Pensemble ol k¥ est bien définie. Finalement, on écrit
Pr = Bk UFg C T*Sd_l,

ol les F; sont comme dans . Cet ensemble est fermé, est de mesure nulle par le lemme
et par ,et k¥ est bien définie et ne possedent pas de points fixes dans Z\Py.

Comme Py, est fermé avec une mesure de Liouville nulle, par régularité extérieure de
la mesure de Liouville, on peut trouver pour tout ¢ > 0 une fonction de troncature x* €
CX(T*S%1:10,1]) telle que x*(w,n) = 1 si (w,n) € P, telle que le support de x* est
contenu dans un e-voisinage de Z, et tel que la mesure de Liouville du support de X’; est
plus petite que € :

Vol(supp(x£)) < e.
On note Opyp,(x*) la quantification de Weyl de x*, comme définie dans la section
On prend aussi ¢! € C°(T*S%1;]0,1]) telle que ¢! = 1 prés de T et ¥} (w,n) = 0 si
d((w,n),I) > ¢ et Y2 € CX(T*S41;[0,1]) telle que 12 = 0 en dehors de Z, et )2 = 1 en
dehors d’un e-voisinage de T*S¥\Z (voir la figure .
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2.2 Formules des traces

Remarquons que l'on a pour tout (w,n) € T*ST 1 ¢l(w,n) > ¥2(w,n), et que ||} —
42|11 = O(e) grace & (23).
On a
1= (1 =) + 21— xE) + 02xE + (! —¥2). (2.5)

Le premier terme correspond aux points en dehors de la région d’interactions. Le
deuxieme correspond aux points de la région d’interaction qui ne sont ni piégés, ni des
points fixes, tandis que les deux derniers termes ont un support de volume O(e). Nous
allons calculer la trace de (SF — Id) & l'aide de cette décomposition.

Trace a ’intérieur de la région d’interaction Grace au théoréme et & la com-
position des opérateurs intégraux de Fourier, on a que S,’jOph(wg(l —x")) est un opérateur

intégral de Fourier associé a ﬁf“I\P microlocalement pres de (Z\x*(Py)) x (Z\Py).
k

Etant donné que, par définition de Py, ¥ n’a aucun point fixe dans Z\Py, le lemme
[A-3] nous assure que
Tr(SEOpn(¥2(1 = xF)) = O(h™).

Ceci implique que

Te((Sf = Id)Opa(¥2(1 - X5))) = Tr(Opa(W2(1 - xH) + O(h™)
— (%;)d_l /T B R Ca

= (2hl)d_1VOl(I) + h_(d_l)Tg + O(h2_d),
™

ou 7. est indépendant de h, et est un O(g). Pour passer de la premiére ligne a la seconde,

on a utilisé la formule (A.1).

Trace a ’extérieur de la région d’interaction Pour estimer la trace a I'extérieur de
la région d’interactions, considérons une base orthonormée de L2(S?~!) constituée d’har-
moniques sphériques ¢}* vérifiant (Ags—1 — (¢ +d —1))¢)* =0, 00l e N, 0 < m < dy. I,
dy = O(#9=2), comme on peut le voir en utilisant la loi de Weyl.

Soit R > 0 suffisamment grand pour que

I C {(w,n) € T*S* ! |n| < R}.

Nous aurons besoin du lemme élémentaire suivant :

Lemme 2.4. Pour tout R’ > R, x € B(0,R) C R, h > 0 pour tout £ > R'/h, et m < dy,

on a ~
/Sd_l e/ hgm () = 0((%) )
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CHAPITRE 2 : Equidistribution des décalages de phase et diffusion piégée

Démonstration. On a, pour tout n € N,

(W, m 1 m n t{w,x
/Sd_1 €< ’ >/h¢g ((A))dw = W (be ((A])A €< ’ >/hdw

Sd—1

. 2n
On a que A"e @2/ egt borné par (‘%') fois un polynéme ne dépendant que de n.

Le résultat s’ensuit. O

Le lemme suivant nous permet d’estimer la trace en dehors de la région d’interactions.

Lemme 2.5. Supposons que et sotent vérifiées. Soit k € Z\{0}. On a
Tr (S = 1d)(Id — Op(v1))) = O(h™).

Démonstration. Le second point du théoréme [I.14] implique que pour tous € > 0, £ € N et
m=1,...,dy, ,on a
1(Sk — Id)(Id — Opn ()¢ || = O(h™). (2.7)

On a donc

Te(S§ — Id)(Id — Opy(42)) ZZ o', (S — Id(Id — Opp(¥2))) ")

LeEN m=1

= ) Z ¢, (S — Id(Id — Opp(2)))47")

{<R'/h? m=1

+ Y Z(qﬁzn,(s;f—Id(Id—Oph(¢;)))¢?l>

¢>R /2 m=1

dg
o D 8 (Sh — 1)) + O(h™),

(>R’ /h? m=1

ot R > R +¢. Ici, on a estimé la somme pour ¢ < R'/h? en utilisant et le fait que
dy = O(142).

Estimons maintenant la somme pour ¢ > R'/h%. Notons ay(w,w’; h) le noyau intégral
de S,’,f — Id.

En utilisant , on voit que aj(w,w’;h) = [pa elwa)/h g (2, h)dx, ot fi est une
fonction lisse de x et w’, & support en & dans un compact indépendant de w’ et h. De plus,
en utilisant on voit que f; est bornée polynémialement en h.

En composant les opérateurs, on voit que de méme, a; peut se mettre sous la forme
ap(w,w'sh) = [pa ewm)/hfy (W' h)dx, ot f est une fonction lisse de z et w’, & support
en z dans un compact indépendant de w’ et h, et bornée polynomialement en h.
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2.2 Formules des traces

On a donc

pusE=1aer) = [ do [ alop )o@ b
= c(d, h) /Sdl dw'¢j (W) /Rd dxei<w’x>/hfk(x,w'; h)/ dwe“w’z)/hqﬁz”(w).

gd-1

o0
La derniere intégrale est bornée par O(hﬁ) grace au lemme Par conséquent,
comme f; est & support en z dans un compact indépendant de h et de ', et est bornée
o0
polynomialement en h, on obtient que (¢y, (S’C — Id)¢py) = O(MQ) . Quand on fait la

somme pour £ > R'/h? on obtient

dg
> F (SE - Td)gT) = O(h™),

ZZR//hQ m=1

ce qui conclut la preuve du lemme. ]

Rassembler les termes Grace a I’équation , on a que
Te((SF — Id)) = Tr((Sf — Id)(Id — Opp (¢}))
+ Tr((S) — 1d)Opn($2(1 = X£))) (2.8)
+Tr((S = 1d)Opn (W2xE + (2 — 92))) + O(h*™9).
Le dernier terme est borné par

‘T‘I‘((Sh Id)Oph(¢5X6 (%ZJ; _wg)))‘

< (S = Id) || ger2(sa-1)||Opn (W2XE + (W = 42)) || + O(R*~9) (2.9)

= h~ D+ O,

ou 7. est 1ndependant de h, et est un O(e).

Grace a . ) et au lemme [2.5| -, I’équation ([2.8)) devient

RODT((Sf — 1d)) = (\2701)()

Puisque ceci est vrai pour tout & > 0, on obtient le résultat de la proposition 2.3 [

+7re + 7L+ O(h).

Corollaire 2.6. Supposons que et soient vérifiées. Soit p un polynome sur
C qui est divisible par (1 — z). On a alors
Vol(l) 1. y e
) % 940 p—d=1)y

Démonstration. Tout polynéme complexe divisible par (1 — z) peut étre écrit comme une
combinaison linéaire de polynomes de la forme p(z) = (¥ — 1), avec k € Z, pour lesquels
on a prouvé le résultat dans la proposition O
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CHAPITRE 2 : Equidistribution des décalages de phase et diffusion piégée

2.3 Preuve du théoréme [1.18

Définissons

CO(sh)y = {f € C°(SY;C); (2)/(2 — 1) est continue }.

z
1o = sup [TE] pour y e 0sh).
|z|=1,2#1 "% —

Nous allons maintenant prouver le théoreme suivant, qui est une version un peu améliorée

du théoreme [LI8

Théoréme 2.7. Supposons que la variété (X, g) and le potentiel V' soient tels que
et soient vérifiées. Soit f € CO(S!). On a alors
Vol(Z)

27
: _ o\ 0
Lim (up, f) = — ; f(e)do.

Avant de passer a la preuve, nous avons besoin d’énoncer deux lemmes techniques.
Rappelons que nous notons les valeurs propres de Sy, par e’nh. Si L > 1, nous noterons
N p le nombre de n € N tels que |eBnn — 1| > e~ L/P,

Lemme 2.8. Il existe Cy > 0 telle que pour tout L > 1 et tout 0 < h <1, on a Np <
d—1
()

Démonstration. Nous noterons s;(Sp, — Id), j € N les valeurs singulieres de Sy, — Id, c’est-
a-dire, les racines carrées des valeurs propres de (Sp, — Id)(S, — Id)*, avec la convention
que 8; = Sj41.

L’estimée (2.3) de [Chrl5], qui repose sur les techniques développées dans [Zwo89], nous
dit que

C Cc 1/d-1)
sj(Sh—Id)ﬁﬁexp(%—j o )

En particulier, on a que

ﬁ 5;(Sp — Id) < (Q)Nexp (Nic 1 AN jl/(d—l))

o hd hoO4
< () o (5 - ),

pour un C’ > 0 indépendant de h et de N. Par I'inégalité de Weyl (voir, par exemple, [DZ),
Proposition B.22]), on obtient que

Nron
11 |eiPrn — 1) < T 55(Sh — Id).
lePhin _1|>e—L/h J=1
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2.3 Preuve du théoréme

Par conséquent, on a

LN .
e~ < H |elﬁhv" — 1]

le?Phn_1|>e~L/h

Np.n
< [ s(Sn - Id)
j=1
< (%)NL,h exp (NL},LhC _ C/NLJLd/(dfl))'

En prenant le logarithme de chaque membre de I’équation, on obtient

LNy,

C) n NppC

d/(d—1
ﬁ h —C/NLJL /( )

< Npplog (

Le premier terme du membre de droite est négligeable devant les autres, dont on a, quitte
a changer un peu la constante C’,

o', /-0 < NealC+ L)
9y —_ h )
C d—1
de sorte que Np; < ( C‘th ) < Co(L/ h)“l_1 pour un Cy > 0 suffisamment grand, mais
indépendant de L et de h, ce qui conclut la preuve du lemme. O

Lemme 2.9. II eziste C > 0 tel que pour tout f € CO(S'), on a

Kn, £)] < Cll fllw
Démonstration. On a
[ans )] = 2rh)™2| S (e
neN
d—l ) ] d—l . (210)
< (27h) > | f(ePrn)| 4 (27h) > | f(ePnn)).
|e"hn —1|>e=1/h lePhn _1|<e=1/h

Considérons tout d’abord la premiere somme du membre de droite. Par le lemme 2.8
elle comporte au plus Coh~ (@1 termes. Elle est donc bornée par

@rh)=t Y (@) < 2an) T CohT Y| flloo < Ol (2.11)
|e"Phin—1|>h

Considérons maintenant la deuxieme somme dans le membre de droite de (2.10). Pour
chaque £ > 1 et 0 < h <1, on note oy, I'ensemble des entiers n € N tels que e™ k+1)/h <
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CHAPITRE 2 : Equidistribution des décalages de phase et diffusion piégée

. d—1
\ezﬁh,n -1 < e F/" Par le lemme ok, contient au plus Cg(%) éléments. D’autre
part, pour chaque n € o4, on a

[F(Prem)| < || f e DR,

Par conséquent, on a

er Y A = o Y Y ()

|eiﬁh,n_1‘<e—1/h k=1 necoy h
+o00
k+1 k(d+1)/h
< () e He
k=1
< Ol f s
pour un C indépendant de h. Ceci conclut la preuve du lemme. ]

Preuve du théoréme[2.7, Nous avons prouvé le résultat pour tous les polynomes divisibles
par (z — 1) dans le corollaire

Les polynomes de cette forme sont denses dans in C9. En effet, si f € C0 alors f/(1—2)
est continue, donc elle peut étre approchée pour la norme C° par une suite de polynémes
P,. Mais alors, (1 — 2)P, approche f dans la topologie C9.

Nous avons donc prouvé le théoréme pour un sous-ensemble dense dans CV. Le lemme
nous donne la continuité nécessaire pour conclure la preuve. O
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Chapitre 3

Cadre général de nos résultats sur
les ondes planes tordues

Dans ce chapitre, qui suit en partie [Ingl5d] et [Ingl5b], nous présenterons les hy-
pothéses générales sous lesquelles nos résultats sur les ondes tordues sont vérifiés. Certaines
de ces hypotheéses portent sur la géométrie de la variété a linfini (), d’autres portent
sur la dynamique pres de ’ensemble capté ( et , tandis que d’autres portent sur
les fonctions propres Ej, (, et sur les variétés lagrangiennes qui leurs sont associées
(. Nous présenterons les résultats principauzr qui découlent de ces hypotheses dans les
sections et §3.7.

Les hypothéses sous lesquelles les résultats de la section[1.3.3 peuvent étre généralisées
concernent la lagragienne entrante, la variété prés de Uinfini, opérateur Py... Toutefois, la
plus importante de ces hypothéses étant que la courbure sectionnelle de (X, g) est négative
ou nulle, ces hypothéses seront toujours contenues dans des paragraphes nommeés < hy-
pothéses supplémentaires en courbure négative >.

Dans la section |3.7.5, nous rappelons quels sont les principaux exemples de fonctions
propres généralisées que nous considérons, quels sont nos principaux résultats, et un tableau
indique quel résultat s’applique a quel exemple. Nous invitons le lecteur a se reporter a ce
tableau s’il se perd entre les hypothéses !

Soit (X, g) une variété Riemannienne de dimension d, compléte et non compacte, et
soit V' : X — R un potentiel lisse & support compact.

On écrira p(z,€) = p(p) : T*X — R, p(x,&) = ||€]|> + V(z) pour le hamiltonien
classique. Pour tout ¢ € R, on notera ® : T*X — T*X le flot hamiltonien au temps ¢
pour le hamiltonien p.

On notera

€= {(a,€ € T"X; p(z,€) = 1}.

Toute fonction lisse f: X — R, peut étre relevée en une fonction f : T*X — R, que
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CHAPITRE 3 : Cadre général de nos résultats sur les ondes planes tordues

I'on continuera & noter par la méme lettre. On peut alors définir f, f € C® (T*X) comme
étant les dérivées de f par rapport au flot hamiltonien.

. df (Pt x, .. A2 f (Pt X,
f(.%',f) = f(d(tg))‘t()? f(l',f) = f(dtgg))‘tO'

3.1 Hypotheéses géométriques pres de l’infini

On supposera toujours que I’hypothese suivante est vérifiée

Hypothése 3.1 (Structure de X pres de infini). On suppose que la variété (X, g) est
telle que les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) Il existe une compactification X de X, c’est-a-dire, une variété compacte & bord X
telle que X est difféomorphe a Uintérieur de X .

(2) 1l existe sur X une fonction b définissant le bord, c’est-a-dire une fonction lisse
b: X — [0,00) telle que b > 0 sur X, et b s’annule au premier ordre sur 0X.

(3) 1l existe une constante ey > 0 telle que pour tout point (x,&) € &,

si b(z, &) < eo et b(x,&) =0 alors b(z, &) < 0.

Remarquons que, bien que la partie (3) de '’hypothese fasse référence au flot hamilto-
nien, cette hypotheése ne porte que sur la variété (X, g) et non sur le potentiel V', car V est
supposé & support compact, de sorte que V = 0 sur {b < ¢y} pour ¢ suffisamment petit.

Exemple 3.2. R? vérifie bien I’hypothese en prenant pour b la fonction b(x) = (1 +
|z|2)~Y2. On a alors X = B(0,1).

Exemple 3.3. Lespace hyperbolique H® vérifie aussi 'hypothése . En effet, dans le
modéle de la boule de Poincaré By(1) = {x € R%|z| < 1}, ou | - | dénote la norme
euclidienne, on voit que H? se compactifie en la boule unité fermée, et que la fonction

b(x) = 2;};} vérifie les conditions (2) et (3).

On écrira Xy := {z € X;b(x) > €p/2}. Quitte a prendre ¢y plus petit, on peut supposer
que supp(V) C {z € X;b(z) > €p}. On appellera Xy la région d’interaction. On écrira
aussi

Wo :=T"(X\Xo) ={peT"X;b(p) <e/2}, Wo=WpnNE&. (3.1)
Quitte a prendre ¢y encore plus petit, on peut aussi demander que
Vo € Wo,b(®(p)) < eo. (3.2)

Définition 3.4. Si p = (x,§) € €, on dira que p s’échappe directement dans le futur, ce
que l'on notera p € DEy, si b(x) < €/2 et b(z,€) < 0.

Sip=(x,&) €&, on dira que p s’échappe directement dans le passé, ce que l’on notera
p € DE_, sib(x) < e)2 et b(z,£) > 0.
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3.1 Hypotheéses géométriques prés de 'infini

Remarquons que l'on a

Wy = DE_ UDE,.

La partie (3) de I’hypothese implique le résultat suivant qui traduit la convezité
géodésique, c’est-a-dire le fait qu’une trajectoire ayant quitté la région d’interactions ne
peut pas y retourner.

Lemme 3.5. Pour toutt >0, on a
PUENT*Xy)NDE_ = 0.

Démonstration. Supposons qu'il existe un p € ®(ENT*Xy) NDE_ pour un t > 0. Il existe
alors un p’ € ENT* X tel que p = ®(p’). Considérons la fonction f(s) := b(®*(p’)). On a
alors f(0) > €/2, f(t) < eo/2 et f'(t) > 0 par hypothese. Ceci est impossible, car d’apres
I’hypothese point (3), des que f(s) < ey et f/(s) =0, on doit avoir f”(s) < 0. O

Hypothéses supplémentaires en courbure négative

Pour que des résultats analogues a ceux de la section soient vrais, il nous faut faire
des hypotheses plus fortes sur (X, g). Dans toute la suite, nous noterons dx la distance
géodésique sur la variété X.

Hypothése 3.6. (i) (X, g) est de courbure sectionnelle négative ou nulle, et le potentiel
V' est nul.

(i) La courbure sectionnelle sur X est bornée inférieurement par une constante —by,
avec by € (0,00).

(iii) Le rayon d’injectivité tend vers l'infini a l'infini, au sens suivant : pour toute suite
de points (x,) C X telle que b(xy,) tend vers 0, on a ri(x,) — co.

Rappelons que si z € X, le rayon d’injectivité de x, noté r;(z), est le plus grand nombre
r > 0 tel que Papplication exponentielle en = est injective sur la boule ouverte B(0,r).
Rappelons aussi que sur une variété de courbure négative ou nulle, dire que r;(x) < oo
signifie qu’il existe y € X tel que dx(z,y) = ri(x) et qu’il existe deux géodésiques de
vitesse 1 minimisant la distance entre x et y.

Le point (iii) de I'hypothese impliqueﬂ que

ri = nf r () >0 (3.3)

Exemple 3.7. La variété représentée sur la figure est un exemple simple de variété
vérifiant Uhypothése [3.6

Exemple 3.8. Tout quotient de l’espace hyperbolique par un groupe convexre cocompact
vérifie Uhypothése[3.6. Si 'on perturbe légérement la métrique d’une telle variété dans un
compact, elle vérifiera encore hypothése [3.6,

1. On peut en fait montrer que l) découle de ’hypothese et de la partie (i) de ’hypothese
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3.2 Hyperbolicité

Rappelons que la définition d’ensemble hyperbolique a été donnée dans la définition
[0:2] et que K est 'ensemble capté a énergie 1. Nous ferons toujours ’hypothese suivante :

Hypothése 3.9. K est un ensemble hyperbolique pour (®!).

Ceci peut se reformuler a I’aide d’'une métrique adaptée, comme dans [KH95, Chapitre
17] : il existe une métriqueﬂ Jad sur un voisinage de K dans £ et un A > 0 ayant la propriété
suivante. Pour tout p € K, il existe une décomposition de 'espace tangent 7,5*X =
ESOET® Eg, avec E/; et Ef de dimension d — 1, et Eg de dimension 1 coincidant avec
la direction du flot, telle que

() 9(52) = B,

(i)

1d®],(0)[lg,q < e N|jv|,,., pour tout v € Ef,+t>0. (3.4)

On peut ensuite étendre la métrique g,q en une métrique sur tout &, telle que en dehors
de la région d’interaction, g,q coincide avec la métrique sur 7" X induite par la métrique
sur X. A partir de maintenant, d désignera la distance sur £ associée a cette métrique.

On appelle E* les espaces instable (resp. stable) au point p. Ces espaces sont tangents
a I't. Nous aurons aussi besoin des espaces

+0._ p+ 0 —0._ p— 0
Ef:=EoES, E,°=E,®E), (3.5)

appelés respectivement espace faiblement instable et faiblement stable au point p.
Rappelons quelques propriétés des ensembles hyperboliques. Nous renvoyons le lecteur
a [KH95 Chapitres 6 et 17] pour la preuve de ces résultats.
i) K est structurellement stable, au sens suivant. Définissons, pour F > 0, I'ensemble
capté a énergie £ comme

&g i=A{(x,8) e T"X;p(x,§) = E}, (3.6)
ou p est le hamiltonien, et
Kg = {p € g tel que ®'(p) demeure dans un compact donné pour tout t € R}. (3.7)
On a alors

36 > 0,VE € (1 -6,14+9), Kg est un ensemble hyperbolique pour <I>7|55E,. (3.8)

il) d®t(EE) = Eg, )

2. L’intérét de changer de métrique est que, par rapport a la déﬁnition on peut prendre C' = 1 dans

B9).
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3.2 Hyperbolicité

FIGURE 3.1 — Un exemple de potentiel sur (R?, g.,) tel que ensemble capté est hyper-
bolique, pour certains niveaux d’énergie. (Voir Appendix C] pour plus de détails.)

iii) Il existe p < 1 tel que
K 3 p— E5 C T,(Ep) est p — hdlderienne. (3.9)

iv) Pour tout p € K et tout € > 0 suffisamment petit, il existe une variété fortement
(in)stable en p, notée WE(p) et définie par

WE(p) = {p € Eg; d(®(p), D'(p')) < e pour tout £t < 0et lim d(®(p)),d(p)) = 0}.

€ t—Foo

€

W*(p) est alors tangente & E;E.

Coordonnées adaptées

Nous aurons souvent besoin par la suite de coordonnées adaptées aux directions stables
et instables du flot, construites dans le lemme suivant, inspiré de [NZ09, Lemme 4.3].

Lemme 3.10. Soit p € K. Il existe un systeme de coordonnées symplectiques adaptées

37
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(y?,n?) dans un voisinage de p dans T*X telles que l'on ait :

(i) p=1(0,0)
. 0

(i1) By = Uect{aiyzp(P), i=2,..d},
N 0

(”7’) Ep = Ueaﬁ{ainip(p)v i =2, 7d}7

(iv) n{ =p—1 est la coordonnée d’énergie,

0 0 o
(v) <87yf(’0>’87y§’(p)>9ad(p) =0, 4,J=2,..4d.

Démonstration. On peut identifier p € T*X avec un voisinage de (0,0) € T*R?. Pre-

nons €] = Hy(p) = 8(1;(” ), et complétons-le en une base (ef,...,e) de E} telle que
<ef,e§>gad(p) =1 pour 2 < i <d.

On peut alors trouver des vecteurs (f1, ..., f7) tels que E, = vect{f}, ..., fi} et tels que
P,ep) = 0k pour tous 1 < j, k < d. En particulier, on a w(f7,ef) = dp(f1) = 1.

Par le théoreme de Darboux, il existe des coordonnées symplectiques (non linéaires)
(y",nb) pres de l'origine telles que n? = p — 1. 1l existe aussi une transformation linéaire

symplectique A telle que les coordonnées (y,n) = A(yb, nb) vérifient 1y = 7]5 ainsi que

w(

0 0
=p—1, —(0,0)=e;et —(0,0)=f;, j=1,....d.
m=p 0yj( ) J (977j( ) fir J

Pour j =1,...,d — 1, on écrira

uf =yl et s =0ty (3.10)

Variétés v-instables Pour tout e > 0, écrivons D, = {u € R*"!, |u| < ¢}. On définit le
polydisque centré au point p :

UP(e) ={(",n") : |y}| < e, |n}| < §,u” € D, s” € D}, (3.11)

ou 0 est comme dans (3.8).

Nous aurons besoin par la suite de la notion de variétés lagrangiennes y-instables, c’est
a dire de variétés lagrangiennes dont les tangentes forment un petit angle avec les directions
ET.

Définition 3.11. Soit A C € une variété lagrangienne iso-énergétique (pas nécessairmeent
connexe) incluse dans un petit voisinage W d’un point p € K, et soit v > 0. On dira que A
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3.3 Hypotheses sur la variété lagrangienne entrante

FIGURE 3.2 — Un exemple de surface de courbure négative, isométrique a deux copies de
R4 B(0, Ry) en dehors d’'un compact. Cette surface vérifie ’hypothese d’hyperbolicité,
et ’hypothese pres de l'infini, ainsi que ’hypothese [3.6

est une variété lagrangienne ~-instable, ou encore que A est dans un cone y-instable, dans
les coordonnées (yP,nP) si elle peut étre écrite sous la forme

A= {7, u’,0, F(y{,u’)); (y{,u’) € D},

ot D C R? est un ouvert ayant un nombre fini de composantes connexes, et un bord lisse
par morceaux, et ot F: RT — R? est une fonction lisse telle que ||dF||co < 7.

Remarquons que, comme A est supposée iso-énergétique et lagrangienne, un calcul
immédiat montre que F ne dépend pas de y7, de sorte que A peut en fait s’écrire sous la
forme

A ={(yl,u”,0,f(u")); (7, u’) € D},
ot f:RI™1 — R4~ est une fonction lisse avec ||df||co < 7.

Remarquons que, comme [ est définie sur R, une variété y-instable peut toujours
étre vue comme un ouvert d’une variété y-instable connexe.

3.3 Hypotheses sur la variété lagrangienne entrante

Dans la section les ondes planes tordues Ej étaient construites a partir d'une
onde entrante E}OL7 qui était un état lagrangien associé & la lagrangienne A, introduite
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dans . Nous allons procéder de méme pour généraliser les ondes planes tordues, et
nous allons introduire dans cette section des variétés lagrangiennes ayant des propriétés
analogues a celles de A,.

Considérons une variété lagrangienne iso-énergétique Lo C £ de la forme

Ly = {(SU, @(aj))a$ € Xl}v
ou Xj est un sous-ensemble fermé de X\ X, possédant un nombre fini de composantes

connexes, et une frontiere lisse par morceaux, et ot ¢ : X9 3 z — @(x) € T X est un
champ lisse de covecteurs défini sur un voisinage Xo de X;.

Hypothése d’invariance On fera toujours 'hypothese suivante sur Ly :

Hypothése 3.12 (Hypothese d’invariance). On suppose que Lo vérifie les propriétés d’in-
variances suivantes :

Yt > 0,0 (L) NDE_ = LoNDE_. (3.12)

Yt <0,0'(Ly) NDE, = LoNDE,. (3.13)
Remarquons que cette hypothese implique que

Yt < 0,9 (Lo) NDE_ C LoNDE-_. (3.14)

Yt > 0,0 (Ly) NDEL C LoNDE,. (3.15)
Exemple 3.13. Etant donné w € S la variété lagrangienne
Lo=A, :={(z,w),x ¢ Xo}

vérifie l'hypothese[3.13

Exemple 3.14. Supposons que (X\Xo,g) = (R\B(0, R), gguet) pour un R > 0. Alors la
lagrangienne sphérique entrante, définie par

x
£0 = Asph = {($7 _m); |.7)| > R}a

vérifie Uhypothese [3.13
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3.4 Résultats concernant la propagation de Ly

Hypothése de transversalité Comme expliqué dans la section [I.3.2] nous aurons be-
soin de faire I’hypothese que Ly est transverse aux variétés stables, dans le sens suivant.

Hypothése 3.15 (Hypothese de Transversalité). On suppose que Ly est telle que, pour
tout p € K, pour tout p' € Ly, pour tout t > 0, et pour € suffisamment petit, on a

(®'(p") € W (p)) = W (p) et ®'(Ly) s’intersectent transversalement en ®'(p'),
(3.16)

c’est-a-dire que
T@t(pl)ﬁo D T@t(pl)W; (p) = T@t(pl)g. (317)

Remarquons que (3.17) est équivalente & Tyt (Lo N Tor () We (p) = {0}.

Hypothéses supplémentaires en courbure négative

Pour que des résultats analogues a ceux de la section [1.3.3| soient vrais, il nous faut
faire des hypotheses plus contraignantes sur Ly.
Tout d’abord, on demande que L ne se dilate pas quand on la propage dans le passé.

Hypothése 3.16. On suppose que L est telle que Vp1, pa € Lo, ¥Vt < 0,dx (D (p1), (p2)) <
dx(p1,p2)-

Exemple 3.17. Sur X = R, la variété Lagrangienne Ay de Uezemple ne satisfait
pas Uhypothése [3.16

Pour que la généralisation du théoreme [I.27] soit vraie, on a aussi besoin d’une sorte
d’hypothese de complétude sur Ly, qui est la suivante.

Hypothése 3.18. On suppose que Ly est telle que pour tout p € DE_, on a
30 € L0,%t < 0,dx(9'(p), @'(p)) < dx(p, )| = p € Lo.

Il faut avoir a l'esprit que, méme si Ly vérifie I’hypothese [3.18] un sous-ensemble de Ly
ne vérifiera pas nécessairement I’hypothese [3.18] méme s’il vérifie la propriété d’invariance
de ’hypothese

3.4 Résultats concernant la propagation de L
Les hypotheses des trois section précédentes servent surtout a décrire la propagation
de Ly par le flot géodésique, qui est 'un des ingrédients principaux de nos résultats sur les

ondes planes tordues. Enoncons ces résultats des a présent.
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CHAPITRE 3 : Cadre général de nos résultats sur les ondes planes tordues

3.4.1 Résultats en présence d’un ensemble capté hyperbolique

Pour prouver les théoremes|1.19]et (et leurs généralisations), nous allons utiliser une
méthode WKB, et nous aurons besoin d’étudier la propagation de Ly par le flot hamiltonien
®!. En général, il n’est pas facile d’obtenir une description simple de cette évolution. Ce
que nous ferons plutot, c’est de décrire I’ < évolution tronquée > de Ly : a chaque pas de
temps, nous allons découper ®!(Lg) selon une partition de 1'unité bien choisie.

Propagation tronquée de variétés lagrangiennes Soit (W,)sca une famille finie
d’ouverts de T*X. Soit N € N, et soit @ = ag, aq...an—_1 € AN. Soit A une sous-variété
lagrangienne de 7" X . On définit une suite de variété lagrangiennes (éventuellement vides)
(®% (A))o<r<n par récurrence :

PO(A) = ANWy,, OHTHA) =W,

wes N @ (PG(A)).
Dans la suite, nous considérerons des familles indexées par A = A; U Az U {0}. Pour
tout o € AN tel que any_1 # 0, on pose

T(o) :=max{l <i < N —1;; = 0} (3.18)
s'il existe 1 <43 < N — 1 tel que a;; =0, et 7(a) = 0 sinon.

Théoréme 3.19. Supposons que la variété (X, g) vérifie l’hypothése a Uinfini, et que
le flot hamiltonien (®!) wvérifie I’hypothése et que la variété lagrangienne Ly vérifie
I’hypothése d’invariance ainsi que Uhypothése de transversalité [3.15,

Fizons un yuns > 0 arbitrairement petit. 1l existe alors g > 0 tel que le résultat suivant
soit vrai. Soit (Wy)aeca, un recouvrement ouvert de K dans T*X de diamétre < gg, tel
qu’il eziste des points p, € WoN K, et tel que les coordonnées adaptées (y*,n®) centrées en
p® soient bien définies sur W, pour tout a € A1. On peut alors compléter ce recouvrement
ouvert en un recouvrement ouvert (We)eca de € dans T*X ou A = Ay U Az U {0} (avec
Wy défini comme dans ) tel que les propriétés suivantes soient vérifiées.

Il existe Nuns € N tel que pour tout N € N, pour tout o € AN et tout a € Ay, alors
Wa N ®N(Ly) est soit vide, soit une variété lagrangienne dans un céne instable dans les
coordonnées (y*,n®).

De plus, si N — 7(a) > Nuns, alors W, N ®N (L) est une variété lagrangienne ~yns-
instable dans les coordonnées (y*,n).

Remarque 3.20. Pour une suite a € AN, N — 7(a) correspond au temps passé dans
la région d’interaction. La derniére partie du résultat signifie donc que si on propage une
partie de Ly et qu’elle reste dans la région d’interaction pendant suffisamment longtemps,
alors les angles entre ses tangentes et la direction instable en p® seront petits.
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3.5 Pression topologique

3.4.2 Résultats en courbure négative

La premiere conséquence des hypotheses [3.6] et est qu’elles impliquent I’hypothese
[3.15] comme le dit le lemme suivant.

Proposition 3.21. Supposons que (X, g) vérifie l’hypothése pres de linfing, ainsi que
Uhypothése et ’hypothese concernant Uhyperbolicité, et que Lo est une variété
lagrangienne vérifiant l’hypothése d’invariance, ainsi que Uhypothése [3.16, Alors Lo
vérifie ’hypothése concernant la transversalité.

Pour énoncer notre résultat principal sur la propagation de Lg en courbure négative,
qui est une amélioration du théoreme dans ce cadre, nous avons besoin de la définition
suivante.

Définition 3.22. Soit X' une sous-variété de T*X de dimension d. On dira que X' se
projette sans caustique sur X si X' est contenue dans une section lisse de T* X . Autrement
dit, si X' peut s’écrire sous la forme

X'={(z, f(z)),z € Q}, (3.19)
ou § est un ouvert de X, et f est lisse.

Théoreme 3.23. On fait les mémes hypothéses et on prend les mémes notations que dans
le théoréme . On suppose de plus que (X,g) vérifie I’hypothése et que Lo vérifie
Uhypothése [3.16

Soit O C X un ensemble ouvert suffisamment petit pour pouvoir y définir des coor-
données locales. Alors pour tout N € N et tout o € AN, ®N(Lo) N (T*O) est une variété
lagrangienne qui se projette sans caustique sur X. En particulier, dans des coordonnées
locales, la variété ®N (Lo) N T*O peut s’écrire sous la forme

<1>§’(£0) NT*O = {(z, Ozpa,0(x));x € O},

ou O% est un ouvert de O.
De plus, pour tout £ € N, il existe un Cp o > 0 tel que pour tous N € N, a € AN ona

0z0a.0llce < Cr o (3.20)

3.5 Pression topologique

Donnons maintenant la définition de la pression topologique, ainsi que ses principales
propriétés et définitions équivalentes, afin de pouvoir énoncer I’hypothese 3.24

On suppose que K est un ensemble hyperbolique pour (®!), comme dans la définition
Rappelons que les ensembles E;‘O ont été introduits dans .
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CHAPITRE 3 : Cadre général de nos résultats sur les ondes planes tordues

Rappel de la définition de la pression topologique

Soit gg une métrique sur &, et soit dy la distance associée. On dit qu'un ensemble
S C K est (e,t)-séparé si pour tous py, pas € S, p1 # p2, on a do(®* (p1), @ (p2)) > € pour
un 0 < ¢’ <t. (Un tel ensemble est nécessairement fini.)

La métrique go induit une forme volume €2 sur tout sous-espace de dimension d de
T(T*RY). A partir de cette forme volume, on peut définir le jacobien instable sur K comme
suit.

Pour tout p € K, 'application déterminant

A"d®! (p)| o - A"EF0 — A”E;P(p)

peut étre identifiée avec le nombre réel

Qq>t(p) (d@tvl A d(I)t’UQ VANPYRAN d(I)t’Un)
det (d(pt(p”E;ro) = Qp(vl VAN WARTVAN Un) ’

ou (v1,...,vy) est n’importe quelle base de Eljo. Ce nombre définit le jacobien instable :
exp A\ (p) = det (d‘bt(p)|Ep+o). (3.21)

On pose alors

Zy(e, ) :=sup »_exp(—sAf (),
pES

ou le supremum est pris sur tous les sous-ensembles de K (e,t)-séparés. La pression est
définie comme

1
P(s) := lim limsup n log Zy (e, s). (3.22)

=0 (500

Cette quantité est en fait indépendante de la forme volume €2 et de la métrique gg choisie :
en prenant le logarithme, un changement de 2 ou de métrique ajoute simplement un terme
d’ordre O(%), qui disparait a la limite ¢ — oc.

Hypothese 3.24. Nous supposerons que l'inégalité suivante est vérifiée :
P(1/2) <O. (3.23)

Remarque 3.25. Sid = 2, c’est-a-dire si X est une surface, alors la condition est
équivalente a
dim g5 (K) < 2,

ot dimpya,s est la dimension de Hausdorff. St d > 2, il n’existe pas de lien simple entre
le signe de Py/; et la dimension de Hausdorff de K, a moins que le flot ne soit conforme
dans les directions stables et istables (voir [PS01)]).
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3.5 Pression topologique

Remarque 3.26. Si X = HNT est une variété hyperbolique conveze co-compacte, alos la
condition est équivalente a

ot §(T') est défini comme dans (5.

Autres définitions courantes

Bien que nous ne les utiliserons pas par la suite, rappelons deux autres définitions de
la pression topologique (cf. [Wal82, Chapter 9]). Pour p € K, on pose

_ )
pip)i=——7

)

o

avec AT comme dans (3.21)). On a alors la formulation variationnelle suivante :

PO/ = s (st~ [ ).

pEETY(

ou Erg(K) désigne I’ensemble des mesures invariantes par le flot, ergodiques, et supportées
sur K, et ou hxg désigne I'entropie de Kolmogorov-Sinai d’une telle mesure.

On a une définition plus simple de la pression topologique pour les flots dits Axiome
A, en terme d’orbites périodiques. Rappelons qu’un flot est dit Axiome A, si les orbites
périodiques sont denses dans K. Par exemple, le flot est toujours Axiome A si I’hypothese
[3.6] est vérifide.

Pour chaque orbite périodique p de ®*, on note T}, sa période, et p, 'un de ses points,
et on pose o (p) := fOTp o (D' (pp))dt.

La pression topologique est alors égale a

e
P(1/2) = jlglgo % log ( Z exp (('02@)), (3.24)

T—1<T,<T

la somme portant sur les orbites périodiques de période comprise entre T'— 1 et T'.

Cette derniere définition permet de comprendre un peu mieux ce que la pression
représente. Comme K est un ensemble hyperbolique la dynamique est compleze, et la
somme dans possede en général un nombre de terme qui croit exponentiellement
avec T'. D’autre part, comme K est hyperbolique, la dynamique est instable, et pour une
orbite périodique p, ¢ (p) croit linéairement avec T). Ainsi, la somme dans comporte
un nombre exponentiellement grand de termes exponentiellement petits. La condition que
nous mettons sur la pression topologique est donc une maniere de dire que la dynamique
est plus instable que compleze.
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CHAPITRE 3 : Cadre général de nos résultats sur les ondes planes tordues

Pression topologique sur une petite fenétre d’énergie

Soit & > 0 suffisamment petit pour que (3.8)) soit vérifiée. Rappelons que Eg et Kg ont
été définis dans (3.6) et (3.6]) respectivement ; on définit

551: U SE, K(S:: U KE.
[1-E|<é [1-E|<d

Grace & (3.8, la fonction )\ introduite dans (3.21)) est bien définie sur £° une fois
qu’on a fixé une métrique sur £2. On peut alors comme précédemment, définir

Zf(e, 8) ‘= Sup Z eXp(_S)‘:_(p))v
pES

oil le supremum est pris sur tous les sous-ensembles de K° (e,t)-séparés. On peut alors
poser
1
PO(s) := lim lim sup — log Z? (e, s), (3.25)
e—0 t—o0 t

et remarquer que cette quantité est indépendante de la métrique choisie.
Il est montré dans [NZ09, Lemme 3.1] que

P(s) = lim Po(s). (3.26)

Une définition utile de la pression topologique

Dans la suite, nous aurons besoin d’une autre définition de la pression topologique, qui
peut se traduire plus facilement en terme d’estimées sur le propagateur de Schrédinger.

Soit W = (W, )aea un recouvrement ouvert fini de K % tel que les W, sont tous stric-
tement inclus dans 9. Pour tout 7' € N*, on pose W (T) := (Wy)aear Ol

T-1
We =[] @ *(Wa,),
k=0

avec o = ao, .., ar—1. Soit A/ I'ensemble des o € AT tels que Wy N K% # 0. Si V c &9,
V N K% # (), on définit

Sr(V):=— inf S A (p), ol Af est comme dans (3:21). (3.27)
peVNK
Zr(W,s) = inf{ Z exp{sSt(W,)} : Ar C A K% c U Wa}
a€Ar aEAT

On a alors, en utilisant [Wal82, Théoréme 9.4] :

1
P5 . . .
(S) B diarléll/r\iﬁo Tlﬁuréo T log ZT(W’ S)‘
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3.5 Pression topologique

La pression topologique P est alors donnée par (|3.26]).
Rappelons qu’on a supposé que

P(1/2) < 0.

Fixons un ¢y > 0 tel que P(1/2) + 2¢p < 0. Il existe alors un ¢y > 0, et un W et un
recouvrement ouvert de K° tel que

]jolog Ziy(OW,1/2) = PP (1/2)| < eo. (3.28)

On peut alors trouver Ay, tel que {W,,a € A} est un recouvrement ouvert de K dans
&9 et tel que

) exp{%StO(Wa)} < explto(PP(1/2) + o)}

ac Ay,

Par conséquent, si on prend § > 0 suffisamment petit, on a

3 exp{%StO(Wa)} < exp{to(P(1/2) + 2¢0)}.
acAy,

3.5.1 Un nouveau recouvrement ouvert de &

Par hypothese, le diametre de W dans est plus petit que gg, de sorte qu’on peut
lui appliquer le théoreme [3.19) Tout comme dans le théoreme [3.19] on peut compléter cette
famille d’ouverts en un recouvrement (Wy)aca de &, et si « € AN pour un N > 1, on
définit comme précédemment W, := ﬂ]kvz_ol DR (W)

Renommons {Wy,a € Ay} en {V3,b € B}, de sorte qu'on a

3" exp{y i (Vi)} < expl{to(P(1/2) + 260)}. (329)
be By

Les ensembles (V})pep, forment un recouvrement ouvert de K. Par compacité, ils
forment donc un recouvrement ouvert de {p € £;d(p, K) < e3} pour un e3 > 0.

Pour chaque o € A, écrivons W, := Wy N {p € E;d(p, K) > e3/2}.

Nous noterons (V;)pep, les ensembles (Wy)aeato Ot v € A\ Ay, est tel que ag # 0
pour un 0 < k < tp— 1. On notera aussi Vp I’ensemble Wy o . o.

En écrivant B = By U By LU {0}, les ensembles (V4)pep forment un recouvrement de £
par des ouverts de T*X qui intersectent tous &.

Si 8 =bg..bjy—1 € BY pour un N € N, et si A est une variété lagrangienne, on définira
pour chaque 0 < k < N — 1 ’ensemble @g’to (A) par

25 (A) = ANV,
A) = Vo, N0 (DO(N)) for IS kSN -1
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CHAPITRE 3 : Cadre général de nos résultats sur les ondes planes tordues

Par définition des ensembles b € B, on a @g’to (A) = @5[;0 (A), ot ag € AN est la
concaténation de toutes les suites composant les by, 0 < k < N — 1.

Par conséquent, une fois qu’on a fixé un point p® € K N V4 pour chaque b € By, on a
I’analogue suivant du théoreme [3.19

Corollaire 3.27. On fait les mémes hypothéses que dans le théoréme[3.19. Soit ~yyns > 0.
Il existe N!, . € N tel que pour tout N € N, pour tout 3 € BN et pour tout b € By, alors
soit Vp N (I)ﬁ to (Lo) est vide, soit c’est une variété lagrangienne qui appartient d un cone
instable dans les coordonnées (yPb,nf?).

De plus, si N —1(8) > N}, alors V; N @g’t(’ (Lo) est une variété lagrangienne Yyns-
instable dans les coordonnées (yPb,nP?).

On a aussi 'analogue du théoreme [3.23

Corollaire 3.28. On fait les mémes hypothéses et on prend les mémes notations que dans
le corollaire précédent. On suppose de plus que (X,g) vérifie U’hypothése et que Ly
vérifie I’hypothese[3.16]

Soit O C X un ensemble ouvert suffisamment petit pour pouvoir y définir des coor-
données locales. Alors pour tout N € N et tout f € BV, @jﬁv’to(ﬁo) N(T*O) est une variété
lagrangienne qui se projette sans caustique sur X. En particulier, dans des coordonnées
locales, la variété @jﬁv’to(ﬁo) NT*O peut s’écrire sous la forme

Y (Lo) NT*O = { (2, Bapp o)) € OF},

ou OF est un ouvert de O.
De plus, pour tout £ € N, il existe un Cp o > 0 tel que pour tous N € N, 3 BN ona

10=08,0llct < Cr0- (3.30)

Afin d’alléger les notations, on peut maintenant reparamétriser le temps, de sorte que
to = 1. On omettra ainsi la référence a ¢y dans toute la suite. On a alors

S exp{581()} < exp{(P(1/2) + 2e0)}, (331)
beB;

et on notera @g(A) au lieu de @g’l(A).

Remarque 3.29. Dans [NZ09, Proposition 5.2], les auteurs prouvent qu’il existe uny; > 0
tel que le résultat suivant d’invariance du cone instable soit vrai. Soit b,b' € By, et soit
A une variété lagrangienne incluse dans Vj,, v-instable dans les coordonnées (yPb,nP*) pour
un v < 1. Alors ®(A) N Vi est aussi une variété lagrangienne qui est y-instable dans les
coordonnées (yPr',nPv').
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3.6 Hypotheses sur les fonctions propres généralisées
De plus, lapplication yP> + yPv' obtenue en projetant |5 sur les espaces {(y*>,nP); N> =
0} et {(yP,nPv);n? = 0} vérifie l'estimée suivante sur son domaine de définition :

oy
ay/’b

det ( ) =(1+ o(ep))ekf(pb)7

ot € est le maximum des diametres des Vi, b € By, ou p est comme dans , et )\f(pb)
est le jacobien instable en py, défini dans .

Dans toute la suite, nous supposerons toujours que Yuns < Y1-

Remarque 3.30. Grace au lemme on a pour tout b € By U Ba, pour tout k > 1,

DF(LoNV))NWyNDE_ = 0.

3.6 Hypotheses sur les fonctions propres généralisées

Sur une variété (X, g) vérifiant ’hypothese on considere une famille d’opérateurs
indexée par h

Py = —h*A 4V,

dont le symbole principal est p = [£[2 + V (x).
On considéere une famille de fonctions propres généralisée de P, a énergie 1, c’est-a-dire,
une famille de fonctions Ej, € C*°(X) indexée par h € (0, 1] vérifiant

(P, —1)Ey = 0.

Nous ferons toujours I'hypothese que ces fonctions propres généralisées peuvent étre
décomposées comme suit.

Hypothese 3.31. On suppose que Ej peut s’écrire sous la forme
E, =E) + E}, (3.32)

ot E2 est une distribution tempérée qui est un état lagrangien associé a une variété lagran-
gienne Lo vérifiant hypothése[3.19 d’invariance, ainsi que Uhypothése[3.15 de transversa-
lité. On suppose que E,ll est une distribution tempérée telle que pour tout p € WFh(E,i),
onapée€é.

De plus, on suppose que E,ll est sortante au sens ou il existe eo > 0 tel que pour tout
(z,€) € T*X tel que b(x) < €3, on a

p € WF,(E}) = peDE,. (3.33)

49



CHAPITRE 3 : Cadre général de nos résultats sur les ondes planes tordues

Remarque 3.32. Remarquons que implique que pour tout x € C°(X), on peut
trouwver x € CX(X) telle que x = 1 sur supp(x) U {zx € X;b(xz) > e2}, et telle que le
support de x(1 — x) soit suffisamment petit pour que, pour tout t > 1, on ait

ot (WFh((l - X)E}L)) N T*supp(R) = 0. (3.34)

C’est sous cette forme que nous utiliserons le plus souvent .

Nous allons maintenant donner trois exemples de familles de fonctions propres du la-
placien entrant dans ce cadre : les ondes planes tordues sur les variétés a infinis euclidiens,
les < ondes circulaires tordues >, et les ondes planes tordues sur les variétés hyperboliques
pres de linfini. Si le cas des ondes planes tordues, traité en doit guider le lecteur
dans la lecture de cette these, les deux autres exemples sont plus techniques, et le lecteur

peut sauter les sections et en premiere lecture.

3.6.1 Ondes planes tordues sur les variétés a infinis euclidiens

Définition 3.33. On dira qu’une variété riemannienne (X, g) est a infinis euclidiens sl
existe un compact Xo C X et un Ry > 0 tel que X\ Xy posséde un nombre fini de com-
posantes connexes, notées Xi,..., Xy, (I > 1) telles que pour tout 1 < i < I, (X;,9) est
isométrique a (Rd\B(O, Ry), gEucl).

Si ! = 1 dans la définition précédente, on retrouve bien la définition de variété eucli-
dienne pres de l'infini. La surface représentée en figure |3.2| est a infinis euclidiens.

Remarquons que, quitte a prendre Xy plus grand, on peut supposer que supp V C Xj.
Toute variété a infinis euclidiens vérifie ’hypothese En effet, on peut prendre comme
fonction définissant le bord une fonction b telle que b(z) = (1 4 |z[2)~Y2 si z € X;, que
I'on identifie avec R4\ B(0, Ry).

Pour définir les ondes planes tordues dans ce contexte, nous donnerons simplement la
définition de chacun des termes intervenant dans la décomposition (|3.32]).

Définition de E2
Par définition d’une variété a infinis euclidiens, on a :

X:Xou(|i|Xi),

i=1
avec Xy compact, et pour chaque 1 < i </, il existe un isomorphisme isométrique

i (Xi,9) — (RNB(0, Ro), geuct)- (3.35)
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3.6 Hypotheses sur les fonctions propres généralisées

La frontiere de X peut alors étre identifiée avec une réunion de spheres :

!
ox =| |s;
i=1
avec S; = S41,
Soit w € 9X.Onaw € S; pour un 1 < i < m. Prenons une fonction lisse Y : X — [0;1]

qui s’annule en dehors de X;, et qui est égale a 1 sur un voisinage de S;.
On définit 'onde plane entrante EY(;;w) : X — C par :

E(z;w) = x(z)e'"n  sizeX;, 0 sinon. (3.36)

Si on écrit Lo pour la sous-variété lagrangienne (a bords) X; x {w} C T*X, alors E}
est une distribution lagrangienne associée a Ly, qui vérifie I’hypothese d’invariance.

Définition de ’onde plane tordue

Posons
Fy = —[Ph, X B (w).
Remarquons que Fj, € SO"P(X).

Rappelons que la résolvante sortante Ry, est définie comme Ry, := lim+ (Py—(1+i€)?)7 1,
e—0

la limite étant prise dans la topologie des opérateurs bornés de L2, (X) dans L7 (X).
On définit

E} := R, Fy,

qui est une distribution tempérée grace au théoréme Pl
On définit alors 'onde plane tordue comme :

En(;w) := E) + E}.

Il nous faut maintenant vérifier que E,ll est sortante, au sens de 'hypothese Il nous
faut donc expliquer pourquoi il existe ea > 0 tel que pour tous x,x’ € C(X) tels que
X =1 sur {x € X;b(x) > €2}, il existe Ty, > 0 tel que pour tout t > T, on a

(W E,((1— x)X'E}) NT*supp(x)) = 0. (3.37)

Notre outil principal sera le lemme suivant, dont la preuve peut étre trouvée dans
[DG14, §6.2].

Lemme 3.34. On suppose (X, g) a infinis euclidiens. Pour tout p € WE,(E}), onap € E.
De plus, l'une des alternatives suivantes est vérifiée :

3. Ce théoréme s’applique pour les variétés & infinis euclidiens : voir [NZ09, Theorem 5].

o1



CHAPITRE 3 : Cadre général de nos résultats sur les ondes planes tordues

— Soitpe T,
— Soit il existe t > 0 tel que ®~(p) = (x,w) ot & € supp(IX), et o X est comme

dans .

En prenant ez < ey suffisamment petit pour que supp(x) C {z € X,b(z) > e},
I’hypothese de convexité géodésique implique que est vérifié, et donc que E}L est
sortante.

Finalement, on vérifie sans probleme que l'on a, au sens des EDP :

(P, — 1)E), = 0.

3.6.2 Ondes circulaires tordues

Dans cette section, nous considérons X une variété euclidienne pres de I'infini, et nous
verrons comment le formalisme décrit dans ’hypotheése [3.31] peut s’appliquer & des < ondes
circulaires tordues . Pour simplifier la discussion, nous nous limiterons au cas des surfaces
(d = 2). Comme dans le chapitre |1}, nous considérerons une fonction yo € C2°(X) valant 1
dans la région d’interactions Xj.

Soient a,p € S°™P(SY), et soit L € R un moment angulaire classique. Le parametre
semi-classique sera ici restreint aux valeurs positives telles que % € 2nZ. Considérons la
fonction E~2 valant zéro dans X, et telle que

Eg(a:) ::/ a(w)eiLw/hei?'x/hdw
Sl

siz € X\Xg. Ici, & - 2 := |x| cos(w — &), ot (||, #) sont les coordonnées polaires de .

Remarque 3.35. Comme nous allons le voir ci-dessous, E2 correspond une < onde ayant
un moment angulaire >, c’est-a-dire une fonction s’écrivant comme la somme de deuz états
lagrangiens associés a des lagrangiennes entrantes et sortante, dont les points ont tous le
meéme moment angulaire. En particulier, pour L = 0, la définition ci-dessus correspond a
une onde circulaire.

On peut alors faire la méme construction que dans le chapitre [l et poser
Fy := [Py, xo] ER(-) = —~[1*A, X0l E} ().
Fj, est alors dans C2°(X), donc on peut bien définir
EL() == RyF),.

On pose alors
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On a bien
(P, — 1)Ey = (P, — 1)EY + [Py, — 1,X]EY + (P, — 1)Ry, F),

= [Ph7X]E2+Fh
= 0.

Notre but sera maintenant de montrer que la fonction E}, est de la forme décrite dans
I’hypothese [3.31
On peut décrire la fonction Ef par un argument de phase stationnaire. z = (|z|),)
étant fixé dans X\ Xy, la phase intervenant dans la définition de E‘g sera stationnaire si et
seulement si
L + |z|sin(w — ) = 0. (3.38)

L’équation (3.38]) a exactement deux solutions, que nous noterons w4 (z) et w—(x), qui
convergent vers I et —& respectivement quand |z| — 0.
On a par le lemme de phase stationnaire que

(1 _ Xo(w))Eg(w) _ b+(x; h)ei(x~ﬁ+(x)+Lw+(x))/h +b (1,; h)ei(x-ﬁf(x)—i-Lw,(x))/h + O(%)OO’

1/2
ot by (z;h) sont de lordre de O(ﬁ) . Notons

Yy(z):=x- ﬁi(x) + Lwy(x)

(1 — xo(z))EY(x) est donc la somme de deux états lagrangiens, associés a des lagran-
giennes Ay = {(x, Vip1(x),x € supp(l — x0)}-
Comme w4 (x) est proche de £& quand |z| — oo, on a, quitte a prendre xo = 1 sur
un ensemble plus grand, que
AL CDEL.

On a
Vi (z) = @i(x) + LVwi(2) 4 |2]sin(ws — &)V ()

= Wi(x)

D’autre part, si w vérifie en x, alors w vérifie aussi (3.38)) en = + t pour tout
t € R. On déduit de ceci que ®(A_) NDE_ = A_ NDE_ pour tout ¢t > 0.

Notons Ef)(z) = b_(z; h)ei(“'w—(mHL”—(w»/h. Par ce qui précede, E} est un état lagran-
gien associé & A_, qui est une variété lagrangienne qui vérifie ’hypothese d’invariance.

On pose E}(z) = Ej, — B = —by(x; h)ei(x'3+(x)+Lw+(x))/h + Ry F), + O(ﬁ—‘oo) E} est
une distribution h-tempérée, qui est sortante.

En effet, by (z; h)ei("”’ﬁ“"””Lw*(x))/ h est un état lagrangien associé a la variété lagran-

gienne A, qui est dans DE, donc c’est une fonction sortante. Le terme en O(%Oo> est
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bien sortant, car son front d’onde est vide. Le terme Ry F}, est aussi sortant, car Ry, est la
résolvante sortante, comme dans la section précédente.

On peut donc appliquer le théoreme ci-dessous a Ej, du moment que A_ vérifie
I’hypothese de transversalité Ceci peut étre intéressant pour décrire les propriétés
de la matrice de diffusion, car les (eX“/")cz forment une base orthonormale de Iespace
L?(S') sur lequel la matrice de diffusion agit.

3.6.3 Ondes planes tordues sur les variétés hyperboliques prés de ’infini

Cette section suit partiellement [DG14) §7].

Définition 3.36. On dira qu’une variété riemannienne (X, g) est hyperbolique pres de
Pinfini si elle vérifie hypothése et si, de plus, dans un voisinage collier de 0X, la
métrique g est de courbure sectionnelle —1 et peut étre mise sous la forme

db® + h(b)

g b2 )

ot b est la fonction définissant le bord introduite dans I’hypothése et ot h(b) est une
famille lisse, indexée par un paramétre, de métriques sur X pour b € [0, €).

Construction de E,g Fixons un w € 0X. Par définition d'une variété hyperbolique pres
de I'infini, il existe un voisinage V,, de w dans X, et un difféomorphisme isométrique v, de
V., N X dans un voisinage V,, s du pole nord gy dans la boule unité B := {q € R% |¢| < 1}
équipée de la métrique gy :

4dq?
(1—1q[*)?*’

o ¢, (w) = qo, et ou |-| désigne la distance euclidienne. On choisira une fonction définissant
le bord dans la boule B égale a

Vs ={a €Bslg—qo| <0}, go=

1 —|q|
1+ |q|’

0 = (3.39)
et alors la métrique induite b%go|§d—1 sur S*1 = 9B est la métrique usuelle de courbure
+1. La fonction b,, := byo 1, L peut étre vue localement comme une fonction définissant le
bord dans X.

Pour chaque p € S%~1, on définit la fonction de Busemann sur B

1— 2
¢, (q) = log (’q _|Z’2)-

Remarquons que 'on a lim gb% (q) = +o0.
p—q
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Il existe un € > 0 tel que I’ensemble
U, ={z € Y; dﬁ(x,w)<e}
est inclus dans V,,, ot § = b2 g est la métrique compactifiée. On définit la fonction
dw(z) = qu(;BO (¢Yw(z)), pour z € U,, O sinon.

Soit ¥ : X — [0, 1] une fonction lisse qui est nulle en dehors de U,,, et qui est égale &
un sur un voisinage de w.
L’onde entrante est alors définie comme

EY(z,w) := R(z)eld=D/2+i/Mou(2) i 2 c U, 0 sinon.
E2 est alors un état lagrangien associé a la variété lagrangienne

'66 = {($)8x¢w(x))vx € Uw}a

représentée dans la figure Ly, vérifie alors 'hypothese (3.12) d’invariance, comme on
peut le voir facilement en travaillant dans B, mais pas 'hypothese . Pour obtenir une
variété Ly vérifiant I'hypothese a partir de L), il suffit de continuer & propager les
points de L{, qui sont déja dans DE, c’est-a-dire qui vont directement & 'infini dans le
futur, comme suit :

Lo=coul) J @)
t>0 peL},NDE 1
Si U, a été choisi suffisamment petit, alors Ly sera inclus dans V,, et en travaillant

dans B, on peut voit que les hypotheses et sont vérifiées.

Construction de E,ll On pose E,ll = —RpF}, ou Ry, est la résolvante sortante

(d—1)°

—hZA —
( 4

h? —1—i0)",

et Fj, := [h2A, x]elld=D/24i/h)du (@)
Il nous faut maintenant vérifier que E,ll est bien une distribution tempérée. Comme
expliqué dans [DG14, §7.2], on a

16~ il 2 x) = O(h). (3.40)
Il nous faut donc montrer que pour tout x € C°(X), il existe C, N > 0 tels que
IXRnbl| 22 < ChTY. (3.41)
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FIGURE 3.3 — Les variétés lagrangiennes £, et £y pour une variété hyperbolique pres de
I'infini.

X,
FIGURE 3.4 — Les variétés X et X3
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Pour montrer une telle estimée, on veut utiliser les résultats de [DV12]. Toutefois, le résultat
principal de cet article ne s’applique pas ici, et il nous faut ’adapter un peu. Ecrivons
Xo = {z € X;b(z) > €/4} et X1 = {x € X;b(z) < €/2}, ol ¢ est comme dans
I’hypothese Ces variétés sont représentées dans la figure

Soient pg,p1, p, Po, p1, p des fonctions bornées dans C*(X) telles que

— po, po = 1 sur Xo, et po, po s’annule en dehors de {z € X;b(z) < €/8}.

— p1,p1 = 1 sur Xo N Xy, p1,p1 s’annule sur {z € X;b(x) > €}. On ne précise pas
pour l'instant le comportement de p; et p; dans X7\ Xy : dans la suite, ces deux
fonctions auront un comportement différent dans cette région de X.

— p, p € C®°(X) sont telles que p = p; dans X1, p = py sur X et p=p=1sur X\ X;.

Supposons qu’il existe des constantes C, N > 0 telles que pour j = 0,1, on a

i Bifill L2 (x)—12(x) < Ch™Y. (3.42)
Nous allons montrer qu’il existe alors C’, N’ > 0 telles que
lpRupl r2(x)—r2(x) < C'hN' (3.43)

Dans [DV12], les auteurs prouvent uniquement dans le cas ou pg = pg, p1 = p1,
p = p. Toutefois, la preuve de (3.43)) suit exactement les mémes lignes. Rappelons-les, par
souci de clarté.

Soit xo € C*(R; [0, 1]) telle que xo(s) = 1si s > 5ep/12 et xo(s) = 0si s < e/3 et soit

x1 = 1—Xxo-
On définit alors une paramétrice pour (P, — 1) comme suit. Soit

F = xo(b(z) + €0/12) Rpxo(b(x)) + x1(b(2) — €0/12) Rpx1 (b(x))-

On pose Ag := [Ph,x()(b(') + 60/12)]Rh(X0 ob) et Ay := [Py, x1 (b() — 60/12)]Rh(X1 ob).
Par les mémes calculs algébriques que dans [DV12, §3], on a

(Ph — 1)(F — FAy — FA —|—FAOA1) =1Id— A1Ay + A1AgAL = Id + OL2*>L2(hOO),

ou la seconde inégalité provient de (3.3) dans [DV12].
Par conséquent, pour h suffisamment petit, on a

0Bl 212 < Cl|p(F — FAy — FAL + FAoA)p| 12,10
= C||p(F = x0(b(-) + €0/12) Ru(x0 0 b) A1 (3.44)
+ X1 (b() — 60/12)Rh(X1 o b)(—Ao + AOAI))ﬁH

Utilisons l'inégalité triangulaire, et bornons chacun des termes. On a
IpF |l < llpoRnpoll + [lpr Rujn|| < Ch™N
par E12).
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Ensuite, on a

le(x0(b) + €0/12) Ralxo 0 6)A0)5| < [loRa(x0 0 b) [P xa () — 0/12)] Bui|
< CllpoRnpol||lprRnp1]]
< Ch2V,

ou, pour passer de la premiere ligne a la seconde, on a utilisé le fait que p; = 1 sur XgN X3
et que 'on a, par des considérations de supports,

[Pr, x1(b(-) — €0/12)] (1 = p1)
(1 = po) [Prsx1(b(+) — €0/12)]

Quant au dernier terme dans (3.44)), on peut le majorer par

g‘ (3.45)

|ox1(z — €0/12) Ruxa (— Ao + Ao Ar)p||

< ||p1Ra(x1 0 b) (= [Pr,x0(b(-)eo/12)] Ru(x0 © b)

+ [Ph, x0(b(-) + €0/12)]Rp(x0 © b) [Pa, x1(b() + €0/12)] Rn(x1 0 b)) 5|
< C(lprRuprpoRnpoll + |lpoRupopr Rupull)

< ChN,

ol, pour obtenir la seconde inégalité, on a utilisé a nouveau .

Ceci conclut la preuve de (3.43)).

Pour prouver , on utilise le théoreme 5.1 de [Vasl2] (pour s = 1), qui dit que si
(X, g) est asymptotiquement hyperbolique et sans ensemble capté, alors pour tout o € R,
on a

d—1 C

oA = (=) = ) o) < 707 e

Dans les notations de [Vasl2], on a ||fHH‘o 1 (Xocuen) ™ Hb<d+1)/2fHL2(X). Comme, de plus,
1

la norme L? dans un compact peut étre bornée par la norme H! _; on obtient que
o] (XO,even)’

pour tout x € C°(X) on a

d—1\2 c’

2 -1 _
(=2 =12 (5= ) = D7 Fllzzee < T 167 ez,

Par conséquent, pour tout f € L?(X), on a

d—1\2 C’
2 2 —1
(=28 =12 (=) = D70 ) < 1 ez,

ce qui nous donne (3.41]) dans le cas ou il n’y a pas d’ensemble capté.
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Dans le cas ou il y a un ensemble capté on colle ensemble les estimées de résolvantes,
comme dans la preuve du théoréeme 6.1 de [DV12], mais en utilisant au lieu de [DV12,
Theorem 2.1]. Plus précisément, on prend po, p1 et p{, & support compact, et p} = b. Ceci
nous donne .

En combinant ceci avec , nous avons montré que E}L est une distribution tempérée.
On vérifie ensuite sans mal que 1’on a, au sens des EDP :

(d—1)°

(—hQA—hQ —1)Eh:0.

Front d’onde de E,lZ Montrons maintenant que E,% est tel qu’il existe ea > 0 tel que
pour tout (z,€) € T*X tel que b(x) < €2, on a

p e WEL(E}) = peDE,. (3.46)

Dans [DG14, §7], les auteurs montrent que le résultat du lemme est vrai lorsque
(X, g) est hyperbolique pres de l'infini.
Supposons que p € WE,(E}) N DE_ est tel qu'il existe t > 0 tel que

®7(p) € {(2, 0100 (x)); x € supp(dx)}-

Alors dg(®~" (p),w) sera une fonction décroissante qui tend vers zéro quand ¢’ — 4-oc.

Notons U/, C U,, un voisinage de w dans X sur lequel ¥ vaut un.

Mais alors, comme expliqué dans [DG14, Hypothese (A7)], si on prend ey suffisamment
petit, on peut supposer que pour tout p’ € S*X tel que b(p’) < e et tel que dg(@ft/ (p),w)
est une fonction décroissante tendant vers zéro quand t' — 400, on a wx(p') € (U)).
Par conséquent, wx(p) € U, et mx(® (p)) € U.. Ceci est absurde, car mx(® (p)) €

supp(9x), et x = 1 sur U._. Ceci prouve (3.46)).

3.7 Résultats concernant les ondes planes tordues

3.7.1 Résultats en présence d’un ensemble capté hyperbolique

Notre résultat principal est le suivant, et généralise le théoréme Rappelons que
les ensembles (V})pep, ont été introduits dans la section et qu'on a fixé pour chaque
b € By un point p, € K N Vj. Pour chaque b € By, on note Uy, : L*(X) — L*(R%) un
opérateur intégral de Fourier quantifiant le changement local de coordonnées symplectiques
Kp @ (x,&) — (yPr,nP?), et qui est micro-localement unitaire sur Vj.

Théoréme 3.37. Supposons que la variété (X, g) satisfasse a l’hypothése a linfini, et
que le flot hamiltonien (®) vérifie I’hypothése|3.9 d hyperbolicité et ’hypothése concer-
nant la pression topologique. Soit (Ep)p~o une famille de fonctions propres généralisées de
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P, de la forme décrite dans I’hypothése ot E2 est associé a une variété lagrangienne
Lo qui vérifie ’hypothése d’invariance ainsi que Uhypothése de transversalité [3.15,
Alors il existe une famille (Iy)pep, d’opérateurs dans W, (X)) micro-supportés dans
Vi tels que ZbeBl II, = I micro-localement sur un voisinage de K dans T*X, tels que le
résultat suivant soit vrai.
Pour tout v > 0, il existe M, > 0 tel que l’on ait

[ My ¢|log k]
UTL,ER(y™) = Y > oW hag (yPh) + Ry, (3.47)
n=0  geB,

ot agp € Scomp(Rd) est un symbole classique, et ou chaque ¢gy est une fonction lisse
indépendante de h, et définie dans un voisinage du support de agy. L’ensemble B, sera
défini précisément dans comme un ensemble de mots de longueur environ n. Son
cardinal croit donc exponentiellement avec n.

On a lestimée suivante sur le reste :

[Brl[r2 = O(R").
Pour tous £ € N, € > 0, il existe Cy tels que pour tout n > 0, pour tout h € (0, hol, on
a
> llagplle < Coeem™0/2F), (3.48)
BeB,

Remarque 3.38. Le lien entre ce théoreme et le théoréme |3.19, ou plutot le corollaire
est le suivant. Si B € By, on a, par construction de By, B € B"™ pour un n’ proche
de n. On a alors

iy <{(y’”’, Fbpp(y™))iy” € Supp(aﬂ,b)}> C Vy N ®F (L),

Dit de maniére plus informelle, les phases ¢n gy introduites dans le théoréme
paramétrisent les lagrangiennes décrites dans le corollaire [3.27, apreés le changement de
coordonnées symplectiques ky.

Remarque 3.39. Le reste R, dans est a micro-support compact, car les autres
termes dans sont a micro-support compact. Par conséquent, pour tout £ € N, quitte
a prendre M, plus grand, on peut demander que

[1Brllce = O(R").

Comme corollaire du théoreme[3.37}, on peut déduire le corollaire suivant, qui généralise
le corollaire et nous donne 'unicité de la mesure semi-classique associée a (Ep), et
donner une expression de cette mesure pres de ’ensemble capté. Rappelons que 7 est le
symbole principal de I'opérateur II, apparaissant dans le théoreme (3.3
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Corollaire 3.40. Il eziste une (unique) mesure borélienne p sur S*X telle que, pour tout
X € CX(X) et pour tout a € CX(T*X), on a quand h — 0 :

(Onn(@)xEnxEn) = [ ale,0)¢(@)due.o) + o).
“X

De plus, il existe une constante 0 < ¢ <1 et des fonctions positives fn g € Seomp(RY) pour

neN, g€ B, etbe By telles que pour tout a € C°(T*X) et pour tout x € C°(X), on a

(Opn(mha)XEn, XEn) =/ a(x,v)dpy,y (z,v) + O(h°),
* X

o

(i W7 1™)) =Y D Fon(y”)Spmr=os, ) Y™
n=05€gn
Ici, les fonctions fgy vérifient l'estimée .

Ce corollaire sera prouvé dans le chapitre @ Les fonctions f, g; qui apparaissent ci-
dessus sont construites a partir des a, gp du théoreme [3.37 En fait, f, g5 sera presque
égal & |an ]2

Ce corollaire sera prouvé dans le chapitre [6

3.7.2 Résultats en courbure négative

Sur une variété de courbure sectionnelle négative ou nulle sans potentiel, le théoreme
[3:37 en le résultat suivant, qui généralise le théoréme La principale différence avec le
théoreme|3.37est que le théoreme|3.41|ne s’applique pas que dans un voisinage de ’ensemble
capté, et que tous les état lagrangiens intervenant correspondent a des lagrangiennes se
projetant sans caustique sur X. Remarquons que les états lagrangiens ont étés regroupés

par rapport au théoréme de sorte que (3.51)) soit vérifiée.

Théoréme 3.41. Soit (X,g) une variété riemannienne vérifiant I’hypotheése ainsi
que l’hypothése a Uinfini. Supposons que le flot géodésique (®') vérifie 'hypothése
d’hyperbolicité, ’hypothése concernant la pression topologique. Soit Ey une fonction
propre généralisée de la forme décrite dans U'hypothése ot Eg est associée a4 une
variété lagrangienne Ly qui vérifie l’hypothése d’invariance(3.19 ainsi que Uhypothése[3.16,

Soit K C X un compact. Il existe exc > 0 tel que pour tout x € C°(X) de support inclus
dans K et de diamétre plus petit que exc, le résultat suivant est vrai. Il existe un ensemble
BX et une fonction 7 : BX — N telle que le nombre d’éléments dans {8 € BX;n(8) < N}
croit au plus exponentiellement avec N.

Pour tous r > 0, £ > 0, il existe M, > 0 tel que 'on a, quand h — 0 :

YEn(z) = Soo @ as (aih) + Ry, (3.49)

| PeBx
f(B) <My | log hl
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ot ag . € SeomP(X) est un symbole classique, et ot chaque @5 est une fonction lisse définie
dans un voisinage du support de ag . Ona

IIerlce =O(h").
Pour tous £ € N, € > 0, il existe Cy. telle que

E HG’B,XHCE S C€7Een(73'(1/2)+e)' (350)
BeBx
A(B)=n

De plus, il existe une constante C7 telle que pour tous B,B' € BX avec 5 #* B’, on a

(z)] > Cle—\/%maX(ﬁ(ﬂ)ﬁ(B’))

10p5(x) — Ops (a , (3.51)

ou by est comme dans l’hypotheése [3.6,

Tout comme le théoreme le théoreme peut étre rapproché des résultats de la
section comme le dit la

Remarque 3.42. Le lien entre ce théoréme et le corollaire [3.28 du théoréme [3.23 est
le suivant. Soit x € CX(X) comme dans le théoréme, et soit O un petit ouvert tel que
supp(x) N O # 0. Comme nous le verrons dans la section |5.4 H Vensemble BX est défini
comme une classe d’équivalence d’un sous-ensemble de UneNB” Soit B € BX et soit 3 € B"
un représentant de la classe . Considérons ®4(Lo). Ona :

Va € supp(p,0) Nsupp(pp), Oppo(r) = 0ps().

Ainsi, localement, les gradients des phases décrites dans le corollaire[3.28 et dans le théoréme

sont les mémes.

Remarque 3.43. Dans le théoréme- Uhypothése que le support de x est suffisamment
petit ne joue un réole que pour obtenir . St x est une fonction quelconque dans C°(X),
on peut utiliser le théoréme et une partztwn de l'unité pour écrire xEy, sous la forme
d’une décomposition analogue a , avec une estimée comme (@ En fait, ceci sera
fait de facon plus directe dans la preuve du théoreme (voir et la discussion qui

s’ensuit).

Comme corollaire du théoreme [3.41] on peut déduire la borne suivante sur les normes
Ce de Eh.

Corollaire 3.44. On fait les mémes hypothéses que dans le théoréme [3.41] Soit £ € N et
X € CX(X). Alors il existe Cy, > 0 telle que, pour tout h >0, on a

hf'
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3.7 Résultats concernant les ondes planes tordues

En particulier, la suite (E})p, est uniformément bornée par rapport a h dans Lj..

Démonstration. Le corollaire suit de la décomposition (3.49) combinée avec les estimées

B50) ot (B30). 0

On peut aussi déduire une version améliorée du corollaire qui sera elle aussi
prouvée au chapitre [6}

Corollaire 3.45. On fait les mémes hypothéses que dans le théoréme [3.41 Soit x €
CX(X) et soit € > 0. Alors il existe une mesure finie p,, sur S*X telle que l’on a pour tout

ae€CX(T*X)
_6)
).
ot —bg est la valeur minimale prise par la courbure sectionnelle sur X.
Si K est un ensemble compact et si le support de x est dans K et est de diamétre plus
petit que e, on a

[P(1/2)]

Om@xBnxB) = [ ale e, + o (4" O

dux(2,6) = Y |(a] )P(@)0fe=npy (o de,
BeBx
ot aB est le symbole principal de ag, comme défini dans 'appendice|A. 1)

De plus, si Lo vérifie Uhypothése [3.18, alors pour tout N € N, il existe cy > 0 tel que
pour tout x € X tel que x(x) =1, on a

9 IP(@) > cn. (3.52)

B
=l
=

BeBx
w(B)>N

3.7.3 Résumé des hypotheses et résultats principaux

Le tableau suivant résume quand nos principaux résultats s’appliquent.

OPTE | OPTE oCT OCT OPTH | OPTH

Khyp | k<0 | K hyp k<0 K hyp k<0
Th 3.37 | Ouisi T Oui OuisiT | OuisiT | Ouisi T Oui
Cor 3.44 Non Oui Non Oui Non Oui
Th 7.1 Non Oui Non Non Non Oui
Th 1.28 Non Non Non Non Non ?

Les différentes lignes correspondent aux quatre résultats principaux que nous avons
obtenu sur les ondes planes tordues, a savoir
— Le résultat de décomposition de FEj en somme convergente d’états lagrangiens

(théoreme et théoréme ;
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CHAPITRE 3 : Cadre général de nos résultats sur les ondes planes tordues

— La borne C* sur Ej, (corollaire et corollaire ;

— Les bornes supérieure et inférieure sur le volume des ensembles nodaux de R(Ep)
(théoreme [1.27] et théoréme ;

— La borne inférieure sur le nombre de domaines nodaux de la somme de deux ondes
planes tordues pour une métrique générique (théoréme .

Les différentes colonnes correspondent aux principales familles d’exemples de fonc-
tions propres que nous avons données :
— OPTE correspond aux ondes planes tordues sur les variétés a infinis euclidiens,
comme définies dans la section [3.6.1];
— OCT correspond aux ondes circulaires tordues comme définies dans la section |3.6.2];
— OPTH correspond aux ondes planes tordues sur les variétés hyperboliques pres de
I’infini, comme définies dans la section [3.6.3
K hyp correspond a 'hypothese [3.9] que K est un ensemble hyperbolique. k < 0 cor-
respond a I’hypothese supplémentaire (i) que la courbure sectionnelle est négative ou
nulle, et que le potentiel V' est nul. Nous supposons de plus toujours que I'hypothese [3.:24]
concernant la pression topologique est vérifiée.

Voici comment lire les différentes cases du tableau :

— Qui si T : le résultat s’applique dans ce cas, si I’hypothese de transversalité [3.15
est vérifiée.

— Oui : ’hypothese de transversalité [3.15] est automatiquement vérifiée dans ce cas,
et le résultat s’applique.

— Non : le résultat ne s’applique pas sans hypothese supplémentaire.

— 7 : pour la derniéere case, il est probable que le résultat soit vrai, mais nous n’avons
pas écrit la preuve dans ce cadre.
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Chapitre 4

Preuve des résultats concernant la
propagation de L

Le but de ce chapitre, qui suit [Ing15d] et [Ing15Y|] est de prouver les résultats de la
section [3.4).

4.1 Preuve du théoréme [3.19

Le but de cet section est de prouver le théoreme dont nous rappelons I’'énoncé.

Théoréme. Supposons que la variété (X, g) vérifie ’hypothése a linfini, que le flot
hamiltonien (®') vérifie I’hypothése d’hyperbolicité, et que la variété lagrangienne Lg
vérifie I’hypothése d’invariance ainsi que l'hypothése de transversalité [3.15]

Fizons un vuns > 0 arbitrairement petit. Il existe alors eg > 0 tel que le résultat suivant
soit vrai. Soit (Wy)aea, un recouvrement ouwvert de K dans T*X de diamétre < g, tel
qu’il existe des points p, € W, N K, et tel que les coordonnées adaptées (y*,n®) centrées en
p® soient bien définies sur W, pour tout a € Ay. On peut alors compléter ce recouvrement
ouvert en un recouvrement ouvert (Wey)aca de € dans T*X ou A = A; U As LU {0} (avec
Wy défini comme dans ) tel que les propriétés suivantes soient vérifiées.

Il existe Nyns € N tel que pour tout N € N, pour tout o € AN et tout a € Ay, alors
W, N ®N(Ly) est soit vide, soit une variété lagrangienne dans un coéne instable dans les
coordonnées (y*,n").

De plus, si N — 7(a) > Nuns, alors W, 0 ®N(Lo) est une variété lagrangienne yyns-
instable dans les coordonnées (y*,n®).

Remarque 4.1. La constante €g et les ensembles (Wy)aca, dépendent de la variété lagran-
gienne Ly. Si on considére toute une famille de variétés lagrangiennes (L,).cz vérifiant
les hypothéses[3.13 et[3.13], alors nous aurons besoin de conditions additionnelles sur la fa-
mille pour powvoir trouver un choiz commun de €y et (Wg)aeca, indépendant de z € Z. Par
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CHAPITRE 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L

exemples, les équations et que nous écrirons plus loin donnent une condition
suffisante pour qu’une telle construction soir possible. Remarquons que ces équations sont
automatiquement vérifiées si Z est fini.

Démonstration. A partir de maintenant, on fixe un ~,,s > 0.

Soit pg € K, et considérons le systeme de coordonnées adaptées dans un voisinage de
po construites dans le lemme Rappelons que I’ensemble U0 (¢e) a été introduit dans
I’équation . On définit une section de Poincaré par

£ = £(6) = {4 1) € UM () of° = nf° = 0},

Remarquons que les espaces E;)% sont tangents a X0, et que les coordonnées (uf?, sP0)
introduites dans forment un systéme de coordonnées symplectiques (ou coordonnées
de Darboux) sur X0.

En fait, on aura souvent besoin d’un systeme de coordonnées non symplectiques, cons-
truit & partir des coordonnées (y”,n”).

Avant de construire ce systeme de coordonnées non symplectique, expliquons pourquoi
il est indispensable a notre preuve. L’outil principal pour prouver le théoreme [3.19| est
le « lemme d’inclinaison >, qui dit en gros qu’une variété lagrangienne qui intersecte
transversalement la variété stable s’approchera de plus en plus de la variété instable quand
on la propage dans le futur. Ceci est un résultat tres simple dans le cas d’un difféomorphisme
hyperbolique linéaire, mais il nous faut ajouter des quantificateurs pour obtenir un résultat
rigoureux dans le cas de difféomorphismes non-linéaires. Par exemple, on peut dire, comme
dans [NZ09, Proposition 5.1], que, étant donné un v > 0, il existe e, > 0 tel que si A est une
variété lagrangienne y-instable incluse dans un U®(e, ), alors pour tous p/, @' (A) NU? (e,)
est encore ~-instable.

Toutefois, on ne peut pas utiliser ce résultat directement ici, pour la raison suivante.
Plus on prend e petit, plus les points de la variété lagrangienne Ly peuvent passer de
temps dans la partie de la région d’interaction qui n’est pas affectée par la dynamique
hyperbolique avant d’entrer dans I'un des U?(¢) pour un p € K. Cependant, si un morceau
de Ly passe beaucoup de temps dans cette région « intermédiaire >, il est possible qu’elle
devienne tres proche de la direction stable, car nous n’avons fait aucune hypothese sur
ce qui se passe dans la région intermédiaire. Pour éviter un tel raisonnement circulaire,
il nous faut introduire un autre systeme de coordonnées, dans lequel la description de la
propagation de variétés lagrangiennes dans la région intermédiaire est plus simple.

4.1.1 Coordonnées alternatives

Dans ce paragraphe, nous allons décrire un systéme de coordonnées < alternatives > cons-
truites a partir de celles introduites dans le lemme mais qui en different un peu. Etant

1. Nous appellerons parfois les coordonnées construites dans le lemme < coordonnées droites >,
pour les différencier des coordonnées alternatives.
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4.1 Preuve du théoréme

donné un p € K, on introduit un systéme de coordonnées lisses (3, 7°) = (97, a”, 7}, 5°)
comme suit.
Sur >*, ces coordonnées sont telles que

Wi (p)NxP = {(@F,0);4” € D}, WP (p)N¥r ={(0,5");5 € D},

loc loc
et si on désigne par L, I’application
L,:(u’,s")— (0", 5") (4.1)
définie dans un voisinage de (0,0), on a
de(0,0) = Idpaa-—2. (4.2)

Si p a pour coordonnées droites (y7(p),u’(p),n}(p),s”(p)), on définit p' € X° comme
étant le point dont les coordonnées droites sont (0,u”(p),0,s”(p)). On définit alors les
coordonnées alternatives de p par

91 (p) = v1 (p),
7 (p) =t (p),
a’(p) = al(p"),
§°(p) = 3"(p")

Remarquons que ce systeme de coordonnées n’est pas nécessairement symplectique. On

a
ouP  9sP 0
o ~ o5 "
y}) Y1 (4.3)
oy} _1
gy
Etant donné un p € K, et ¢, ¢ > 0, on définit
UP(e,e) ={(7",7°) : [if] <& 7] <6, € Der, 5" € D}, (4.4)

ou ¢ est comme dans (3.8)).
Finalement, la section de Poincaré peut étre vue dans les coordonnées alternatives

comme
XP(e,¢) = {(",71") € UP(e,€); 97 =iy = 0}.
Dans la suite de cette section, nous travaillerons le plus souvent dans la situation ou
€ << e (c’est-a-dire, avec des ensembles beaucoup plus fins dans la direction instable que
stable).
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CHAPITRE 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L

4.1.2 L’application de Poincaré

Soit pg € K, et soit € > 0 suffisamment petit pour que les coordonnées alternatives
autour de po et de ®!(py) sont bien définies dans les voisinages U (e, €) et U (70 (e, €).
L’application de Poincaré k,, est définie, pour p € $Po (e) proche de pg, en prenant I'inter-
section de la trajectoire (®°(p))|s—1)<c avec la section 521 (k) (cette intersection consiste
en au plus un point). Dans la suite, on omettra parfois la référence & pg, et nous noterons
simplement ’application de Poincaré .

L’application k,, n’est pas nécessairement symplectique, car elle est définie dans les co-
ordonnées alternatives, qui ne sont pas nécessairement symplectiques. Néanmoins, si nous
avions défini I’application de Poincaré dans les coordonnées droites, elle aurait automati-
quement été symplectique. La linéarisation des deux systémes de coordonnées est identique
en pg par I’équation . Par conséquent, en utilisant I’hypothese que K est hyperbolique,
on voit que la différentielle de k en pg prend la forme

dr(po) = <gl tAO1> :

et qu’il existe

v=et<1 (4.5)
telle que la matrice A vérifie
1AM < v, (4.6)
ol || - || correspond a la norme matricielle. Par conséquent, I’application de Poincaré
prend la forme
Ko po (W, 5P0) = (Aﬂpo + a(aro, gpo)’tA—lgpo + B(ﬂpo’ gﬂo))’ (4.7)

et les fonctions & et ,5’ vérifient :
&(0,57°) = B(@”,0) = 0 and da(0,0) = dB(0,0) = 0.
On a par conséquent 3
[allery < Coe, |1Bllervy < Coe, (4.8)
pour des constantes Cp, car & est uniformément C2.

Remarque 4.2. Par compacité de l’ensemble capté, les constantes Cy et v peuvent étre
choisies indépendamment du point pg. On peut aussi trouver un C > 1 tel que, indépen-
damment de pg et p1 dans K, on a

Al <¢.

Finalement, quitte a prendre Cy plus grand, on peut supposer que toutes les dérivées se-
condes de l'application L, définie dans sont bornées par Cy indépendamment de
pe K.
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4.1 Preuve du théoréme

4.1.3 Changements de coordonnées et variétés lagrangiennes

Décrivons maintenant comme une variété lagrangienne sera affectée par un passage
des coordonnées alternatives aux coordonnées droites centrées au méme point. Le lemme
suivant nous dit qu’une variété y-instable dans les coordonnées alternatives sera v'-instable
dans les coordonnées droites, pour un 4’ pas beaucoup plus grand que 7.

Lemme 4.3. Supposons qu’une variété lagrangienne A C Up(e, €) puisse s’écrire dans
les coordonnées alternatives centrées en p € K comme A = {(§°;0, F'(§°)); §” € D,}, ou
D, cC R? est un petit ouvert, et telle que ||dF||co < . Supposons de plus que

Coey < 1.
Alors, dans les coordonnées droites, A peut s’écrire comme :
A= {(y],u"0, f(u’));u” € Dy},
avec ||df||co < v(1 — Coye) 1 (1 + 2Cqe).

Démonstration. Pour alléger les notations, nous n’écrirons pas Iindice p. On note L~ le
changement de coordonnées L~1(7,7) = (y,7), et on note L, L L, I ses deux composantes.

Les points sur A sont paramétrisés par la coordonnée g. On peut donc voir leurs coor-
données droites y, n comme des fonctions de 3.

Par les équations (4.2)), (4.3)) et la remarque on a

& 1 o= OL;Y 0L OF(g)
=1+R

avec || R|| < Coye < 1.
Par conséquent, sur A, § — y est inversible. On peut donc écrire s comme une fonction
de y, et on a

ds  0jrds F(3) 85} _1 ,
— == —|=U+R I+ RY)),
5~ o5+ 2y %) ~ U HRTOUHR)
avec ||R'|| < 2Cpe. On a donc Hg—;’ < (1 = Coye) (1 + 2Cpe).

Le fait que s soit en fait indépendante de y; vient du fait que A est une lagrangienne
iso-énergétique, et que l'on travaille dans des coordonnées symplectiques. ]

Décrivons maintenant le changement entre deux systemes de coordonnées alternatives.
Soient p, p’ € K. Si ces deux points sont suffisamment proches, ’application L : (g°,7°)
(§”,7”") est bien définie sur un ensemble contenant & la fois p et p/, de diametre d(p, p').
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En combinant le fait que les espaces (in)stables E;—L dépendent de fagon hélderienne de
p € K° pour un exposant de Hélder p > 0, et le point (v) du lemme on obtient :

dL(O,O) =L+ RPvPI’ (49)

ol
| Ry || < CdP(p,p’) ot p> 0 est comme dans (3.9), (4.10)

et ou L est de la forme
_(Uy O
= (0 0)

pour une matrice unitaire U,,. Ici, L, peut ne pas étre unitaire, mais elle est inversible, et
par compacité de K, HL77||_1 peut étre bornée indépendamment de p.

Par compacité de K, les dérivées secondes de L peuvent étre bornées indépendamment
de p et de p'. Par conséquent, pour tout p” dans un voisinage de p, on a

de// = dL(070) + Rp//, (4.11)

ot Ryn < C'd(p, p") et C' est indépendante de p'.

Quitte & prendre Cp plus grand, on peut supposer que ||L,[|™* < Cp. On peut aussi
supposer que Cy/2 est plus grand que les constantes C' et C’ qui apparaissent dans les
bornes sur R, et R,.

Nous utiliserons toutes les remarques précédentes sous la forme du lemme suivant, qui
décrit 'effet d’un changement de coordonnées alternatives sur une variété lagrangienne.

Lemme 4.4. Soient p,p' € K tels que d(p,p') < €, et soit A une variété lagrangienne qui
peut s’écrire dans les coordonnées alternatives centrées en p comme

A = {(i#{, @0, F*(§7)); §” € D},

ot D, C R% est un petit ouvert, et ou ||[dE?||co < v < Tloep.

Alors ANTU? (e, €) peut s’écrire dans les coordonnées alternatives centrées en p/ comme
ANT (e,0) = {(@ 330, F (7#)): 3 € Dy},
ot Dp/ C R? est un petit ouvert, et ot
[dE? || co < (7(1 + CoeP) + CoeP) (1 — 2yCoeP) ™! < oo

Démonstration. Considérons les points de A. Par hypothese, leur coordonnée 7 est une
fonction de leur coordonnée y*. Par conséquent, en utilisant l'application L, leur coor-
données (yj”/, 77/’/) peuvent étre vues comme des fonctions de g*.

Notons L, et L, les deux composantes de L. Par définition, on a

§” = Ly(§°. i) = Ly (5°, F*(3”)),
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4.1 Preuve du théoréme

BFP

ot FP(§P) satisfait =5 H < ~. Par conséquent, on a :

0y 0L, OF°(y°) 0L,
oge  OP oge 0P
=U+R,

ou U est unitaire.
Par les équations (4.9)) et (4.11)), on a HRH < 2yCpeP < 1 par hypothese. Par conséquent,

g° — §” est 1nver51ble et on a g;: < (1 — 2vCpeP)~L. On peut voir np comme une

fonction de §¢', et on a

[5%1-

ayp 877/’ agﬂ onP onF’ H
og”

" og oy i
<(1- 2’7C06p)_ (Coe? +v(1 + CpeP)),

et le lemme s’ensuit.

4.1.4 Propagation durant des temps courts

Fixons un v € (v,1), ou v a été défini dans (4.5). Rappelons que p a été défini dans
1) comme 'exposant de Holder des directions stables et instables. A partir de mainte-
nant, on fixe un € > 0 suffisamment petit pour que

v+ CyeP CoeP Yuns(1 — 1)
_— . 4.12
— CyeP <1 et v=1 —2CyeP < 8 (4.12)
(1 + Vl)’)/uns -1 (1 + Vl)(l + C’0€p) Yuns
| Lot Ve
( 1420y o) o5 g T O%) < e (4.13)

Ceci est possible, car 12”1 < 1. On demande aussi que CyeP < 1/2. Remarquons que, bien
que la condition semble terriblement compliquée, elle est faite pour bien se combiner
avec le lemme [£.4]

Introduisons une premiere décomposition de la couche d’énergie. Rappelons que nous
avons défini Wy dans comme la partie extérieure de la couche d’énergie. On définit
Wi = {p € EWp ;d(p,K) < €/2)} comme la partie de la couche d’énergie proche de
Pensemble capté, et Wh := {p € E\Wy ;d(p, K) > €/2)} comme la région d’interaction.
On pourra se référer a la figure pour une représentation de ces différents ensembles.
Remarquons que 'on introduira plus loin un recouvrement ouvert de la couche d’énergie
plus fin, en utilisant les ensembles W, apparaissant dans ’énoncé du théoreme.

Le lemme suivant nous dit que I’ensemble W» est un ensemble transitoire, c’est-a-dire,
que les points n’y passent qu’un temps fini.
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CHAPITRE 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L

Wo = EgNT*(X\Xo) //Un point dans

Wi\W;

U, ne rencontrera jamais

U W, dans le futur.

acA,

Wi = {p € Egd(p, Kp) < = Ws

FIGURE 4.1 — Une représentation de certains des ensembles apparaissant dans la preuve du
théoreme [3.19] intersectés avec la section de Poincaré.

Lemme 4.5. Il existe un entier N. € N tel que ¥p € Wa, on a ®VN<(p) € Wy ou @ Ne(p) €
Wo.

Démonstration. Ce résultat vient de la transversalité uniforme des variétés stables et in-
stables (qui est une conséquence directe de la compacité de K).
Celle-ci nous donne l'existence d'un dj(€) > 0 tel que, pour tout p € Wo UW;,

d(p,TT) +d(p,T7) < 2d1 = d(p, K) < €/2.
On peut donc écrire
Wy = {,0 € Wg;d(p, F_) > dl} U {p e Wa;d(p,T7) > dl}.

Un point dans le premier ensemble quittera la région d’interaction au bout d’un temps fini
quand on le propage dans le futur, tandis qu'un point dans le second ensemble quittera
la région d’interaction au bout d’un temps fini quand on le propage dans le passé. Par
compacité, on peut trouver un N, uniforme comme dans I’énoncé du lemme. ]

La remarque suivante sera utile dans le chapitre prochain.

Remarque 4.6. Dans le chapitre prochain, nous utiliserons les ensembles V} introduits
dans la section|3.5.1] a partir des ensembles W,. En adaptant la preuve précédente, on voit
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4.1 Preuve du théoréme

que, quitte a augmenter N, ., on peut supposer que pour tout b € Ba, pour tout p € Vj, on
a ®Nuns (p) € Vo\ (Upep, Vo) ou @ Nuns (p) € Vo\(Upen, Vb)-

Le lemme suivant nous garantit que la transversalité de Ly avec les variétés stables fait
que I'on peut écrire ®(Ly) comme une union de variétés instables, dans les coordonnées
alternatives.

Lemme 4.7. Soit N € N. Il existe Ny € N, oy > 0 et 4y > 0 tels que V0 < o < on,
Vpe K,V1 <t< N, ®(Ly)NUP(e, ) peut étre écrit dans les coordonnées (§°, i) comme
lunion d’au plus Ny variétés lagrangiennes disjointes, qui sont toutes yy-instables :

o)
(L) N T (e,0) = | J A,
1=0

avec 1(9) < Ny et )
Ay ={(@,a";0, f(5)), @ € Dy},
pour des fonctions lisses f' avec ||dfl(gp)‘|co(D0) < An.

Démonstration. Soit 1 < t < N. Tout d’abord, ®' étant un symplectomorphisme, elle
transforme les variétés lagrangiennes en variétés lagrangiennes. Rappelons que la restriction
d’une variété lagrangienne a un ouvert de 7* X est une réunion de variétés lagrangiennes.

Montrons maintenant que, si on prend ¢ suffisamment petit, ces variétés lagrangiennes
sont toutes 4y-instables, pour un 45 > 0 indépendant de p.

Soit p € K. Par hypothese, W,_ (p) et ®*(Ly) s’intersectent transversalement.

Par conséquent, dans un petit voisinage de la variété stable {a” = 0}, chaque com-
posante connexe de ®!(Ly) se projette sans caustique sur la variété instable {s” = 0}.
Plus précisément, il existe un o > 0 et un v > 0 tels que chaque composante connexe de
Dt(Ly) N UP(e, o) est y-instable dans les coordonnées alternatives autour de p, pour un
v > 0.

Etant donné que les changements de coordonnées entre coordonnées alternatives sont
continus, on peut utiliser la compacité de K pour trouver des constantes uniformes o > 0
et v > 0 telles que chaque composante connexe de ®(Ly) NUP(e, o) est y-instable dans les
coordonnées alternatives autour de p, indépendamment de p € K et de 1 <t < N.

Par compacité de U”(e, 0), le nombre de variétés lagrangiennes composant ®*(Lg) N
UP(e, 0) est fini. Ceci conclut la preuve du lemme. O

En appliquant ce lemme & N = N+ 2, on définit les constantes suivantes, qui joueront
un roéle un peu plus loin dans la preuve du théoréme (Rappelons que 7yyns a été fixé.)

(70, 00) := (IN.+2, ON.+2) (4.14)
| 1og(uns/470)
Ny = [log ((1—|—V1);2)J +1 (4.15)
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CHAPITRE 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L
Nuyns := N1 + Ne + 2,

01 := min (2—;), 00), 02 :=min <(C + CoeP) “Nuns g, @Num) (4.16)

ou C vient de la remarque et Cp vient de I’équation (|4.8]).

Remarque 4.8. Comme expliqué dans le lemme[].5, N, est le temps mazimal passé par
une trajectoire dans la région intermédiaire Ws. Le temps N1 sera le temps nécessaire pour
incliner une lagrangienne ~g-instable en une lagrangienne Yyns-instable, comme expliqué
dans le proposition [{.13. Quant a la constante gz, elle a été choisie suffisamment petite
pour qu’a chaque étape de la propagation durant un temps N1, les variétés lagrangiennes
que l’on considére sont contenues dans une unique carte locale, comme expliqué dans la

proposition [{.12

Remarque 4.9. La constante £y dans le théoréme ne dépendra que de vy et de gg.
Par conséquent, la prewve du lemme [{.7 nous dit que si on considére toute une famille
de variétés lagrangiennes (L,).cz vérifiant I’hypothése et ’hypothése on pourra
trouver une constante g > 0 uniforme en z € Z du moment qu’on o la condition de
transversalité uniforme suivante :

Vt € N,Vp e K,38,v > 0 tel que Vz € Z, ®(L,) N U’ (e,8) est v — instable. (4.17)

Pour étudier la propagation de ®'(Lg) & des temps supérieurs & N5, nous devons
maintenant introduire un recouvrement d’un voisinage de I'™ N Wj.

Lemme 4.10. [l existe un voisinage Ws de I~ N W)y dans £, un ensemble fini de points
(pi)ier C K et 0 < e < 01, tel que l'on ait les résultats suivants.

(i) Les ensembles (Ui)iel = (UPi(e, 92))z’el forment un recouwvrement ouvert de Ws.

(i) p € Wi\Ws3] U{p € Wa;d(p/,T7) > di} =Vt >0, d(®'(p)),K) > e1.

(i4) Pour tout ouvert W de diametre < e inclus dans Ws, il existe un i € I tel que
W c U;.

Démonstration. Les ensembles (Up(e, 02))
Wi). ) )
Par compacité, on peut en extraire un recouvrement ouvert fini (UZ)’L el = (U Pi(e, Qg))i e
qui vérifie encore (i). Notons W3 un tel voisinage.
Comme Ws est un voisinage de I'" N W, il existe une constante g}, > 0 telle que I'on
ait :

ek forment un recouvrement ouvert de (I'” N

Vp € Wi\Ws, on a d(p,T7) > ¢b.

Par conséquent, il existe 0 < €1 < min(p1,¢€) tel que
pE [W1\W3] U {,0/ S Wg;d(p/,r_) > dl} =Vt >0, d(‘pt(p)),K) > €1,
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4.1 Preuve du théoréme

ce qui nous donne (ii). Finalement, comme les ensembles U; sont ouverts, on peut diminuer
€1 de sorte que (iii) soit vérifié. O

Remarque 4.11. La constante €y qui apparait dans le théoréme [3.19 sera plus petite
que €1 (voir le lemme , donc chacun des ensembles (W,)aca, sera contenu dans 'un
des U;. De plus, on aura W, C {p € & d(p,K) < eo}. Par conséquent, un point p €
IWI\Ws] U{p’ € Wa;d(p/,T™) > di} ne sera contenu dans aucun des ensembles (Wy)aca,
quand on le propage dans le futur.

Le lemme nous dit que ®V<(Ly) N U; est composé d'un nombre fini de variétés la-
grangiennes vp-instables. Notre but sera maintenant de considérer une variété lagrangienne
incluse dans 1'un des (~Ji1, de la propager pendant un temps N > N, puis de la restreindre
a un (3}2, avec i1,i2 € I. La partie restante de la lagrangienne, qui est dans Wi\Ws, ne
rencontrera aucun des ensembles (W, )qec4, quand elle sera propagée dans le futur, comme
expliqué dans la remarque 4.11

4.1.5 Propagation dans les ensembles U,

La propagation des variétés lagrangiennes dans les ensembles U; est décrite dans la
proposition suivante, qui est le point clef de la preuve du théoreme Rappelons que g
a été défini dans , et que Nj a été défini dans .

Pour N € N et ¢ = (igiy...ix_1) € IV, on définit

®,(A) == dY(U;,,, NOH(... 0 (T;, N A)...)).

N—-1
Proposition 4.12. Soit N > Ny, v = (igi1...in_1) € IN et i € I. Soit A° C U;, une
variété lagrangienne iso-énergétique qui est yo-instable dans les coordonnées alternatives
centrées en p;,. Alors U;N®,(A) est une variété lagrangienne contenue dans U;, et elle est
Mﬁ—instable dans les coordonnées alternatives centrées en p;.

Démonstration. La premiere partie de la preuve consiste & comprendre comment ®"(A%) se
comporte quand n < Ni, dans les coordonnées alternatives centrées en p;,. C’est le but du
lemme suivant, qui est une adaptation du < lemme d’inclinaison > (voir [KH95, Theorem
6.2.8] ; voir aussi [NZ09, Proposition 5.1] pour un énoncé plus proche de notre contexte et
de nos notations).

Lemme 4.13. &M (A®) est une variété lagrangienne, qui peut étre écrite dans les coor-

données (gj‘I’Nl (Pio),ﬁq’m (Pio)Y sous la forme :

PN (AY) = {(ﬂTNl(piO),ﬂq’Nl(%);O, V@™ o))y, @M o) € Dy,
y N1 (1+V1)'Yuns
ot Dy, C B(0, 01) et ||df™*|[cop,) < 7=
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PV
@Nl AU
Dic /_\ ( )

(I)i\vl (pir))
A(J

FIGURE 4.2 — Le lemme [£.13] une variante du lemme d’inclinaison.

Remarquons que ®V1(A%) n’est a priori pas contenue dans un unique ensemble U;, mais
. ~ &N (p, N .
le lemme nous dit qu’elle est contenue dans ensemble U® 1("10)(6, 01), ou les coordonnées
alternatives sont bien définies, comme on peut le voir sur la figure

Démonstration. Par hypothese, A peut s’écrire sous la forme
0 — f(7Pi0 =pig.() £0(7pPs ~p; 0/~ p;
A7 ={(g,°, a”0;0, f7(ul0)), [ufo| < g2},  avec [[df*(@0)]lco < 0.
Nous allons considérer les restrictions des variétés lagrangiennes aux temps intermédiaires
aux sections de Poincaré centrées en ®*(p;,) :

AE, = ®F(A%) N 1 (P0) (e, gy).

sec T

On a AEFL = kF(AL), on k¥ = Kk, ),Bh+1(p;, ) €St de la forme . Grace a 1’équation
et a la définition de C, on voit que le taux maximal d’expansion dans la direction
instable est borné par (C + CpeP). Par conséquent, la définition de g2 implique que pour
tout k < Ny, la projection de A%, sur la variété instable est supportée dans B(0, o1).
Pour alléger les notations, on écrira @* et §* au lieu de %" (Pio) ot 32" (pig),
Soit k£ > 0. Supposons que ’on peut écrire
Al = (@@, f5(@")); @" € Dy,

sec —

avec Dy, C B(0, 01), et ||df*||co < 4% pour un 0 < v < 7o.
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4.1 Preuve du théoréme

Remarquons que le point essentiel dans les calculs qui suivent est que, comme on tra-
vaille dans les coordonnées alternatives, on a da’(u¥, s¥) < CouF < Cpo.
La projection de <I>| A« sur les sous-espaces horizontaux s’écrit

@ s M = n@ @k, R ah)) = Apaf + ag (. 5 (),

ou, pour chaque k, Ay est une matrice comme dans (|4.6]).
En différentiant, on obtient :

ourtt 4 a@k déy, Ofy
R FT ek T sk aab
ou 7 a ses entrées bornées par Cpo1v9 < Cye.
Par conséquent, cette application est inversible, et @*+t
implique que A¥t! peut étre représentée comme le graphe

Ak-i—l — ( k+1 fk:-i-l( k-i-l)) EDkJrl}

sec

= Ag + 1,

Ly 4% est contractante. Ceci

avec
FEER@MY) = TAT @) + Br(at, fR (@),

En différentiant ceci par rapport & @**1, on obtient

o fkt+l ouF ofk
it = (or )[4 + 005, £ ) S0 ) + a7 ().

Par conséquent, on a

H&f’erl H LA vk + [dBul + |dBs| k|

Diik+1 ~ dak| — dok
YV + CoeP (1 + i)
-1 _ 200€p
1-— 1-—
< V1Y + ( Vl)’}’uns _ 'Yk(Vl + ’Yuns( Vl))7
8 8’}%

ou la derniére inégalité vient de (4.12). Tout d’abord, le fait que cette pente soit bornée

uniformément sur A*%! implique que A¥E! peut bien étre écrite sous la forme

Ak+1 — (ak—O—l,fk—l-l(ak-l-l);ak—&-l e Dk-{—l)},

sec

ot Dy11 C B(0, 01), et [ldf* ™ |lco < vet1, P Ykg1 < yilvn + %)

Maintenant, si v > Yuns/4, alors vy + %n%gk v H;’l < 1, de sorte que y; décroit
(1+V1)'Yuns
A—ne

exponentiellement vite, tandis que si v < %, alors yip41 <

(1+V1)'7uns
< 4

Le temps N; a été choisi suffisamment grand pour que 7y, , ce qui conclut

la preuve du lemme. O
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CHAPITRE 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L

Apres avoir été propagée pendant des temps N > Ny, la variété lagrangienne initiale
ne sera peut-étre plus incluse dans U‘I>N(Pio)(e, 01). Par conséquent, il nous faut faire un
changement de coordonnées. Par le lemme [4.13] au temps Nj, notre variété lagrangienne
N1 (A%) est incluse dans U®" (Pio) (¢, 0y) et est %—instable.

On veut étudier Uj n oM (A%) pour j € I, dans les coordonnées centrées en pj, et
appliquer de nouveau les calculs réalisés dans la preuve du lemme [£.13] Voyons comment
tout ceci fonctionne.

Si pour un j € I U N &M (A%) £ (), alors d(q)Nl (Piy), pj) < €. En appliquant le lemme
et Péquation (4.13), on obtient que ®N (A%)NT; est Tens_instable dans les coordonnées
alternatlves centrees en p;.

On peut itérer cette suite de changements de coordonnées et de propagation (pour tout
temps N > Nj : on obtient toujours une unique variété lagrangienne, qui est 1401 ) Yuns _

instable. Ceci conclut la preuve de la proposition car nous avons supposé que Coep <
1/2. O

Remarque 4.14. Dans [NZ09, Proposition 5.1], les auteurs montrent en utilisant la
dérivation de fonctions composées que pour tout ¢ € N, il existe une constante Cy suffi-
samment grande pour que le résultat suivant soit vrai. St i1,i0 € I et si A C Uil est une
variété lagrangienne dans un cone instable, engendrée par une fonction f dans les coor-
données (§°1,7Pn) avec || fllce < Ce, alors ®'(A) N Uy, est la réunion d’un nombre fini
de variétés lagrangiennes, qui sont toutes dans des variétés instables dans les coordonnées
(gPi2,nPi2), et qui sont engendrées par des fonctions ayant une norme C* plus petite que
Cy.

En particulier, ceci montre que sur la variété lagrangienne ®Y (A) décrite par la propo-
sition la fonction sP(yP") a une norme C* plus petite que Cy, ot Cy est une constante
indépendante de N.

4.1.6 Propriétés des ensembles (W, ),c4,

Le lemme suivant est une adaptation du lemme dans les coordonnées droites. Re-
marquons que la raison principale pour laquelle on veut utiliser les coordonnées droites est
qu’elles sont symplectiques, ce qui jouera un role essentiel dans la preuve du théoreme [1.19

Lemme 4.15. [l existe 0 < €9 < €1 tel que, si (Wg)aca, est un recouvrement de K de
diamétre gq tel que pour chaque a € Ay, Wy N Wy = 0, et si on fize pour tout a € Ay un
point po, € Wy N K # 0, alors il existe Ny,,,, € N et 0 </ tels que le résultat suivant soit
vrag.

Pour chaque a € Ay, pour chaque 1 < N < Nyps, Uensemble ®N (Lo) "W, est constitué
d’au plus Ny, variétés lagrangiennes, qui sont toutes ~'-instable dans les coordonnées
droites centrées en pq.
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4.1 Preuve du théoréme

Démonstration. En appliquant le lemme [4.7] on sait qu'il existe Ny,,, € N, on,,, > 0 et
ANuns > 0 tels que VO < o < gn,,.., Vp € K, V1 < N < Nyps, ®N(Lo)NUP (e, o) peut s’écrire
dans les coordonnées (§°,7”) comme la réunion d’au plus Ny, . variétés lagrangiennes, qui
sont toutes Yy, .-instables.

Choisissons alors €9 > 0 suffisamment petit pour que Chepn,,. < 1 et tel que tout
ensemble de diameétre plus petit que €y et qui intersecte K est contenu dans un U (e, 0),
avec ¢ < ON,,.- Ceci nous donne le résultat, mais dans les coordonnées alternatives. Pour
I’obtenir dans les coordonnées droites, on peut appliquer le lemme |4.3| grace a I’hypothese
faite sur eg. ]

Pour tous a € Ay, et 1 < k < Nyps, Woy N ®F(Ly) est constitué d'un nombre fini de
variétés lagrangiennes. Définissons d, ;, comme étant la distance minimale (pour la distance
d) entre deux des variétés lagrangiennes qui constituent W, N ®*(Ly), avec la convention
que cette quantité est égale a +oo si W, N @k(ﬁo) est composée d’une unique variété
lagrangienne, ou est vide. On pose alors

d := mi , i dg > 0.
min(eo, min {da})

1<E<Nuyns

Remarque 4.16. Si on considére toute une famille de variétés lagrangiennes (L,).cz
vérifiant U'hypothése[3.19 et I’hypotheése on pourra lui appliquer le théoreme|3.19 avec
des ensembles (Wg)aeca, indépendants de z € Z a condition que la constante d est bien
définie et positive, autrement dit, a condition que

: z
wednf_ Adart >0, (4.18)
1<k<Nuns

ou d? . est la distance minimale entre les variétés lagrangiennes constituant Wy N R (L),

avec la convention que cette quantité est égale a +oo st W, N @k(ﬁz) est composée d’une
unique vari€té lagrangienne, ou est vide.

Le flot () est C! par rapport au temps, donc lipschitzien dans [0, Ny,s]. Par conséquent,
il existe une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ € [0, Nyy,s], pour tous p1, p2 € £, on a

d(®'(p1), ' (p2) < Cd(p1, p2)-

On pose alors
E9 1= d/C

Il nous faut maintenant compléter (W,)sec4, en un recouvrement ouvert de toute la
couche d’énergie.
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CHAPITRE 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L

4.1.7 Construction et propriétés des ensembles (W, ),c4,

Rappelons que Wy = T*(X\ Xp), et que b est la fonction définissant le bord introduite
dans I’hypothese

On construit les ensembles (W,)qeca, de sorte que, si on pose A = A1 UA,U{0}, on a:

— Chacun des ensembles (W,)aca, est de diametre plus petit que 2.

— Pour tout a € Ay, on a d(W,, K) > e3/2.

— (W4)aea est un recouvrement ouvert de .

Le lemme suivant permettra de montrer que ®Y(Ly) est composé d’une unique variété
lagrangienne. Il repose sur le fait que les ensembles (W, )qec4, ont été construits suffisam-
ment petits.

Lemme 4.17. Soit k < Nyns, o € A¥, et a € A. Alors Uensemble W, N <I>’f¥(£0) est soit
vide, soit constitué d’une unique variété lagrangienne.

Démonstration. Supposons que ®F(Ly) N W, est non vide. On a vu dans le lemme m
qu’elle est constituée d’un nombre fini de variétés lagrangiennes, avec une distance entre
elles supérieure & d. Par conséquent, pour tout 1 < k¥’ < k, les ensembles @*kl(@k(ﬁo) N
W,) sont composés de variétés lagrangiennes qui sont & une distance les unes des autres
supérieure a 3. En raison de la condition que l'on a imposée, on a o € Ao pour un
k" < k. Comme les ensembles (W, )sc4, ont un diametre plus petit que e, ils séparent les
variétés lagrangiennes qui composent ® % (®%(Ly) N W,). On en déduit le lemme. O

4.1.8 Structure des suites admissibles

Nous allons maintenant énoncer deux lemmes qui mettent des contraintes sur les suites
a € AN avec an € Aj et telles que ®Y (Lo) # 0.

Le premier de ces lemmes nous dit que 'on peut se restreindre aux suites telles que
ar # 0 pour k> 1.

Lemme 4.18. Soit N € N, et soit « € AN, et a € Ay. Supposons que oy, = 0 pour un
1<k<N-—1, et que WonN®N(Lo) # 0. Alors W, N O (Ly) C N (Lo).

Of41---ON—1

Démonstration. Par hypothese, @’gél._ak (Ly) € Wy, et cet ensemble intersecte Wy dans le

futur. On a Wy = DE_UDE 4, et un point dans DE, ne peut pas intersecter W, dans le
futur. Par conséquent, les points dans <I>§1__ak (L) qui intersectent W; dans le futur sont
tous dans DE_. Mais, par le lemme[3.5] les points dans DE_ n’ont des pré-images que dans
Wy. On a donc

Wan®N(Ly) c W, naY (Lo) c ®N K (Lo),

0...004k+1...a]\]_1 Ap41--- N1

ot la seconde inclusion provient de I'hypothese [3.12] O
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4.1 Preuve du théoréme

Utilisons maintenant la remarque [£.11] pour montrer que, pour des temps k > N, + 2,
la dynamique intéressante se produit dans Ws.

Lemme 4.19. Soit N > N, +2, a € AN avec a; # 0 pour tout i > 1.
Soit Ne+2 <k < N, et soit p € ®F . (Lo) tel que DN F(p) € Wy pour un a’ € Ay.
Alors p € Ws.

Démonstration. Si p € Wy, alors le résultat suit de la remarque Il nous faut donc
vérifier que 1’on ne peut pas avoir p € We UW),. Tout d’abord, remarquons que le lemme
[3.5 implique que l’on ne peut pas avoir p € W.

Supposons maintenant que p € Wh. Etant donné que k > N+ 2, et que «; # 0 pour
i>1,0ona® N7l(p) € W, pour un o’ € A; U Ay. Mais, grace au lemme on sait que
pour tout a’ € A; U As, on a

LW, \Wo) NDE_ = 0. (4.19)

Par conséquent, on a ®~Ne(p) ¢ W.

Par la preuve du lemme ceci impliquerait que d(p,I'~) > d;. Par la remarque
ceci implique qu’on ne pourrait pas avoir ®V—F (p) € Wy pour un a’ € Ay, ce qui est une
contradiction. O

4.1.9 Fin de la preuve du théoréeme (3.19

Soit N >0, € AN et a € A1. Si N < Nyups, le résultat du théoreme est une
conséquence du lemme et du lemme

Considérons maintenant N > Nyns > N + 2. On supposera que W, N CD(]XV(EO) + 0.
Grace au lemme et & Phypothese [3.12] on peut supposer que a; # 0 pour tout 7 > 1.

On peut déduire du lemme que

Wan®Y(Lo)c |J  ®(RN2, ., (L0)), (4.20)
1EIN—Ne—1
LN_Nezia

ol i € I est tel que Wy, C Uia. Définissons
Ay o= {p € OE(Lo); VK > 0,0% (p) € Wa, . }-

Par le lemme pour tout £ > N+ 2, on a~Ak C W3 N W,, . Par conséquent, par le
lemme (iii), il existe un iy € I tel que Ay C Uj,, et on obtient que

W, N @Y (Lo) c @Y N2 (@NF2 — (Ly)).

'LN€+2.."L'N a1...N 42

a1...AN 42

On sait grace au théoreme et au lemme que dN+2 (L) est composé d’une
unique variété lagrangienne, qui est yp-instable dans les coordonnées alternatives centrées
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CHAPITRE 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L

en tout point de K. En appliquant la proposition [£.12] on sait que le membre de droite de
est une variété lagrangienne qui est M‘W—instable dans les coordonnées alter-
natives centrées en p;, .

On applique le lemme [£.4] pour écrire cette variété lagrangienne dans les coordonnées
alternatives centrées en p,. Grace a ’équation , celle-ci est %—instable. On
utilise alors le lemme 4.3 pour écrire cette variété lagrangienne dans les coordonnées droites
centrées en pq , , et on en déduit qu’elle est v,,s-instable. Ceci conclut la preuve du théoreme

3. 19§ O

Remarque 4.20. Par conséquent, dans les coordonnées (y®,n®), WaN®N (Ly) peut s écrire
sous la forme

Wa N (I)g(ﬁo) = {(y%7ua707 fN,a,a(ua))7ya € DN,a,a}a

pour un ouvert Dy o q C R4,
La remarque nous assure que pour tout £ € N, les fonctions fn.q.q ont des normes
C* bornées indépendamment de N, o and a.

4.1.10 Distance entre les lagrangiennes

Dans le chapitre [6] nous aurons besoin d’une borne inférieure sur la distance entre les
variétés lagrangiennes qui composent ®"(Ly) NW,. Pour prouver une telle borne inférieure,
nous aurons d’abord besoin d’un lemme topologique élémentaire.

Lemme 4.21. I] existe cg > 0 tel que pour tous p,p’ € T*XoNE tels que d(p, p’) < co, il
existe a € A tel que p,p’ € W,,.

Démonstration. Supposons par I'absurde que pour tout € > 0, il existe pe, p. tels que
d(pe, p.) < € et tels que pour tout a € A tel que p. € Wy, on a p. ¢ W,. Par compacité de
T*Xo N Eg, on peut supposer que p, converge vers un p. On a alors p. — p, et sia € A
est tel que p € W, alors pe, p. € W, pour € assez petit, ce qui est absurde. ]

Enoncons maintenant notre borne inférieure sur la distance entre les variétés lagran-
giennes qui composent ®V(Lq) N W,.

Soit N € N, a € AN et a € Ay. L'ensemble ®Y (L) N W, peut s’écrire sous la forme
{(yPe, 8¢~5N7a7a(ypa)}, pour des fonctions lisses &N’%a.

Pour tous a € AN, o/ € AN notons o(a, o) := max(N — 7(a), N’ — 7()), avec 7(a)

défini comme dans (3.18)).

Proposition 4.22. [l existe des constantes C7,Cy > 0 telles que pour tous N,N' € N,
pour tous a € AN o € AN', pour tout a € Ay et pour tout yP*, on a soit ODN,a,a(yP?) =
8¢N/,a/,a(ypa) sott

|855N,a,a(ypa) — a(j;lea/,a(ypaN > Cie—CéU(a,a’)‘

82



4.2 Reésultats concernant la propagation de Ly en courbure négative.

Démonstration. Comme T*XyNE est compact, on peut trouver une constante C' > 0 telle
que pour tous p, p’ € Eg NT* X,

d(®"(p), @"(p)) < e“'d(p, p"). (4.21)

Soit a € Ay, et y?* € Dgq N Dy o tel que quNa,a(ypa) + 8&Nr’a/7a(yp“). Notons p le
point (y°*; 0 N,a,a(y*)) et p’ le point (y**; 0PN ar,a(y**))-

Montrons qu'il existe 0 < k < o(a, ') tel que pour tout a’ € A, si & %(p) € Wy,
alors ®%(p’) ¢ W,. En effet, s’il n’existait pas un tel k, alors pour tout k, il existerait
ar € A tel que @ %(p) € W,, et ®F(p') € W,, pour tout 0 < k < o(a,a’). On aurait

alors p € @Z],?X(MN )(.Co) et p € @zl,}aX(N’N )(/JO) pour une suite o’ construite en ajoutant

éventuellement des 0 au début des suites « et o’. Ceci contredirait le corollaire
Gréce au lemme on en déduit qu'’il existe 0 < k < o(a, ') tel que

d(@*(p), 7 (p")) = co.
En combinant ceci avec I’équation (4.21]), on obtient
d(p, P/) > 006700(%0/)

Comme toutes les métriques sont équivalentes dans un compact, on peut comparer d(p,p')
avec |0PN a,qa(y?*) — 0PN’ o o (yP*)| et on en déduit la proposition. O

4.2 Résultats concernant la propagation de £y en courbure
négative.

4.2.1 Faits généraux concernant les variétés de courbure négative
Croissance de la distance entre les points sur les variétés de courbure négative

Dans ce paragraphe, nous rappellerons quelques faits concernant la maniere dont les
distances dx et d,q entre ®(p1) et ®!(p2) dépendent du temps.

La borne la plus élémentaire, quand on travaille dans S* Xy vient simplement de la
compacité et de la convexité géodésique de Xy, et est donnée par : comme la courbure
sectionnelle est bornée inférieurement sur Xy, on peut trouver une constante p > 0 telle
que pour tous p, p’ € S* X et pour tout t > 0 tels que ®¢(p), ®*(p’) € S*Xp, on a

dad(®(p), ®(p)) < e *daa(p, p').

Dans toute la suite, quitte a prendre plus petits la constante €y et les ensembles
(Wa)aeca, qui apparaissent dans le théoréme on supposera que les ensembles Wy,
a € A1 U Ay ont un diametre plus petit qu’'une constante €,,,; telle que

V%y € Xo, dad(x,y) < €maz — dX(@l(x)’ (I)l(y)) < 6_#7‘1'3 (422)

ou u est comme dans (4.21)).
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CHAPITRE 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L

Remarque 4.23. FEn fait, quand on travaille prés de ’ensemble capté sur une variété de
courbure négative, en utilisant les bornes sur la croissance des champs de Jacobi données
dans [Ebe01l, II1.B], on peut montrer qu’il existe C > 0 tel que si p,p’ € S*X et T > 0
sont tels que pour tout t € [0,T], on a ®(p) € Uyca, Wa et @'(p") € Uyen, Wa, alors on a

dad(®' (p), ®'(p')) < Ce¥™'dx (p, o),

ot by est la plus petite valeur prise par la courbure sectionnelle sur X comme dans I’hy-

pothése [3.6]

D’autre part, si deux points sont sur la méme variété stable locale, alors ils s’approche-
ront exponentiellement vite dans le futur. C’est ce que dit le lemme classique suivant, dont
la preuve peut étre trouvée dans [KH95, Theorem 17.4.3 (3)].

Lemme 4.24. I existe C',\ > 0 tels que pour tous p € K et p1,ps € W (p) pour un
€ > 0 suffisamment petit, on a pour tout t > 0.

dad(®*(p1), @ (p2)) < C'edaa(p1, p2)-

Sur une variété de courbure négative, le carré de la distance dx entre deux points sur la
variété de base sera convexe par rapport au temps, du moment qu’ils restent assez proches
I'un de 'autre. C’est ce que dit le corollaire du lemme suivant, lemme dont la preuve peut
étre trouvée dans [Jos08| §4.8]

Lemme 4.25. Soient v, deux géodésiques sur une variété X simplement connezxe et de
courbure sectionnelle négative. Alors t — d% ((t),~'(t)) est une fonction conveze.

De plus, s’il existe —oo < t1 < ta < 400 tel que pour tous t € (t1,t2), y1(t) et v2(t)
appartiennent a une région de X ou la courbure sectionnelle est strictement négative, alors
sur (t1,ta), t — d3(y(t),7/(t)) est strictement conveze.

A partir de maintenant, on notera X le recouvrement universel de X.

Corollaire 4.26. Supposons que p1,p2 € X et —oo < t1 < to < 400 sont tels que pour
tout t € (t1,t2), on a dx(®(p1), ®1(p2)) < ri. Alors (t1,t2) Dt — d% (P (p1), P (p2)) est
une fonction conveze.

De plus, si p1 et pa n’appartiennent pas a la méme géodésique et si pour tout t € (t1,t2),
Dl (p1) et D (p2) appartiennent a une région de X ot la courbure sectionnelle est strictement
négative, alors sur (t1,t2), t — d3 (®(p1), ®'(p2)) est strictement conveze.

Démonstration. En utilisant le fait que 'application exponentielle est un revétement sur
les boules de rayon plus petit que le rayon d’injectivité, on peut relever les courbes ®¢(p;),
i = 1,2 en des géodésiques ét(ﬁi) sur le recouvrement universel X de X telles que
dj((@t(ﬁl), Bt(p2)) = dx (®t(p1), @ (p2)). On peut alors conclure grace au lemmem O
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4.2 Reésultats concernant la propagation de Ly en courbure négative.

Recouvrement de X par (J,., P'(Lo)

Le lemme suivant peut étre trouvé dans [Ebe01, §IV.A]

Lemme 4.27. Soit (X, g) une variété riemannienne vérifiant ’hypothese et soit p €
T*X etz € X. Alors il existe un unique § € T X tel que dz(®(p), ®'(z,€)) demeure borné
quand t — —oo. En particulier, par le lemme t dg (P(p), ®'(x,€)) est croissante.

Considérons ’ensemble
>(Lo) := | @'(Lo).
>0
Le corollaire suivant nous dit que si ’hypothese[3.18|est vérifiée, alors X est couverte une
infinité de fois par ®>°(Ly). Remarquons que c’est le seul endroit ot nous avons directement
besoin de I'hypothese |3.18

Corollaire 4.28. Soit (X, g) une variété riemannienne vérifiant I’hypotheése a linfini
et Uhypothése [3.6] et telle que I’ensemble capté K est non-vide, et satisfait I’hypothése[3.9
d’hyperbolicité. Soit Lo une variété lagrangienne vérifiant les hypotheéses|3.13,[3.16] e13.18,
et soit x € X. Alors il existe une infinité de & € T X tels que (z,§) € D°(Ly).

Démonstration. Fixons un (z9,&) = po € LoNDE_ et un x € X.

Comme K est non-vide et hyperbolique il contient au moins une orbite fermée non-
vide. Par conséquent, 71 (X) n’est pas trivial, et est donc infini. (En effet, par [Ebe01
III.G], tout élément non trivial dans le groupe fondamental d’une variété de courbure
négative est d’ordre infini.) Par conséquent, pp a une infinité de pré-images par la projection
§°X > 9K = §*X.

Notons-les (5})icr = (25, £L)icr, et fixons un point Z tel que T x(T) =2

Gréce au lemme pour chaque i € I, il existe un &; € S;X tel que dX(@t(ﬁ?), (7, &)
demeure borné quand ¢ — —oco. Notons (z,§;) = FT*X%T*X(QE,&). (Les & et & peuvent
évidemment étre identifiés.)

Pour tout £ <0, on a

dx (' (po), @ (2,&)) < dg(®'(7), @ (£, &),

qui est borné quand t — —oo par hypothese. Par conséquent, pour la distance de la
compactification de X donnée par I’hypothese ®l(pg) et ®!(z,&;) s’approchent I'un
de l'autre quand t — —oo. Comme, par définition de Ly, on a py € DE_, on a aussi
Pl(z,&) € DE_ si —t est suffisamment grand. Par conséquent, en raison de I’hypothese
Ot (z,&;) € Lo quand —t est suffisamment grand.

Pour prouver le corollaire, il nous faut vérifier que les &; sont tous distincts, et donc
que les é sont tous distincts. Il suffit de montrer que pour tout i # 7/, on a

dz(®(ph), ®(ph)) nlest pas borné quand t — —oo. (4.23)
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CHAPITRE 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L

Y () =70

va

Y= ®" ()

FIGURE 4.3 — Ce qui se passerait si (4.23]) n’était pas vérifiée.

Supposons par I'absurde que (4.23]) n’est pas vérifié pour un i # 7.

Considérons, comme dans la figure la géodésique 7 dans X telle que 7(0) = & et
(1) = ig. D’apres le lemme pour chaque s € [0, 1], il existe une unique direction 55
telle que d¢(®'(pf), ®'(7(s),&s)) est borné quand ¢ — —oco. Par 'unicité dans le lemme
m et comme on a supposé que n’est pas vérifié, on a que 51 = ég.

Considérons (7(s),&s) 1= Tgug_, g« x (7(5),&s). On a (7(0),&0) = po par hypothese, et
7(0) = ~(1). De plus,

dx (®'(po), ®'(7(s). &) < dg(P'(3(0), &), D' (7(5), ),

qui est borné quand ¢ — —oo par construction de &.

Ecrivons 7;(s) = ®(v(s), &). Cette courbe est de longueur bornée indépendamment de
t par ce qui précede, et ses points partent a l'infini quand ¢t — —oo.

De plus, pour chaque t > 0, v est une courbe fermée qui n’est pas contractible, car elle
joint deux pré-images différentes dans X.

Par conséquent, pour chaque ¢t > 0, il doit exister un s € [0, 1] tel que dx (7:(0),v(s)) >
7i(7£(0)). En effet, si ceci n’était pas vrai, y; serait contenue dans une carte ot I'exponen-
tielle est injective, et serait donc contractible.

Mais comme 7 est de longueur bornée indépendamment de t, et comme 7:(0) part
a l'infini quand ¢ tend vers l'infini, on obtient une contradiction avec le point (iii) de
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4.2 Reésultats concernant la propagation de Ly en courbure négative.

I’hypothese 3.6 O

Remarque 4.29. La fin de la preuve montre en fait que, si on note (ENOJ)].EJ les différentes

pré-images de Lo par la projection Tg. ¢, gu ., alors on a pour tout j # j' € J, Lo nLy =

0.

4.2.2 Projection sans caustiques et transversalité
Critéres généraux

Rappelons que les variété se projetant sans caustiques ont été introduites dans la
définition [3.22] Nous allons maintenant reformuler cette notion en termes de transversalité.

Soient L1, Lo deux sous-variétés de S*X et soit p € L1 N Lo. Rappelons que l'on dit
que Ly et Lo s’intersectent transversalement en p si TP(S*X) =T,L1 ®T,Ls.

Lemme 4.30. Soit X' une sous-variété de S*X qui peut s’écrire sous la forme

X' ={(z, f(x)),z € Q},

ow 2 est un owvert de X, et ot f est CV.
Supposons de plus que pour tout x € , les variétés X' et SEX s’intersectent transver-
salement en (z, f(x)). Alors X' se projette sans caustiques sur X .

Démonstration. Ecrivons k: X 3 z — (z, f(z)) € X et 7: X' > (2, f(z)) —» z € X. On a
bien stir m o k = Id. L’hypothese de transversalité nous assure que dr est inversible la o
elle est bien définie. Par le théoreme d’inversion locale, k est C'°. Par conséquent, comme
f est la seconde composante de k, elle est aussi lisse. ]

Le lemme suivant nous donne un critére pour vérifier que deux variétés s’intersectent
transversalement, et nous I'utiliserons a plusieurs reprises.

Lemme 4.31. Soient L1 et Lo deux sous-variétés de S*X de dimensions respectives d et
d—1, et soit p € L1 N Ly. On suppose que (i) est vérifié, ainsi que (ii) ou (ii’), ou les
hypotheses (i), (i) et (ii’) sont comme suit.
(i) Pour tout py € Ly, la fonction t — dx (D~ *(p1), @ (p)) est décroissante pour t > 0.
(ii) Pour tout pa € La, on a dx(p2,p) =0 (c’est-a-dire que Ly C SEX pour un x € X ).
(ii’) Posons x = mg+x—x(p). Les variétés Ly et St X sont transverses au point p. De
plus, il existe v > 0, C' > 0 et € > 0 tels que pour tout ps € Lo et pour tout t < 0 tels que
dad(q)t(p>7 (I)t(pQ)) <€ ona:

dx(®'(p2), ¥'(p)) > Ce ™" dx(p2. p).

Alors L1 et Ly s’intersectent transversalement en p.
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CHAPITRE 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L

dud(ﬂv pY) = 1/77’

daa(p, p5) = o(1/n)

FIGURE 4.4 — Deux variétés non transverses

Démonstration. Raisonnons par ’absurde, et supposons que L et Ly ne s’intersectent pas
transversalement en p. Ceci signifierait qu’il existe v € T,,(L1) N T,(L2), v # 0.

Ainsi, il existerait p} € L1, p§ € Lo tels que dquq(pt, p) = 1/n et daa(ph, p) = 1/n mais
daa(pt, p5) = o(1/n), comme dans la figure

Nous trouverons une contradiction en trouvant un temps t > 0 tel que

dx (27" (p), @7 (p1)) > dx(p, P}), (4.24)
ce qui est contraire a I’hypotheses (i).
On a
dx (@7 (1), @71 (p3)) < daa(@(p1), 27 (p5)) < eo(1/n). (4.25)
Supposons tout d’abord que I'hypothese (ii) est vérifiée, et notons p = (z,€) et ph =
(x,&%). Alors, comme d,q(p5,p) = 1/n et comme les distances induites par toutes les

métriques sur S*X sont équivalentes dans un voisinage de p, il existe une constante ¢ > 0
telle que ||§ — €5|| > ¢/n pour tout n suffisamment grand.

Ainsi, 4| dx(®7(p), Pt (p})) > ¢/n. Comme la dérivée seconde par rapport au
dt =0 1Y p2

temps de la distance entre des géodésiques proches ne dépend que de la métrique dans un
compact contenant les géodésiques, et comme les trajectoires de ®(p) et de ®!(p}') sont
proches 1'une de 'autre pour t assez petit et n assez grand, on peut trouver un temps
to > 0 indépendant de n et un ¢ > 0 tel que pour tout n assez grand et tout ¢ € [0, ¢y], on
a dx (2" (p), 27" (p})) > c't/n.
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4.2 Reésultats concernant la propagation de Ly en courbure négative.

On a donc

dx (D71(p), @70 (p})) > |dx (B710(p), @70 (p})) — dx (710 (p}), 810 (p]))
> dto/n+ o(1/n).

D’autre part, on a

dx (p1,p) < dx(pz,p) +dx(p7,p5) = dx(p, p5) < Cdaa(pl, p3) = o(1/n).

Par conséquent, en prenant ¢,, = ¢y, on obtient .

Supposons maintenant que (ii’) est vérifiée. Comme on a supposé ques les variétés L; et
S>3 X sont transverses en p, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout n suffisamment
grand, on a

cdaa(p, p1) < dx(p, p1)-

Par conséquent, dx (p, p) > ¢/n. Considérons un ¢ > 0 tel que Ce’ > 2. Si n est assez
grand, on a dgq(®~4(p), ®~4(p5)) < e. On a donc

—t ~t( n e’ 2
dx (27" (p), @ (p3)) =2 Co— = —.
n n
D’autre part,
_ _ 1
dx (27" (p5), ®~"(p1)) < "daa(py, p1) = 0(5)'
On en déduit que
_ _ 2c _ .
dx (27 (p), @ (p1)) = — — dx (27" (p5), @7 (p1))
c
> —.
n
Ceci nous donne (4.24)), et conclut la preuve du lemme. O

Trois applications du lemme [4.31

Comme premiere application du lemme énoncons un lemme utile. Il nous semble
assez classique, mais nous n’avons pas été capables d’en trouver une preuve dans la littérature.

Lemme 4.32. Soit X une variété de courbure sectionnelle négative, telle que K soit un

ensemble hyperbolique. Soit p € K. Alors il existe € > 0 tel que W*9(p) se projette sans
caustiques sur X.
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CHAPITRE 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L

Démonstration. Nous allons prouver le lemme pour W0, Le résultat pour W9 en découlera,
car les variétés stables et instables sont échangées en changeant le signe des vitesses.

On veut appliquer le lemme Vérifions tout d’abord que W0 peut bien s’écrire
comme un graphe. Supposons que p; = (z,&) € S*X N W20, pour i = 1,2. Alors si
g(t) = dx(®'(p1), ®'(p2)), on a g(0) = 0 et limsup g(t) < oo par définition de la variété

t——00

instable. Mais, si € est suffisamment petit, on a g(¢) < r; pour tout ¢ > 0, de sorte que par
le corollaire on a g(t) = 0 pour tout ¢, et donc & = &. Par conséquent, W peut
s’écrire pour € suffisamment petit comme
W = {(=, f());z € Q}

pour un ouvert Q C X. Le fait que W0 soit une variété connexe implique que f est
continue.

Il nous faut maintenant prouver la condition de transversalité du lemme [4.30] en ap-
pliquant le lemme pour Ly = WF0 et Ly = S*X. (ii) est trivialement vérifiée.
Vérifions le point (i). Prenons p1,pa € W.(p), et écrivons g(t) = dx(®(p1), P (p2)).

On a limsup g(t) < oo, et si € est pris suffisamment petit, on peut supposer que g(t) < r;
t——00

pour tout ¢ < 0. Par conséquent, par le corollaire g est croissante pour ¢t < 0, et

(i) est vérifié. On peut donc appliquer le lemme puis le lemme pour conclure la

preuve. O

Remarque 4.33. En fait, avec la méme preuve, on peut prouver le résultat suivant, qui
affirme que quand on propage dans le passé (resp. futur) de petits morceaux de la variété
instable (resp. stable), alors ils se projetterons sans caustiques sur X :

Soit p € K. Alors il existe € > 0 tel que pour tous £t > 0 et p' € WFO(p), il emiste
¢ >0 tel que D ({p" € WEO(p);daa(p”, p') < €'} se projette sans caustiques sur X.

Prouvons maintenant un lemme qui est la premiere étape de la preuve du théoréme
0. 29

Lemme 4.34. Soit 7 > 0 et soit p € Ly. Pour € > 0 assez petit, la variété 7 ({p’ €
Lo;dad(p, p') < €}) se projette sans caustiques sur X.

Démonstration. Il nous faut vérifier les hypotheses du lemme Si € est choisi suffi-
samment petit, alors pour tout ¢ < 7 et pour tout p' € Ly tel que dug(p,p’) < € on a
que dqq(®'(p), @' (p)) < ri. Ceci implique que ®"({p" € Lo;daa(p, p’) < €} peut s’écrire
comme un graphe au dessus de X. En effet, supposons que cette variété contienne deux
points p; = (x,&1) et pa = (2,&2). Alors, par le lemme t > d3 (9 (p1), @'(p2)} est une
fonction convexe sur (—oo;0). Par '’hypothese cette fonction tend vers une constante
quand t tend vers —oo. Cette fonction doit donc étre constante nulle, d’ot p; = pa.

Il nous faut maintenant vérifier que ce graphe est transverse aux fibres verticales. Pour
ce faire, on veut appliquer le lemme m pour L1 = ®7({p € Lo;duq(p,p’) < €} et Ly =
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4.2 Reésultats concernant la propagation de Ly en courbure négative.

S*X. La condition (ii) du lemme est alors trivialement vérifiée. Quant au point (i), il
est vérifié par ’hypotheses[3.16 combinée au lemme [£.26] Par conséquent, on peut appliquer
le lemme [4.31] et le lemme |4.30| pour conclure la preuve du lemme. ]

Comme derniére application du lemme nous allons prouver la proposition [3.21]
Rappelons que cette proposition affirme que :

Proposition 4.35. Soit (X,g) une variété riemannienne vérifiant ’hypothése ainsi
que [’hypothése d’hyperbolicité, et que Lo vérifie Uhypothese [3.13 Alors la variété la-
grangienne Ly vérifie Uhypothése de transversalité[3.15.

Démonstration. Soit p € K, et soient 7 > 0 et p' € ®7(Ly) N W (p). On veut, encore une
fois, appliquer le lemme a ®7(Ly) et W (p), ou au moins a la restriction de ces deux
variétés & un petit voisinage de p’. Si on prend un voisinage V de p’ suffisamment petit,
alors par le lemme et ’hypothese on a que L1 = ®7(Ly) NV vérifie la condition

(i) du lemme [4.31]

Vérifions maintenant que la condition (ii’) est satisfaite. Le fait que L se projette sans
caustiques sur X vient du lemme Quant a la seconde condition, on sait par le lemme
qu'il existe C, A > 0 tels que pour tous p € K et p1,p2 € W7 (p), on a pour tout ¢ > 0.

daa(®(p1), ®'(p2)) < Ce M daa(pr, p2)-

On a donc, pour tout ¢t > 0 tel que ®~*(p;) € W (p) pour i = 1,2 :

dad(p1, p2) < Ce  Mdag(D 7 (p1), @ (p2)).

Mais, comme W %(p) se projette sans caustiques sur X pour € assez petit par le lemme
il existe une constante C’ telle que pour tous p1, p2 € W (p), on a

1
adx(m,m) < daa(p1, p2) < C'dx(p1, p2).

Par conséquent, la condition (ii’) du lemme est vérifiée, et on peut utiliser le lemme
pour conclure la preuve. ]

4.2.3 Preuve du théoréme [3.23

Démonstration. Tout d’abord, faisons quelques remarques pour montrer que nous n’avons
pas besoin de considérer toutes les suites a. On a Lo = (Lo NDE_) U (Lo NDEL). On a
donc

N (Lo) N THO = (@Q(LO NDEL) N T*O) U (cpg(co NDE_)N T*o).

Par ’hypothese (3.13)), on a &Y (Lo NDE ) C Ly. Par conséquent, il nous faut unique-
ment nous concentrer sur la propagation de Lo N DE _.
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CHAPITRE 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L

Remarquons que par , on a que pour tout k > 1, @’57”.’0(50 NDE_) C PL(Lo N
DE_). On pourra donc, sans perte de généralité, se restreindre dans ce qui suit aux suites
a telles que ag # 0.

Par I’hypothese de convexité géodésique, pour tout ouvert borné O, on peut trouver
un No tel que pour tout N > Np et pour tout a € AV tel que ag # 0 et @Y (Lo) N O # 0,
on a Vk = 2...N — No, ay # 0.

Comme les ensembles W,, a € As sont & une distance strictement positive de K, on
peut trouver un N; tel que pour tout N > Np + 2N; et pour tout o € AN tel que ap # 0
et ®N(Ly)NO #0, on aVk = N1...N — N; — No, a € A;.

Montrons maintenant que chacune des variétés lagrangiennes ®Y (L) se projette sans
caustique sur X.

Lemme 4.36. Soit O C X un ouvert borné. Alors pour tous N € N, a € AN, ®N(Lo) N
(T*O) se projette sans caustiques sur X .

Démonstration. La preuve suit du lemme si on peut vérifier que ® (L)N(S*O) peut
s’écrire comme un graphe au dessus de X. Soit p; = (z,&;) € ®Y(Ly), i = 1,2. Grace a la
condition , on voit que ®¢(p;) et ®¢(p2) demeurent & une distance plus petite que r;
I'un de l'autre pour tout ¢ < 0. Par conséquent, par le lemme on a ®'(p1) = ®t(p9),
et & = &9, ce qui conclut la preuve. ]

Fixons un petit ouvert O et des coordonnées locales sur cet ouvert. Grace au lemme
dans ces coordonnées locales, la variété @Y (L) N T*O, si elle est non vide, peut
s’écrire sous la forme

N (Lo)NT*O = {(2,0rp0.0(x));x € O}, (4.26)

ou O% est un ouvert inclus dans O, et .40 est une fonction lisse.

Nous allons maintenant montrer que les fonctions ¢, o ont des normes C* bornées
indépendamment de « et de N.

Commencons par travailler prés de 'ensemble capté, c’est-a-dire, dans le cas ou O =
Oy = mx(W,) pour un a € Aj.

Notons kg le symplectomorphisme transformant (z, &) en (y*,n%) dans un voisinage de
p®. Dans les notations du théoreme [3.19] on a

{($,3mﬁﬂa,0a (x)),x € Og} = "igl ({(y%auaaoafa,a(ua)); (y(fvua) € Da,Oé7N})'

On écrira Fy, o := (0, fo,o), €t on notera &, et &, les composantes de kot

Considérons I'application kg 4 envoyant x € OF sur le point y* € R? tel que
Ko, 00a,0,(7)) = (*, Fa,a(y®))-
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4.2 Reésultats concernant la propagation de Ly en courbure négative.

Lemme 4.37. Si on prend vuns suffisamment petit dans le théoréme[3.19, on peut trouver
une constante ¢ > 0 telle que, pour tout a € Ay, pour tout N € N et pour tout o € AN, on
a

or L
aye | 7€ (4.27)
Démonstration. On a
Fan¥") = 2a(y", Foa(y™)), (4.28)

donc .
aK‘a,a o 8xoz

dye Oy

0F, 0(y®) 024
oy® on

(v, Foa (y")) +

(Y, Faa(y®))-

Mais %(ya, 0) est inversible en tout y®, car les variétés instables locales se projettent sans

gz:; (ya,O)’ > 2¢ pour

caustiques sur X, donc un peut trouver un ¢ > 0 tel que le jacobien

tout a € Ay et tout y*. En utilisant le fait que |[Foal/ct < Yuns pour 7(a) suffisamment
grand, le lemme s’ensuit pour 7(«) suffisamment grand, c’est-a-dire, pour N assez grand,
comme on a supposé que as # 0. Pour des valeurs finies de IV, 'inégalité est vraie
en vertu du lemme [£.34l Le résultat en découle. O

Revenons a la preuve du théoréme L’équation 1) nous assure que Fa;}l est borné
indépendamment de o dans n’importe quelle norme C*. En effet, quand on différentie cette
équation, elle ne dépend de o qu’a travers Fy, o, qui est borné indépendamment de o dans
n’importe quelle norme C*.

On déduit donc du lemme [4.37] et de la dérivation de fonctions composées que ’on peut
borner les normes C* des fonctions Ka,q indépendamment de a.

Vérifions ensuite que dpq,0, est bornée indépendamment de o dans n’importe quelle
norme C*. En effet, on a

3<,0a,(9a (:L') = éa ('%a,a(l’), Fa,a(f{'a,a (:U))) .

Quand on dérive cette expression, on voit que les seuls termes qui dépendent de « ne
dépendent de o qu’a travers des dérivées de Fy o et des dérivées de rq q, qui sont toutes
bornées indépendamment de «.

Ceci prouve le théoreme dans le cas ou O C 7w(W,) pour un a € A;.

Considérons maintenant un O quelconque. On peut supposer que N > Np + 2Ny, car
pour les petites valeurs de IV, le résultat suit du lemme Soit o € AN tel que g # 0
et ®N(Ly) N O # . Par les remarques préliminaires & la preuve, il existe k < N tel que
ap € Aq. On peut supposer que N — k < Ny pour un Np ne dépendant pas de N et k. On
a

N (Lo) NT*O = {(, 0opa0(x))} = BN ({2, 0par 0, (2')}) N T*O,

ot o = ag...a_1, & = a...an_1 et ol les ' appartiennent & un sous-ensemble de O,.
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CHAPITRE 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L

Notons @a,k Iapplication qui envoie x sur le point z’ tel que
(,0ppa.0(x) = V7 (2, 8pw 0, (2)).

On a Oppa,0(z) = me (PN F (&)a,k(x), 0ol 0, (i)ak(a:)))), ou m¢ désigne la projection
sur la variable £. Par conséquent, comme Pal 0, €St bornée dans n’importe quelle norme C*¢
indépendamment de «, il nous faut seulement montrer que i)a’k est borné dans n’importe
quelle norme C* indépendamment de o.

D’une part, on a é;i(w’) = Ty (@N_k(a:’,8<pa/7@a,k(az’))). Du coup, comme ®VF est
un difféomorphisme, 'application <i>a7k est bornée dans n’importe quelle norme C* indé-
pendamment de o tout comme 9y o, -

D’autre part, si (z1, ..., zq) sont des coordonnées locales sur X , alors pour tout 7 = 1...d,
on a ‘83' é;i’ > 1. En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait trouver deux géodésiques qui
restent a une distance strictement inférieure au rayon d’injectivité I’'une de I’autre pour tous
les temps dans (—oo, N — 1), et qui s’approcheraient entre les temps N — k et N — 1. Ceci
contredirait le corollaire [4.26l Le théoréme suit maintenant de la dérivation de fonctions
composées, car les dérivées de I'inverse sont bornées du moment qu’on les applique a des
vecteurs loin de zéro. O

4.2.4 Distance entre lagrangiennes

Sous les hypotheses de cette section on peut améliorer la proposition Dans la
preuve de cette proposition, la seule estimée dynamique utilisée était (4.21)). Ici, on peut
utiliser la remarque et une preuve identique & celle de la proposition ce qui nous
donne le résultat suivant.

Lemme 4.38. Soit O un ouvert borné de X. Il existe une constante Co > 0 telle que pour
tous n,n’ € N, pour tous o € AN, o/ € B", et pour tout x € O tel que x € wx (Pa,0(Lo)) N
7x (®ar.0(£0)) on a s0it Dpa0(x) = Dparola), soit

1000,0(x) — Opar o(x)| > Cre~Viomaxn=r(a)n'=r(ah) (4.29)

avec T(«) défini comme dans , et ot by est comme dans I’hypothése .
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Chapitre 5

Preuve des résultats concernant
les ondes planes tordues

5.1 Preuve du théoréme [3.37

Le but de ce chapitre, qui suit [Ing15d] et [Ing15Y|] est de prouver les théorémes et

kol

5.1.1 Stratégie de preuve

Pour étudier le comportement asymptotique des ondes planes tordues quand A tend
vers zéro, on a envie d’utiliser le fait que E}, est une fonction propre de P, pour écrire que

U(t)Eh = Eh, ol
U(t) == e*hU(t),

ot U est le propagateur de Schrodinger e~#n/h,

On montrerait ensuite que U (t)E}lL devient plus petit que n’importe quel puissance de
h quand ¢ est pris assez grand, et on utiliserait la méthode WKB pour décrire U (t)Eg pour
des temps longs. Pour cela, on décomposerait U(t) le long de < trajectoires symboliques
>, et on utiliserait le théoreme [3.19

Toutefois, équation U(t)E, = Ej, ne peut qu'étre formelle, car Ej, ¢ L*(X). A la
place, on utilisera le lemme suivant, dont la preuve peut étre trouvée dans [DG14, Lemma
3.10] :

Lemme 5.1. Soit x € C°(X). Prenons t € R, et une fonction de troncature x; € C°(X)
supportée a lintérieur d’un compact Ky, telle que

dx (suppyx, supp(1 — x¢)) > 2|t],
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CHAPITRE 5 : Preuve des résultats concernant les ondes planes tordues

Alors on a
XEn = XU (#)xeEp + O(h™|| Ep|| 12 (¢,))- (5.1)
Comme, par hypothese, Ej est une distribution tempérée, on a pour tous ¢ > 0 et
X € CX(X) : .
IXEn — XU (t)xiEnll 2 = O(h>),
ou x: est comme dans le lemme

On peut alors itérer cette équation comme suit : on écrit que x; = x + x¢(1 — x), et on
obtient

XEn = xU#)((1 = x)x¢) En + XU () xU (t)x:En + O(h*).

On peut itérer cette méthode jusqu’a des temps Nt < M|logh| pour tout M > 0 ﬁxéﬂ
On obtient

N

XEn = (XU0)VxeEn + Y (XU ()" (1 = x)xe B + O(h™). (5-2)
k=1

Fixons maintenant ¢ = 1, et choisissons y € C°(X) comme dans "équation (3.34)),
c’est-a-dire telle que x = 1 sur supp(x) U{z € X;b(z) > €2}, et telle que le support de
X(1 — x) soit suffisamment petit pour que, pour tout ¢t > 1, on ait

<I>t<WFh((1 — X)E}ll)) NT*supp(y) = 0.
On considere alors une fonction y; telle que

dx (suppX, supp(1 — X1)) > 2,
Lemme 5.2. Soit M > 0, et ¥ € C°(X) comme dans la remarque [3.33 Pour tout
1<k < Mlloghl|, on a
I(XU (1)1 = )1 Bpll2 = O(h).

Démonstration. Tl nous faut seulement prouver que |[(XU(1))(1 — X)X1EL|z2 = O(h™).
Ceci est une conséquence de 1’équation (3.34)). O

Par conséquent, on a :

N
B = RUDY B + RUW)V B, + Y (RUW)* A = xaBj + O(h™).  (5.3)
k=1
Pour analyser les propagateurs intervenant dans cette formule, nous allons utiliser le
recouvrement ouvert de la couche d’énergie (V3)pep introduit dans la section

1. Ici, on pourrait en fait aller jusqu’a des temps polynémiaux en h, mais nous aurons besoin de nous
restreindre a des temps logarithmiques par la suite.

96



5.1 Preuve du théoréme

5.1.2 Partition microlocale de ’unité

Considérons une famille (I1y)pep,up, d’opérateurs dans S"P(T*X) avec W Fy, (1) C
W, et tels que ZbEBluBQ [T = 1 microlocalement pres de £ NT*Xy. On pose alors

Oo:=Id— Y I,
beB1UB>o

On peut décomposer le propagateur au temps 1 comme :

U(l) = Z Ub, ou Ub = Hbei/hU(l).
beB

Le propagateur au temps N peut alors se décomposer comme suit :

UN)= > Us (5.4)

ol [75 = 0/31\1_1 0...0 050.

Estimées de dispersion hyperbolique

Nous ferons usage de I'estimée suivante, dite < estimée de dispersion hyperbolique >,
dont la preuve peut étre trouvée dans [NZ09, Section 7]. Rappelons que S; (V) a été défini

dans (3.27)).

Lemme 5.3 (Estimée de dispersion hyperbolique). Fizons M > 0. Il existe hg > 0 et
C > 0 tels que pour tout 0 < h < hg, pour tout N < M log(1/h), et pour tout 8 € BY, on
a

N
= _ 1
1UsllL2e—r2 < Ch W21+ )N | | exp [551(‘/:3],)}. (5.5)
j=1

5.1.3 Décomposition de Y FEj
Soit x € C°(X) comme dans le la remarque Alors, par I’équation (5.3)), on a :

N
XEn = (XUW)N 0By + Y _(RUD) (1 = D)% Ef + O(h™), (5.6)
k=1

ou la fonction de troncature x1 € C2°(X) est telle que

dx (supp X,supp(l —x1)) > 2.

Nous aurons besoin du lemme suivant. La preuve de (i) est la méme que celle du lemme
tandis que la preuve de (ii) découle du point (3) de I’hypothese
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CHAPITRE 5 : Preuve des résultats concernant les ondes planes tordues

Lemme 5.4. (i) Il existe Ny € N tel que pour tout N € N, si p € supp(x1) et ®V(p) €
supp(R), alors pour tout Ny <k < N — Ny, on a ®*(p) € V;, pour un b € B U Bs.

(ii) Si p € & est tel que ®*(p) € Vo pour un k € N, mais @+ (p) € V, pour un
b€ By U By, alors ¥ (p) est dans DE_ (et donc dans Vi) pour tout k' < k.

On déduit du lemme que pour tout k > 2Ny +2, on a

Ng+1
COYF = D™ (3 O) (%00) T+ O (). (5.7)
=0 66(31U32)k72N>272+l

Pour tout N € N\{0}, définissons I’ensemble By C (B; U Ba)" comme :

By :=(By U By)N si N<2N! +2

uns

, o / (5.8)
By :=(By U By)Nunst1 BN =2Nuns™2( B, By)Ninst1 sinon.

Lemme 5.5. Pour tout N > 2N/

uns

1Usll 1212 = O(h™).

+ 2, pour tout 8 € (B U B2)M\By, on a

Démonstration. Soit 3 € (By U Ba)N\By. 1l existe alors N/,,s +2 <k < N — N/ . +2
tel que Br € Bo. Rappelons que par la remarque N, est tel que pour tout p € Vj,,
on a ®Nuns(p) € Vo\(Usesn, V») ou O~ Nuns(p) € Vo\(Upen, Vo) Le résultat suit alors du
lemme [A.6l O

L’équation (j5.7) peut donc se réécrire comme

Ng+1
U= Y GO (Y ) (500) T 4 0 2(h™) (5.9)
=0 ﬁGkazN)rzH

En sommant sur k et en réordonnant les termes, on obtient, pour tout K > 2Ny +3N,,, . +4

Saumr= Y e Y T) ()
n=1 =0

K (K_SN'{MLS_N)Z_4) N>2+1
k=0

/BeBn+RN{Ln5+2
e . ~ NERN
- > QUM 3T Os) (i)
n=K—2Ng—2 1=0 BEB, LNt +2
3N1/1,ns+N>Z+3
e l
+ > (RU) + Opay 2 (™).

=0
(5.10)
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5.1 Preuve du théoréme

Remarquons que par le lemme [A.4] et par 'hypothese [3.12) pour tout 0 < I < Ny, il
existe x; € S"P(X) tel que

~7r \Ng—1 AN A
(R00) (1 = ) Ep = xiEp + O(h™). (5.11)
Introduisons la notation
Ng+1
Xi= > x (5.12)
=0

Grace a I'équation (5.10), on peut étudier les différents termes dans 1’équation (5.6)).
Le premier terme dans le membre de droite de (5.6 peut étre borné par le lemme suivant.

Lemme 5.6. Soit r > 0. On peut trouver une constante M, > 0 telle que pour tout
M > M,, pour tout M,|logh| < N < M|logh|, on a :

1(RT (1) %1 B2 = O(").

Démonstration. On utilie I"équation (5.9)), le lemme et ’hypothese sur la pression to-
pologique pour obtenir :

GO Bl <0 30 0]l s el Bnll + O

/8€BN72N)A(—2

<C > T %1 |

N—2Nyns—2Ny—4
BEB,; x

N—-2Nuyns—2 1
< Ch_d/2(1 + GD)N Z H exp [581(‘/5])] H)A(lEhH

ﬁeBiV—QNuns—2NX—4 j=1

<on 20+ @) (X e [55W)]) [
be By

< Ch™ (1 + €0)V exp{N(P(1/2) + 2Neo)} || 01 x| -

Par hypothése, Ej, est une distribution tempérée, de sorte que ||{1Ep|/2 < C/h*". Par
conséquent,

pour un petit €. Le lemme s’ensuit en prenant M, suffisamment grand. ]

(RO B, < Ch =2 exp(N(P(1/2) +2Nea)}.
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CHAPITRE 5 : Preuve des résultats concernant les ondes planes tordues

En utilisant le lemme et I’équation ((5.10)), on peut réécrire ((5.6)) comme

M;|logh| Ng+1

RE= > SN O) (j00) (- OB,
n=1  1=0 BEB, \gnt 1o

M| log h| M;|log h|—Ngy—2—n

S S @Y U)E0) (- 0B

n=M;|log h|—Ny =0 BEB, L sNI, 42
3N/ s+ Ng+3
AT l AN A
+ ) (RUM)(A =B+ O (A7),
=0

Le second terme peut étre borné par O(h") grace au lemme En utilisant les équations

(5.11)) et (5.12)), on obtient

My|log
REn= Y RO N Us)xE
n=1 BEB, a2 (5.13)
3N/, +Ng+3
+ > (R0W) (1 - RRES + O ()
=0

5.1.4 Evolution des états lagrangiens
Construction de l’;’o

A partir de maintenant, on fixe b € By et r > 1. On peut écrire

3N/ s+ Ng+3 Ny 43N, 43
o l R ¢ R
U, RUD) A-RxEr = > > " UTLUS(1 - ) Ep,  (5.14)
1=0 =0 BeB!

ou on a utilisé la notation A . 3
Ué‘ = xUg X..-XUg,- (5.15)

Remarquons que chacun des Upll,U g est un opérateur intégral de Fourier de L?(X)

vers L2(R%). Grace au corollaire on peut utiliser le lemme pour décrire 'action
de chacun de ces opérateurs intégraux de Fourier sur les états lagrangiens (1 — x) XlEg. Si

on note By I'ensemble £*0+3N“”5+3 B!, on peut écrire
Ng+3N.,,,+3
NEN o
Wi, Y (RUW) A =EL = Y copp (5.16)
1=0 5680
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5.1 Preuve du théoréme

ol eo’gyb(yb) = e%ﬁab(y%)/hao,g,b(y%; h), avec appgp et ¢opp comme dans 'énoncé du
théoréme [3.371

Considérons maintenant la premiere somme du membre de droite de ’équation ,
qui seront indexés par By, n > 1.

Evolution dans la région intermédiaire

Soit n > 1, et soit 8 € B3Ny, +o. Par définition de B,y 3N/ 12, on a 3; € By pour

+1<i<n+2N],,+1.
D’apres le théoreme (3.19) @;N“”SH(CO) est composé d’une unique variété lagrangienne

qui est yuns-instable dans les coordonnées symplectiques dans Vg, , e

(YE%) est un état lagrangien associé a

Nl

uns

Par conséquent, on peut dire que Ug, g, ., .
uns

la variété lagrangienne @ZN“mH(ﬁo). Grace au lemme |A.5] on peut utiliser le lemme |A.4
pour écrire que :

P,
x — 10 PB / PB 1 . ) 2Nyns+1 h
(uﬁQN{”LSJrlHﬁQN{”LSJrlUﬁo"'ﬁmvzltnerl (XEh))(y 2Vhns+1) =y 2Nimat1; h)em(y )/

pour un a € S (R9).

Propagation des états lagrangiens prés de I’ensemble capté

Pour alléger les notations, nous écrirons n :=n + 2N, + 1.
Pour chaque 2N/, .+ 1 < k < 7, notons

uns

Tgk, ZUBk,Hng/HUE;C.

+175k’ :

13,.,,.8, €st un opérateur quantifiant ’application KBy B 1 obtenue en exprimant ®!

dans les coordonnées (3%, nP) i (yPv+1, 7P +1). 1l est de la forme (A.10).
Nous écrirons
TIBQNuns+17n = Tﬁﬁaﬁﬁ O...0 Tﬁle

lins+22P2N 1

En vertu de la remarque [3:29] on peut appliquer la proposition [A.7] pour décrire 'action

de T52Nuns+1,ﬁ sur 1’état lagrangien uﬂQN’{LnerlU Bo--Bant i1 (YE,?). Remarquons que

2N1/l,n8+17 n —_ 7
Tﬁ nuB2Nuns+1U,30-~~/82Nuns+l =Ug,Ug,..5,

On obtient que uﬁﬁ+1H6ﬁ+1[jﬁ0---Bﬁ (XE))) = en,p, avec
enpy) = a™P(y)etonsWt -y e RY. (5.17)
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CHAPITRE 5 : Preuve des résultats concernant les ondes planes tordues

Dans les notations de la section on a par la remarque que pour tout N/, .+
1<k <f Dy =5r(Vs,)(1+O(eP)) < 1. Posons donc

o1 B T H (Sl(ng,)(l +O(ep))). (5.18)
k'=Nuns+1

Grace a équation (A.12)) dans la proposition et a I’équation ({A.15)), on obtient
pour tout £ € N :

la™Pllge < (L4 Ceh)Cidgy, . .pa (A + 1), (5.19)

pour des constantes Cy, C}.

Fin de la propagation

En utilisant 1’équation (5.13]) et les résultats du paragraphe précédent, on a

My |logh|
REv= > GO N Usslhs,enn)

n=1 PeBntanste (5.20)

Ng+3N.,,+3

T l AN A
+ ) (UMW) (= ER + O (),
=0
avec
Ng+3N/,,,.+3
T l AN A
Wi, Y (XUW) (1 -00EL =) copp
=0 BeBy

Pour finir la preuve, il nous faut appliquer L[be(f(U(l))NiHﬁgﬁ___ﬁnugﬁ a €3
Pour ce faire, il nous faut a nouveau décomposer le propagateur, et étudier

Z UbeUg(,Ugﬁm,gnUEﬁeﬁwg, (5.21)

eVt

avec U g, comme dans ({5.15)). Pour décrire chacun des termes du membre de droite de ([5.21]),
on utilise a nouveau le lemme [A.4] On peut bien appliquer ce lemme, grace au théoreme

et au lemme .

On obtient que

UTLUR U, 5,U5 enp(y) = a7 (y)e'Pnas Wty e RY, (5.22)
et grace a l’équation ([5.19)), on a
Han,/@:ﬁ’Hcg < (1 + Cgh) CéJBN{msqtl“ﬂﬁ (fL + 1)5’ (523)
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5.2 Preuve des résultats en courbure négative

pour des constantes Cy, C}.
Pour tout n > 1, on écrit

Bn - Bn+3N’

uns

4o x BN (5.24)

Comme annoncé, le cardinal de B, croit exponentiellement avec n. Si 8 = (3, 8") € B,
avec ' € B, y3N/ 11, On pose

uns

N, o [=g) !
agp = a "N B.8

¢B,b = ¢Nn+2NX+2,l7575"

Avec ces notations, en combinant ((5.20]) avec ((5.22]), on obtient la décomposition (3.47)).
Le point clef pour obtenir estimée (3.48)) est de remarquer que pour tout N > N/ _+1

uns ’
on a grace a ([3.29)

Z oy By = ( Z S1(Vp) (1 + O(ep))>N—N7;ns_

~N! .- B
Bnpp 1Oy EBY ine e (5.25)

< exp [(N = Niye = D(P(1/2)(1+ O()].

1

En appliquant (5.25) pour N = Ny yan, 42, et en utilisant (5.23]), on obtient (3.48)). Ceci

conclut la preuve du théoreme |3.3

Remarquons que, bien que le théoréeme décrive les fonctions propres généralisées
E, seulement tres pres de 'ensemble capté, ’équation peut étre utilisée pour décrire
E, dans tout compact, bien que d’une maniére moins explicite.

Distance entre les variétés lagrangiennes

En utilisant la définition de B,,, on en déduit le corollaire suivant de la proposition m
concernant les fonctions ¢,, g apparaissant dans I’énoncé du théoreme W

Corollaire 5.7. Il existe des constantes C1, Ch > 0 telles que pour tous n,n’ € N, pour tous
B € By, € By, pour tout b € By et pour tout y**, on a soit O¢y, gp(Y*) = Odpr g p(y*")
soit

060,56 (y"") — O 1 p(y™)| > Creamintnm),
5.2 Preuve des résultats en courbure négative

Prouvons maintenant le théoréme dont nous rappelons I’énoncé.
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CHAPITRE 5 : Preuve des résultats concernant les ondes planes tordues

Théoréme. Soit (X, g) une variété riemannienne vérifiant l’hypothése ainsi que ’hy-
pothése a linfini. Supposons que le flot géodésique (') vérifie l’hypothése d’hyper-
bolicité, I’hypothese[3.24) concernant la pression topologique. Soit Ey, une fonction propre
généralisée de la forme décrite dans I’hypothése ot Eg est associée a une variété
lagrangienne Ly qui vérifie ’hypothése d’invariance ainsi que U’hypothese [3.16,

Soit I C X un compact. Il existe exc > 0 tel que pour tout x € C°(X) de support inclus
dans K et de diamétre plus petit que exc, le résultat suivant est vrai. Il existe un ensemble
BX et une fonction i : BX — N telle que le nombre d’éléments dans {5 € BX;a(6) < N}
croit au plus exponentiellement avec N.

Pour tous r > 0, £ >0, il existe M,y > 0 tel que 'on a, quand h — 0 :

XEn(z) = Z ewé(r)/haé(az; h)+ R,, (5.26)
_ peBx
(B)< M, | log h

ot ag € Semp (X)), et ou chaque @5 est une fonction lisse définie dans un voisinage du
support de ag- On a
[Rr[lce = O(R").

Pour tous £ € N, € > 0, il existe Cy telle que

S laglloe < CoeeP/249), (5.27)
BeBX
i(B)=n

De plus, il existe une constante C telle que pour tous B,B' e BX, on a

10¢5(x) — Opg ()| > Cre~VRrmax@D A, (5.28)
ou by est comme dans l’hypotheése [3.6,

Fixons une fonction xy € C2°(X), et prenons une fonction xy comme dans la remarque

de sorte que ¥ = 1 sur supp(x). L’équation (5.20) nous dit que, en notant n’ :=

n+2N),,+1 ona

M,|log Bl
XEh=XxXEn=x Y (XU(l))NW( > Usybinn. U5, 9n/,5>
n=1 BEB Nt 41
NX+3N’L/LTLS+3
. ! e
+x Y, (W) (1 =R)%Ep+ Opa(h)
1=0

ou les ¢, 3 sont des états lagrangiens de la forme
O 5(y) = aw p(y; h)e' P2,
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5.2 Preuve des résultats en courbure négative

avec y dans un ouvert borné de R¢.
Les états lagrangiens 0, g sont associés aux variétés lagrangiennes décrites dans le
théoréme au sens ou on a

(W, 0w 5(y"")} C kg, (®F,(Lo))-

Les opérateurs (XU(1))NXHU/gn,W,gn,JrNumHL{g et (U(1))'(1—X)X1 sont des opérateurs
intégraux de Fourier, et on veut utiliser le lemme pour décrire leur action sur les états
ey et E respectivement. Le théoreme nous assure que @ est vérifiée. Vérifions
que 1} est également satisfaite. Pour les opérateurs (yU(1))Vx*! BBt 4 Nt 12/{;“/,
cela suit du fait que la propagation dans le futur de petits morceaux de la variété instable
se projettent sans caustiques sur X, comme expliqué dans la remarque

Pour appliquer (xU(1))'(1—x%)%1 & EJ, prenons p € LoNS* (supp((1—x)%1))). On peut
prendre des coordonnées sur X pres de 7(x) qui induisent des coordonnées symplectiques
(,€) sur un voisinage de p dans T*X telles que p = (0,0) dans ces coordonnées, et telles
que la variété Ly est tangente a {é = 0}. Dans ce systéme de coordonnées pres de p, et
dans n’importe quel systéme de coordonnées sur X pres de m(®(p)), nous sommes dans le
cadre du lemme En effet, la condition est alors satisfaite grace au lemme m

En écrivant

BY:={88 ; BeBy, p B} sin>2
B{( — {ﬂ c BN>2+3N1/”LS+1},

on obtient que

I_M'r,l| 10g hH

XER(x) = Z Z ewﬁ(x)/ha@)z(x; h) + R, %, (5.29)
=0 pgeBX

oll agy € S®"P(X), et ou chaque pg est une fonction lisse définie dans un voisinage du
support de ag g, et ot on a
[Rrgllce = O(RT).

Pour tous £ € N, € > 0, il existe Cy ¢ tel que
> lagglioe < Cpee P2, (5.30)
BeBX

Remarquons que 'expression a un intérét propre, car elle s’applique a des fonc-
tions x € C2° ayant un support arbitraire. Nous allons maintenant montrer que si le
support de x est suffisamment petit, on peut regrouper les termes de d’une maniere
intelligente, de sorte que est vérifiée.
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CHAPITRE 5 : Preuve des résultats concernant les ondes planes tordues

Regroupement des états lagrangiens

A partir de maintenant, nous fixons un compact K, et nous supposons que x = 1 sur

K.

Lemme 5.8. [l existe exc tel que, pour tout ouvert O C K de diameétre inférieur a i, on a :
Vn € N, V3 € BX, Vt > 0 et pour tous p, p' € @f'(ﬁo)ﬂs*(), on adx(®~t(p),®7t(p)) < ry.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que grace a ’hypothese il nous faut seule-
ment montrer le résultat pour ¢t < |3|, car ®18(p) et ®~18(p') appartiennent tous deux &
Ly, et s’approchent donc dans le passé.

Prenons € assez petit pour que, pour tous pj,pe € S*K avec duq(p1,p2) < € on a
d(®(p1), ®*(p2)) < r; pour tout t € [0; Ny + 3Nypns + 1].

Grace au théoreme les variétés lagrangiennes @g(ﬁo) N S*K se projettent toutes
sans caustiques sur X, de sorte qu’'on peut trouver une constante Ci telle que, ¥n € N,
V3 € By et pour tous p, p’ € (L) NSO, on a

daa(p, p") < Crdx(p, p').

En prenant ex = €/Cj, cela nous donne le résultat pour n = 1.
Pour n > 2, le résultat suit de la définition de By, du fait que les ensembles (V})pe g,uB,
ont tous un diametre inférieur a r;, et de '’équation (4.22]). O

Soit O C K un ouvert de diametre inférieur a ex.

Fixons £y une pré-image de Ly par la projection S*X — S*X. Notons (Oj)jeg les pré-
images de O par la projection X — X. Si on suppose que le diametre de O est inférieur &
r;, alors les O; sont tous disjoints.

Pour chaque n € N et chaque 3 € BY tel que P (Lo) N S*O # 0, nous affirmons qu'il
existe un unique jg € J tel que @(fo) C 5*0j,. En effet, par définition, on a @g(fo) C
Ujes S*0;. Mais, par le lemme on sait que pour tout ¢t < 0, ¢ (@”(EO) N S*O) est
de d1ametre inférieur a r;, de sorte qu’elle est contenue dans une unique carte locale.

SiBeBletfBe BX, sont tels que ®3(Lo) N S*O # 0, <I>” (Lo) N S*O # 0, on dira
que f ~o B sijg = jg. ~o est clalrement une relation d’equlvalence sur J,eniB €
BX; P3(Lo) N S*O # B}, de sorte qu'on peut définir

= (U8 e BL@3(L0) NS0 £ 0})\ ~o . (5.31)

neN
On définit alors pour chaque B e BY .
7(B) :=min{n e N; 3 e Bff tel que 3 € B'}. (5.32)
Lemme 5.9. 1] eziste N tel que pour tousn €N, B € BY, onaB € B =>n < () + Ny.
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5.2 Preuve des résultats en courbure négative

Remarquons en particulier que ce lemme implique qu’il n’y a qu’un nombre fini d’éléments
dans la classe d’équivalence f.

Démonstration. Tout d’abord, par compacité de Xy, on peut trouver N tel que pour tout
p € LoNUpen, Vo, on a @V (p) ¢ Upep, Vo- On pose alors Ni. = [N + ex].

Soit 8,8 € B, avec B € BX et B € Bﬁ,. Supposons que n > n’ + N + 1. Soit
p € ®5(Lo) NSO, et P e @g,(ﬁo) N 5*0j,. Par hypothese, on a dx(p, p') < ex. De plus,
par le lemme dx(®7t(p),®(p')) est décroissante. On a donc

dx (27" (p), 27"(p')) < ex- (5.33)

D’un autre coté, comme n > n’ + N + 1, on a dx (<I)_”(p’),UbeB2 Vb) > e + 1, de

sorte que dx (@7 "(p),®"(p')) > ex + 1, ce qui contredit (5.33)).
Ceci conclut la preuve en prenant pour 5’ une suite qui réalise le minimum dans (5.32)).

O]

Donnons maintenant une description plus utile de la relation d’équivalence ~»

Lemme 5.10. Soient n,n’ € N et soient 8 € BY, g e Bi‘;/ tels que supp(pgo) N
supp(¢p.0) # 0. On a alors

(B~o B) e (Vw € supp(pg,0) Nsupp(ps o), on a dpgo(x) = 3@5',0(@)-

Démonstration. Supposons tout d’abord que B8 ~¢p 3, et supposons par l'absurde qu’il
existe x € supp(pp,0) Nsupp(pg o) tel que Opg o(x) # dps .o(x). Notons & 1'unique pré-
image de x par X — X telle que = € Oj,. Dans X, les géodésiques partant de & avec des
vitesses respectives 0yg o () et dps o(x) s’approchent 1'une de I'autre dans le passé, car
elles appartiennent a (J; ®(Ly), ce qui contredit le lemme

Réciproquement, supposons qu’il existe z € supp(¢g.0) Nsupp(ps o), tel que 'on ait
Opgo(x) = 8@5/7@(30)). Considérons p = ®7"((x,0¢so(x) € Ly. Soit p la pré-image
de p par S*X — S*X qui est dans L. Par définition, on a ®"(p) € 5*0j,, mais aussi
" (p) € S*O

- Par conséquent, jg = jgr, d’ott f ~o . =

Gréace A ce lemme, il est possible pour tout 8 € B de construire une fonction de phase
T 0O—R

telle que pour tout 8 € /3, on a dpz(w) = dpp,o(x) pour tout = € supp(pg,0).

~ Soit x € Cg°(X) tel que supp(x) C K a un diametre inférieur a ex. Définissons BX =
BswP(X) . Pour chaque 3 € BX, on pose

BeB
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CHAPITRE 5 : Preuve des résultats concernant les ondes planes tordues

Définie de cette maniere, ag € S"P(X). En effet, par le lemme le nombre de termes

dans la somme est borné par une constante indépendante de 3, et par le lemme les
exponentielles qui apparaissent dans la somme sont en fait des constantes. Par conséquent,
par (5.30), pour tout £ € N il existe C . > 0 tel que pour tout n € N

> llaglice < CpeemPA/2H9), (5.34)
BeBx
a(B)=n

A partir de cette construction et de |i on obtient que pour tous r > 0, £ > 0, il
existe M, > 0 tel que 'on a quand A — 0 :

XEu(z)= Y e ag(aih) + Ry,
_ peBx
7(B)< M, ¢|log h|

avec

IR llce = O(R").

Grace au lemme et au fait que si 3 # §, on a dpz(x) # Opp(x) en vertu du
lemme on déduit qu’il existe une constante C7 telle que pour tous 3 , B’ € BX, on a

10¢5(x) — Oz (a)| > Cre~Viomax@@) @), (5.35)

Ceci conclut la preuve du théoreme [3.41
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Chapitre 6

Mesures semi-classiques

Le but de ce chapitre, qui suit [Ingl5d] et [Ing15b], est de prouver les théorémes corol-

laires et[3.43, ainsi que le corollaire [1.26].

L’ingrédient principal dans la preuve des corollaires et est la phase non sta-
tionnaire. Rappelons dans un premier temps les estimées dont nous aurons besoin, et qui
peuvent étre prouvées par intégration par parties.

Soit a € S"P(X), ¢(z,h) € S(X). On considere l'intégrale oscillante :

ig(z,h)

Iy (a, ¢) ::/Xa(x)ehdm.

Proposition 6.1. Soit € > 0. Supposons qu’il existe C > 0 tel que, Yz € supp(a),V0 <
h < ho, |0¢(z, h)| > ChY/2=<. Alors

In(a, ¢) = O(h™).

6.1 Preuve du corollaire [3.40]

Nous allons maintenant prouver le corollaire que nous rappelons.

Corollaire 6.2. I] existe une (unique) mesure borélienne p sur S*X telle que, pour tout
X € CX(X) et pour tout a € CX(T*X), on a quand h — 0 :

Opu(@xBrxB) = [ ala o) (@)dp(e.0) +of1).

De plus, il existe une constante 0 < ¢ <1 et des fonctions fn g € Seomp(RY) pour n € N,
B € By, et b€ By telles que pour tout a € C°(T*X) et pour tout x € C°(X), on a

(Opn(r2a)XEn, xEn) = / ol v)djin (2, v) + O(R),
* X
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CHAPITRE 6 : Mesures semi-classiques

ol

o (k5 (™ ™)) Z D 180U mrn=o0, . (ym)y Y
n= OBEB

Les fonctions fgp, vérifient lestimée .

Démonstration. Fixons un petit € > 0, et posons

1
M = 2T — €,
_ _ Pu(1/2)

ou C) provient du corollaire

Soit a € CX(T*X), x € CX(X) et b € By. En utilisant le fait que Opp(ab) =
Opp(a)Opp(b) + Op2_,r2(h) pour tous a,b € S"P(X), le fait que Il est auto-adjoint,
et le caractere unitaire de Up sur le micro-support de II;, on voit que 'on a

<Oph(771?a)XEh7XEh>L2(X) = <Oph(a)HbXEh7HbXEh>L2(X) + O(h)
= (UpOpp (a)UyUTTL By, Up Ty X E ) 2 x) + O(h).

En utilisant le théoreme d’Egorov ([Zwol2, Theorem 11.1]), on a que
UpOpp, (a)Uy UpITy, = Opp, (ap)Uplly + OL2(X)HL2(Rd)(hOO),
ou ap = ao Ky + Op2(h). En utilisant la décomposition (3.47)), on a

(Opn(m3a)xEn, XEn) r2(x)

[Mc|log h] ] [Mc|log bl ) (6 1)
=YY (Omla ] Y Y eitay) v o0r)
n=0  geh, n'=0  preB,,
Mais grace a l'estimée ((3.48)),
[Mc|loghl] ‘ [M]log h|]
ST s 3 T g 001
n=0 BEBn n=0 ﬂEBn

de sorte que

(Opn (T3 a)XEn, XEn) r2(x)

LM log ] | (M loghl] | 6.2)
= Z Z <Oph(ab) [emﬁ’b/hag’b] , Z Z ez¢6’vb/ha5/7b> + O(hc)7 :
n=0  geB, W=0 @B,
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6.1 Preuve du corollaire

Fixons maintenant un n < M|logh| et un 3 € B, et analysons le comportement de

‘ | M|log h] A
<Oph(ab) [e‘¢ﬁvb/ha57b], Z Z ez¢6’,b/haﬂ/7b>.
n’=0 ﬁ/egn

Ecrivons Y = {y € supp(¢s,) Nsupp(dp ) ; 0dg »(y*) = dz5(y™)}. On a

<Oph(ab) [eid’ﬁ,b/haﬁ’b] ’ €i¢ﬁ’,b/haﬁ,’b>

- / (Opnlan) [e924 M ag ] ) (y)ets o0 "ag, , (y; h)dy™ (6.3)
Y .

" / (Oph(ab) (e84 hag) ) (y)e 0o @™ ag,  (yP; h)dy?.
]Rd\YB/

Rappelons que les intégrales ci-dessus sont bien définies, car les fonctions de phases
sont bien définies sur un voisinage du support des fonctions a, g.

Montrons que le second terme du membre de droite de est un O(h*>). En effet,
I'image d’un état lagrangien par un opérateur pseudo-différentiel est encore un état lagran-
gien avec la méme fonction de phase. Par conséquent, le second terme du membre de droite
de est le produit scalaire entre des états lagrangiens ayant des phases respectives ¢z,
et qb/g/’b.

Mais, par le choix de M, et par le corollaire on sait que pour chaque y** € ]Rd\Ygx,
on a [dps p(yP) — s p(yP?)| > ChY?+€ pour des constantes C, e > 0. Par conséquent, par
la proposition on en déduit bien que le second terme du membre de droite de est
un O(h>).

Tachons maintenant de comprendre les propriétés de 'ensemble Y.

Tout d’abord, Y est un ensemble ouvert. En effet, si y? € Yjp, ceci signifie que le
point p = (y”,0¢z(y")) (dans les coordonnées centrée en p,) appartient a @Z’to (Lo)

ainsi qu’a @g:’to (Lp) dans les notations de la proposition [4.22| Supposons pour simplifier

que n = n’ (le cas général se traite de maniere similaire). Alors la condition y” € Yg
signifie simplement que pour tout temps intermédiaire k, ®"~*(p) est a la fois dans Vj, et
dans VBL' Cette condition est clairement vérifiée sur un ouvert, car les V4, sont ouverts.

D’un autre coté, par continuité des fonctions de phase, Y3 est un ensemble fermé. Par
conséquent, Y est composé d'un certain nombre de composantes connexes du support de
bp b-

On sait que le support de ag p est inclus dans le domaine de définition de ¢g/ . Par
conséquent, certaines des composantes connexes de supp(ag ;) peuvent étre incluses dans
Y3/, tandis que d’autres sont incluses dans ]Rd\Yﬂz, mais aucune d’entre elles ne peut inter-

secter les deux ensembles. Donc, si on note ag, »(Y) = ag p(y?) siy” € Ya, 0 autrement,

111



CHAPITRE 6 : Mesures semi-classiques

alors ag,,b € 5,etona

‘ [M]|log hl] '

<Oph(ab)[ez¢ﬁ’b/ha5,b], Z Z ez%',b/ha5/7b>

n'=0 B'eB,

[M|log hl]
. i P
B /]Rd (Oph(ab)[e“’bﬂ’b/ h%,bD(y” eI b)/h( > 2 ag’,b) (™ )dy?.
n'=0 B'eB,
Ecrivons
[M]log h]
Ggpi= D Y agy

n'=0 [B'eBy,

agp(y”) est la somme de tous les symboles dans la décomposition ([3.47)) correspondant
aux phases ¢gp(y”). On voit par les estimées (3.48)) que ag, vérifie elle méme une estimée

analogue a (3.48)), et que

| [M]10g 1] |
<Oph(ab) [€Z¢5’b/ha/37b] , Z Z el¢5/»b/ha5/7b>
n’=0 pB'eBn,

— /d <0ph(ab) [ei¢ﬁ,b/haﬁ7b])(ypb)€_i¢6,b(ypb)/h&ﬁ7b<ypb)dypb + O(h™).
R

On peut alors calculer cette expression en utilisant la phase non-stationaire, de la méme
maniére que pour calculer la mesure semi-classique d’un état lagrangien (voir [Zwol2,
§5.1]). On obtient

[M]|loghl]

<Oph(ab) [ei‘bﬂv”/ha@b], Z Z ei¢/3’vb/ha,3/,b>

n'=0 pB'eB,
= / apdpig,p,
R2n

dpgy = agp(y”)asp(y)om =00, (y0)} Y-
En sommant sur tous les n, § et en utilisant 1’équation (6.2]), on obtient que

<Oph(7rga)Eh,Eh> = /*X a(z, §)dpp(z,€) + O(h°),

olt (Kp)*tb,x = D pzo 2 peB, HB.b, C'est-a-dire

oo (K W7 1™) =D 0D Fan (U)o en o, yer) 1 U7
n=0 BeB,
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6.2 Mesures semi-classiques en courbure négative

ou fap(y) = oy (ag’b@) (y”), et ou oy désigne le symbole principal comme dans la
section Ceci conclut la preuve de la seconde partie du corollaire [3.40)

La premiere partie concernant 'unicité de la mesure semi-classique découle de I’analyse
ci-dessus pres de ’ensemble capté, de (5.20) et du théoreme d’Egorov. O

6.2 Mesures semi-classiques en courbure négative

Prouvons maintenant le corollaire dont nous rappelons I’énoncé.

Corollaire. On fait les mémes hypothéses que dans le théoréme|3.41. Soit x € C°(X) et
soit € > 0. Alors il existe une mesure finie pi, sur S*X telle que l'on a

min ,M—e
(OPh(a)XEh,XEh>=/ a(a:,f)d,ux(ar,f)—i—O(h ( 2150 ))7

*X

ot —bg est la valeur minimale prise par la courbure sectionnelle sur X.

Si K est un ensemble compact et si le support de x est dans K et est de diamétre plus
petit que exc, on a

dpy(z,€) = Z () *(2)d =0 (23 dt-
BeBx

De plus, si Lo vérifie I’hypothése alors pour tout N € N, il existe cy > 0 tel que
pour tout x € X tel que x(x) =1, on a

peBx
i(B)=N

Preuve du corollaire [3.43 Soit a € C2°(S*X). Fixons une fonction y, € C°(X) qui est
égale & 1 sur my (supp(a)). On a alors (Opy(a)XEn, XEn) = (Opp(a)XaEn, XaEr) +O(h™).

Comme I'énoncé du corollaire est linéaire en a € C°(S*X), il suffit de le prouver
uniquement lorsque a est supportée dans un petit ouvert. En particulier, on peut supposer
que X, est supportée dans un ensemble suffisamment petit pour que le théoréme [3.41
s’applique.
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CHAPITRE 6 : Mesures semi-classiques

On a alors (avec r =1,£=0) :

(Oph(@)XaBnsXaBr) = (Opna) Y. @8 ag@in), S @O ag(win)) + Oh)

~Be[-}~><a ~B€[~§Xa
(B)< N log h| 7(B)<M|log hl
= > (Opu(@)e D ag(a; h), €5  ag ()
~Bel~§Xa
7(B)<M|logh|
+ > (Op()e'5 ) a s (w ), €5 M ag, (21 1)) + O(h).
_ Bprebxa
(B),7(B) <N| log h|
B#B’

On veut utiliser la proposition pour dire que le second terme, constitué de termes
non diagonaux, est un O(h>). ) .
Grace a (3.51)), on sait que si 3, 5" € BXe sont tels que n(B),n(f) < (% —¢€)|loghl,

2v/b
alors on a \&pg(x) — 3@3/(30)\ > C'h'/27¢, de sorte que par la proposition on déduit

(Opn(a)e’?3 ™ M ag (s h), €5 O Mas, (2 h)) = O(h).
Par conséquent, on a
(Opn(a)xaBn XaBr) = Y {(Opn(a)e'?s@ M as(w; h), 5 M as (x; 1))
BeéXa
+ 2 (Opn(a)e 3 M ag(w: ), €75 ag, (o: )

On peut estimer le deuxieme et le troisieme terme grace a (3.50). On obtient un reste
min (177‘13(1/2)' —E)
qui est un O(h 2lv/bo ), ce qui nous donne

: [P(1/2)|
mln(LW E)) ‘

i05(-)/h io5(-)/h
(OPh(@)XaBhs XaBr) = > (Opla)e®3 (1), €50 a5 0)) + O (h
BeéXa
Chacun des termes dans la premiere somme est alors la distribution de Wigner associée
a un état lagrangien, et la mesure semi-classique associée peut étre calculée par la méthode
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6.2 Mesures semi-classiques en courbure négative

de la phase stationnaire, comme dans [Zwol2, §5.1], ce qui nous donne la premiere partie
du corollaire m Prouvons maintenant .

Rappelons que les symboles ag, (x; h) qui apparaissent dans sont construits en
appliquant la formule plusieurs fois & Eg. Dans , la phase 6 qui apparait ne
dépend que de la trajectoire du point (x1, ¢} (z)), de sorte que ces phases sont les mémes
pour B et B si f ~supp(x) . En particulier, pour tout 3 € BX, pour chaque représentant
B € By et pour tout = € X, on a que

lagl(@) = lag x| ().

Par conséquent, le résultat sera prouvé si on peut montrer que pour tout N € N, on
peut trouver une constante cy > 0 telle que pour tout x € X avec x(xz) =1, on a

Y lag, x) > ew. (6.4)

n=N BeBX

De plus, toujours en utilisant , on voit que ]a%yxl(x; h)(x) > 0 du moment qu’il
existe £ tel que (z,&) € @E(Lo).

Mais pour chaque z € X tel que x(x) = 1, le corollaire nous donne une infinité de
(&)ier CTEX et t; > 0 tels que (z,€) € ®'(Ly). En particulier, pour chacun d’entre eux,
il existe un n; € N et un 3; € By, tels que (z,&) € Py (Lo)-

En utilisant le corollaire |4.26, on voit que si i # i/, on a 3; # (B4 : sinon, on pourrait
construire deux géodésiques distinctes qui restent a une distance inférieure & r; pour tous
les temps négatifs, et dont la distance est 0 a 'instant initial, ce qui contredirait le corollaire
En conséquence, comme chaque By est fini, il existe un 8 € BY pour un n > N et un
i €1 tels que 8= 0;

Par conséquent, |a%i7xl(m‘; h)(z) > 0. Par continuité, ceci est vrai uniformément dans un
voisinage de x. Par compacité de supp(x), on obtient . O

Equidistribution a petite échelle

Remarquons que le corollaire [3.45) combiné avec le corollaire |3.44] implique qu’il existe
des constantes C1,Cy > 0 telles que pour tout xg € X tel que x(z¢) = 1, pour tout r > 0
suffisamment petit, on a

Cird < / |Ey |2 (z)dx < Cyr, (6.5)
B(zo,r)

ou B(xp,r) est la boule de rayon r dans une carte locale. Ceci peut étre vu comme un
résultat d’équidistribution de FEj. En fait, est encore vraie si r dépend de h, du
moment que r > Ch, du moment que C est suffisamment grande. C’est le contenu de la
proposition suivante, qui généralise le corollaire [I.26]
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CHAPITRE 6 : Mesures semi-classiques

Proposition 6.3. Supposons que les hypothéses du théoréme[3.11] soient vérifiées, et que
Ly vérifie I’hypotheése . Soit x € CX(X). Alors il existe des constantes C,Cp,Ca > 0
telles que le résultat suivant soit vrai. Pour tout xg € X tel que x(xo) = 1, pour toute suite
rp, telle que 1 >> rp > Ch, on a pour h suffisamment petit :

Cyrid < / |Ey | (x)dz < Corsl. (6.6)
B(zo,m1)

Ce résultat peut étre vu comme un résultat d’ < équidistribution & petite échelle >.

Démonstration. La borne supérieure est une conséquence directe du corollaire |3.44. Expli-
quons maintenant pourquoi la borne inférieure est vérifiée.

Tout comme dans la preuve du corollaire pour tout € > 0, |Ej|?(x) peut s’écrire,
un reste d’ordre O(¢) prés, comme la somme finie de termes de la forme ag g (; h)e'?s.5" @)/h
telle que > 5 5 |ag g (x)| < Co. De plus, il existe c(e) > 0 tel pour tous les indices de som-
mation 3, 5’ vérifiant O¢g g (xo) # 0, on a |0¢g g (xo)| > c(e).

Par un changement de variables, et par le théoreme de Stokes, on a

/ ag,pg (x; h)e'®e.s @ /g = r,ﬁf/ ag.g (rhe + xo; h)e'®s.5 (The+eo) /R gy,
B(xo,rh) B(0,1)

_ r,”f/ [ﬁ ag g (rpx + xo; h)
B(0,1) LTh 0055 (rpe + x0) 2

Obs g (rhx + x0)) - O(e'Pp.8 TnT+T0)/AY | gy
8,6

rd/ [ﬁ ag,p (rnx + xos h)
2
aB(0,1) L7 [0¢p,5 (rx + T0)|

« €i¢5’5'(rhx+xo)/h(aqf)ﬁﬂ/(?“hx+$0))} . dn

h ag g (rpe + w05 h)
—pd . 3,8 h 05 )
rh/B< )L”ha <|a¢ﬁ,ﬁ/(rh$+xo)|2(a¢ﬁ’5 (Th“fco)))

% €Z¢5’B/ (Thx+.'to)/h:| dr

X

< (&) Mag, (1)l o,

ou ¢(e) est une constante dépendant de €, mais pas de h. En sommant sur 3 et 3, on
obtient que la somme des termes non-diagonaux est bornée par c’(s)CghrZ_l + rﬁRE, ol
R. =0O(e).

D’autre part, grace a , les termes diagonaux donnent une contribution plus grande
que corg pour un ¢y > 0 indépendant de h et de z. En prenant ¢ suffisamment petit pour
que R. < ¢p/3 et C suffisamment grand pour que ¢/(¢)Cy/C < £/3, on obtient donc bien
le résultat recherché. O
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Remarque 6.4. Rappelons que le théoréme nous dit que

XBu(@)= Y. O (a:h) + R,
_ PeBx
ﬁ(ﬁ)SMr,Z“OgM

L’équation étant vraie en se limitant auz B tels que ﬁ(ﬁ) > N pour n’importe
quel N > 0, la preuve ci-dessus s’adapte sans peine pour nous donner le résultat suivant.

Pour tout N > 0, il existe C{), C,C% > 0 tels que pour tout xo € X tel que x(xo) = 1,
pour toute suite ry, telle que 1 >> rp, > C{h, on a pour h suffisamment petit :

. 2
qﬂg/ S @y (wh)+ Re(o)| de < Oy (67)
B(zo,rn) peBx
N<A(B)< My ol o
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Chapitre 7

Ensembles nodaux des ondes
planes tordues en courbure
négative

Dans ce chapitre, nous prouverons des résultats concernant les ensembles nodauz et
les domaines nodaux de la partie réelle d’une onde plane tordue, ou la partie réelle d’une
somme d’ondes planes tordues, sur une variété de courbure négative ou nulle. Nous prou-
verons en particulier le corollaire [1.27, et le théoréme [1.28 Pour certains des résultats
que nous Prouverons, nous supposerons que la variété est euclidienne a l'infini, car les
ensembles nodaux sont plus simples a décrire prés de 'infini dans ce cas.

La premiére section de ce chapitre suit [Ing15b]. Une partie de ce chapitre sera contenue
dans [Ing].

Dans tout ce chapitre, nous noterons
Fpn(z) := R(Er(x)).

Dans la plupart du chapitre, nous travaillerons sur des variétés a infinis euclidiens, avec
FE, comme dans la section et nous écrirons, lorsque w € S

Fp(z;w) := R(Ep(7;w)).

—

Plus généralement, pour I un ensemble fini non vide, a = (a;)ie; € (R\{ONHVI, & =

T a2 .
(wi)ier € (Sd_1)| ‘, on considérera des fonctions de la forme

Fu(a,8) =Y aFu(-w). (7.1)
i€l
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CHAPITRE 7 : Ensembles nodaux des ondes planes tordues en courbure négative

Si @ C X est un ouvert borné et si w € S¥1, on notera

Nop = {z € O;Fp(z) = 0}
Noawn =1{r € O;F,(z,a,d) = 0}.

7.1 Une borne inférieure sur la mesure des ensembles no-
daux

Le but de cette section est de prouver le théoreéme suivant. Comme nous ’avons men-
tionné précédemment, ce résultat peut étre déduit de [Logl6b], mais notre preuve est parue
avant celle de Logunov, utilise des méthodes tres différentes, et se déduit assez facilement

du théoreme 3411

Théoréme 7.1. (i) Soit (X, g) une variété qui vérifie Uhypothése a linfing, et qui

vérifie ’hypothese . Supposons de plus que le flot géodésique (P') vérifie l’hypothése

d’hyperbolicité et Uhypothése[3.24 concernant la pression topologique. Soit Ey, une fonction

propre généralisée de la forme décrite dans l’hypothése ot E,? est associé a une variété

lagrangienne Ly qui vérifie ’hypothése d’invariance et les hypothéses et[5.18
Soit O C X un owvert borné. Alors il existe Co,Cl, > 0 telles que

C C
TO < Hausd_l(Novh) < TO (7.2)

(ii) Supposons de plus que (X, g) est a infinis euclidiens. Soit I un ensemble fini non
vide, a = (a;)ier € (R\{OWVI, & = (w;)ics € (Sd_l)lll. Il existe alors C,C" tels que

< Hausq—1(Noasn) < (7.3)

=l Q

/
7.
Démonstration. Fixons O C X un ouvert borné. La preuve des bornes inférieures reposent
sur la formule de Dong-Sogge-Zelditch, que nous rappelons maintenant. Soit f € C§°(X),

et soit g, € C°°(X) une famille de fonctions lisses telles que (—h?A + 1)g, = 0. Notons
Zp :={z € X;gn(x) = 0}. Alors on a

/ (=h*A+1)f)|gnldV = h2/ fIVgnldsS, (7.4)
X Zn

ou dS désigne la mesure de Hausdorff (d — 1)-dimensionnelle. Une preuve de cette formule
peut étre trouvée dans [Don92|, [SZ11b] dans le cas ou X est compacte, mais la preuve
marche de la méme manieére si X n’est pas compacte, du moment que f est a support
compact.
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7.1 Une borne inférieure sur la mesure des ensembles nodaux

Soit f € C(X;[0,1]) telle que supp(f) C O, et f n’est pas identiquement zéro. En
appliquant ([7.4]) avec g, = Fp, dans le cas (i), ou Fy(-,a,d) dans le cas (ii), on a

/(@#A+nﬁwm=#/"fv%ws
X Zp,

<cnh | rdas (7.5)
Zn

< ChHausq—1({z € O;gn(x) = 0}),

olt on a utilisé le corollaire [3.44) pour aller de la premiere ligne & la deuxiéme ligne. Par
conséquent, le théoreme sera prouvé si on peut trouver une borne inférieure uniforme en h
pour le terme de gauche dans .

Comme f n’est pas identiquement nulle, on peut trouver une constante ¢ > 0 et un
ouvert U C X tels que f > csur U. On a

/(PWA+DﬂwM=/JvM+WW)
X X

>c / lgn| + O(h?)
U

c 2
> —— [ |onl
lgnllco@y Ju

>C / lgn|?> gréace au corollaire [3.44]
U

Par conséquent, la borne inférieure dans le théorémesuit de dans le lemme suivant.

Quant a la borne supérieure, elle est une conséquence directe du théoreme 1.1 dans
Particle récent [Hez16], et de dans le lemme suivant. En effet, ce théoreme affirme que,
si une famille de fonctions propres (a valeurs réelles) vérifie pour r, = Ch, avec C' > 0
assez grand, mais indépendant de h, alors elle vérifie la borne supérieure de . O

Lemme 7.2. Soit x € C°(X). Alors il eziste des constantes C,Cy,Co > 0 telles que le

résultat suivant soit vrai. Pour tout xg € X tel que x(xo) = 1, pour toute suite ry, telle que
1>>ry, > Ch, on a pour h suffisamment petit :

Crf< [ Py < Corf, (7.6)
B(zo,rh)

En particulier, pour tout ouvert borné U C X, il existe c(U) > 0 et hy > 0 tels que
pour tout 0 < h < hyr, on a

Lwﬁzdm. (7.7)
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CHAPITRE 7 : Ensembles nodaux des ondes planes tordues en courbure négative

Pour prouver le lemme [7.2] il nous faut d’abord prouver le lemme suivant. Dans le cas
ol (X, g) est a infinis euclidiens, on note ¢g(-,w) la phase ¢3(-) obtenue en appliquant le
théoreme a FEp(;w).

Les cas (i) et (ii) du lemme suivant correspondent aux hypotheses (i) et (ii) du théoréme

1l

Lemme 7.3. (i) Il existe N € N tel que pour tout n > N, pour tout n' € N et pour
tous B € By, B’ € BY,, l"énoncé suivant est vrai. Supposons que x € supp(x) est tel que
Opg(x) = —0pp (x). Alors il existe un petit voisinage V' de x tel que pour touty € V., on a

(8@5(1;) = —0dyg (y)) — (y, agbg(y)) = Pt (ﬂ:,aaﬁg(x)) pour un t assez petit.

(ii) Soient w,w' € S¥1. II existe N € N tel que pour tout n > N, pour tout ' € N et
pour tous B € By, 3 € B;‘,, I’énoncé suivant est vrai. Supposons que x € supp(x) est tel
que Opg(r;w) = —0pp (z;w'). Alors il existe un petit voisinage V' de x tel que pour tout
yeV,ona

(8g05(y;w) = —&pgx(y;w’)) — (y,a(ﬁﬁ(y)) = @t(x,aqﬁg(x)) pour un t assez petit.

Démonstration. Nous n’écrirons la preuve que le cas (ii), la preuve pour le cas (i) étant
essentiellement la méme. Nous utiliserons la notation suivante. Si p = (z,§) € §*X, on
écrira

pt = (Jj’ _5)

Considérons des entiers n,n’ tels que I’énoncé ci-dessus est faux, et montrons que ceci
n’est possible que pour un nombre fini de valeurs de n. Par hypothese, pour de tels n,n/, il
existe une suite y; convergeant vers un x € supp(x) telle que dpg(yi;w) = —0pp (yr; w').
Ecrivons py, := (yg, D (yr; w)) et p = (x, dpp (z;W)).

Notons N’ = 1+ max(n,n’). Grace a (4.21)), en prenant k suffisamment grand, on peut
supposer que dx (& (pg), @ (p)) < r; pour [t| < N'. D’autre part, comme N (pr), N (p) €
A, le point (iii) de l’hypothésenous assure que pour t < —N’ on a aussi dx (@t(pk), Pl(p)) <
Ts.

Mais, on a aussi (@[)N/ (pk))t, (CI)N/(p))t, de sorte que dx (®'(pi), ®*(p)) < r; pour tout
t>N'.

Mais alors, par le corollaire on voit que dx (®(px), ®'(p)) doit étre constante en
temps.

Si n est suffisamment grand, il existe alors un ¢ > 0 tel que ®~%(p) et ®~*(p;) sont dans
un petit voisinage de ’ensemble capté K. Mais alors, a cause de ’hyperbolicité, les deux
trajectoires ®¢(py) et ®!(p) ne peuvent rester a une distance constante 'une de I'autre que
si p et pi appartiennent a une méme trajectoire. Ceci prouve le lemme. 0

Preuve du lemme[7.4 La encore, nous n’écrirons la preuve que dans le cas (ii), la preuve
du cas (i) étant essentiellement la méme. Appliquons le théoréme avec Y = 1 sur
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7.1 Une borne inférieure sur la mesure des ensembles nodaux

B(zg,rp). On a, pour x € B(xg, 1) :
Ep(z;w) = Z ewé(m;w)/haax(w;w, h) + R =: Si(w) + Sa2(w) + Ry,
_ peBx
i(B)< My | log h|

ou Ry = O(h), et ou S désigne la somme pour ﬁ(B) < N, et S la somme pour ﬁ(B) > N,
ot N est comme dans le lemme [7.3]

Ainsi, on a g, = Fj(-,a,d) = R(S1) + R(S2) + R}, ot Sj = 3,7 aiSj(wi).

On peut écrire

lgnl® = (R(S1) + (S2 + §2)/2)2 + Ry,

2, 93 15212
= (%51) + Z + 1 + 9 + 2%(51)%(5’2) + Ry,
., S, % , I
= (RS1)? + 4+4f+ §:@|ww%y+f > aia;Sa(wi)Sa(w;) + 2R(S1)R(S2) + Ry,
(7.8)
Lorsqu’on calcule | Blzown) lgn|?, le terme || B(zo rh)(%Sl)2 5 % est évidemment

positif. Quant au terme fB(xo ) 3> ier lail?|S2(w;)|?, on peut utlhser pour trouver
une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que

1
[ S laiSawl? = erf+ onolr),
B(zo,rn) < eg
Pour prouver le lemme, il nous suffit donc de montrer que
1 o -
| WMSIRGS) +5 > aiSalw)Salwy)| < L. (7.9)
Lo ijel i
2R(S2)R(S1) + %Zi,jem;éj a;a;S2(w;)S2(wj) peut s’écrire & un reste d’ordre e pres
comme une somme finie de termes oscillants de phases ¢ ;(z;w;) £ ¢35 (z;w;) avec N <
n(B) < N'(e) et n(f') < N'(g). Grace au lemme on sait que pour chaque ', la phase
ne peut s’annuler que sur un nombre fini de courbes.
De méme que dans la preuve de la proposition on réécrit

1 o (s it - (2ws

_ / eupg(xywz)/ha/g X(x’ wi, h)eli@ﬁl(x7wj)/ha5/ X(x’ wjh)dx
B(xo,7h) 7 ’

_ ¥ (rnztzows) /b, (rh + To; Wi, h)ei:twﬁ"/ (Th£E+£E0§Wj)/ha o (a2 + o; Wi, h)dz
BO,1) B:x B’x

Par la méthode de la phase stationnaire, on obtient que chacune de ces intégrales est

) L\ (d-1)/2
bornée par cgoh_m((a) )
En prenant ¢ = ¢/4, puis C' suffisamment grand, on obtient bien (|7.9). O
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CHAPITRE 7 : Ensembles nodaux des ondes planes tordues en courbure négative

7.2 Structure a ’infini des ensembles nodaux des ondes planes
tordues

Soit (X, g) une variété euclidienne pres de I'infini, au sens de la définition Rappelons
que 'on peut construire 'onde plane tordue Ej(-;w) comme

Ep(z;w) := (1 - x)Ep(z;w) + Ej(z;w),

olt BY(z;w) = e et Ei(+w) = —Ru[h2A, x| EY (B, w).
On définit la zone d’ombre pour la vitesse w comme

Z0,, = {z € R tel qu'il existe t > 0 tel que = — tw € X))},
ol X|, est comme dans la déﬁnition Pour tout € > 0, on notera ZO, := U, _ < Z0ur-

Proposition 7.4. Soit (X, g) une variété euclidienne preés de l'infini, de courbure négative
ou nulle. Supposons que K soit un ensemble hyperbolique pour (®'), et que P(1/2) < 0.
Pour tout € > 0, il existe C. > 0 tel que pour tout x € RN\ZOS, on a

< Ce
|z|(d=1)/2

< Ce ’
h‘$|(d_1)/2

| Ej ()
|V Ej ()

ot C, est indépendante de h.

Démonstration. Rappelons que par ’équation ((1.7]), on a pour une fonction o € C°(X)
(1= x2) By = Ry [h°A, x2] By,

On a donc, en appliquant ([1.9)) :
1 L1 Ndr1Nd ilze-0/h 2 1
(= x)Bh(lele) = 5 (5-) () [ €59 (o) F (0D, xa] BL) (~0/R)d0 + R,
2\ 27 h gd—1
(7.10)
ou F désigne la transformée de Fourier. Rappelons que Ry, € S et R, = O(h°) dans toutes
les semi-normes sur S, et que 1_¢ est supportée sur un petit voisinage de —¢.

Remarquons qu’il nous suffit de prouver la premieére inégalité, car on a en dérivant
(7.10))

0

V((1—x2) Ep(|[€)) = %(%)dé)d /S Oy (O)F (WA, Xa] ER) (~6/h)A0+V Ry,

d’ott 'on déduit facilement la seconde inégalité de la premiere.
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7.2 Structure a l'infini des ensembles nodaux des ondes planes tordues

L’intégrale (7.10) peut étre évaluée par la méthode de la phase stationnaire, ot |z|~!
est vu comme petit parametre. La phase n’est stationnaire qu’en 6§ = —£ donc on a

C ( h )(dfl)/2

(1= x2) B(Jl9)] < - F(RA el B) M +0( ). (711)

m |x|(d+1)/2

ol le reste O(W) est uniforme en h.

La proposition sera prouvée si on peut montrer que ]-"([hQA, XQ]E}IL) (£/h) < ChldH+D/2,
pour £ € S avec |€ —w| > e. Par le théoréme on sait que FEj, et donc aussi
[R2A, XQ]E}IZ, peut s’écrire comme une somme d’états lagrangiens, plus un reste arbitraire-
ment petit, ce que 'on peut écrire de maniere synthétique comme :

N,
([h2A7X2]E%L)(x) = Z fn(; h)ewn(x)/h + O(h(d+3)/2),

n=1

ou les f,,(x;h) sont tous & support dans une couronne € incluse dans X'\ Xy, indépendante

de n et de h. On a, par (3.50))

Np
> llfallco < Ch.
n=1

Calculons la transformée de Fourier terme par terme. On a
F(fals)e M) (e/n) = / Fulas h)e!En =€ gy (7.12)
Q

Pour chaque n et chaque ¢ € S ! avec € — w| > ¢, I'ensemble {z € Q;dp,(z) = &}
est soit vide, soit un segment. En effet, (x,0¢,(z)) est I'image d’un point de Ly par
le flot géodésique, qui est passé par différents ouverts a différents instants. Comme les
trajectoires sont rectilignes dans la partie euclidienne, pour tout z € Q, 9, (x + tdp,(x))
est indépendant de ¢t > 0. D’autre part, il n’existe qu’un seul segment sur lequel O, () = £ :
sinon, on pourrait construire deux trajectoires qui resteraient proches I'une de ’autre pour
tout ¢t € R, ce qui contredirait le corollaire [4.26]

On en déduit que pour chaque n et chaque &, l'intégrale est stationnaire dans
une direction, et non stationnaire dans les directions transverses. On a donc

f(fn(, h)ew”(')/h) (g/h) < C det |6280n|_1/2||fn‘|ckh(d_1)/2,

pour un k assez grand.

Le fait que |£ — w| > € implique que les points arrivant avec une vitesse £ depuis Ly
ont di passer par la région de courbure strictement négative. On peut en déduire, par des
arguments similaires a ceux de la section que det |0, (z0)| /2
constante C,

En sommant sur n, on obtient bien que F([h?A, x2]E})(£/h) < C D2 ce qui
conclut la preuve. O

est borné par une
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CHAPITRE 7 : Ensembles nodaux des ondes planes tordues en courbure négative

Remarque 7.5. Si x appartient a la zone d’ombre ZO,,, il est possible que certains des
€tats lagrangiens qui composent E}L sotent associés a la lagrangienne Ly. L’argument de
phase stationnaire ci-dessus ne nous permettra donc plus d’obtenir F([h2A, XQ]E}IZ) (&/h) <
ChUD/2 Crest ce qui explique que, dans la figure Uamplitude de Ey, soit plus faible
dans la zone d’ombre qu’ailleurs.

Néanmoins, l’'équation reste vraie, et nous assure que

1
1 1 _
L@ IVEL @) = On () (7.13)
mais il n'est pas facile d’avoir un controle sur la maniére dont le O dépend de h.

Remarquons que ’équation , et donc l’équation sont vraies dés que X est
une variété o infinis euclidiens, sans aucune hypothése dynamique.

Le corollaire suivant nous dit que, loin de la région d’interactions, et hors de la zone
d’ombre, les ensembles nodaux de REp(-;w) ressemblent beaucoup a ceux de REY(;;w),
c’est-a-dire a une réunion d’hyperplans orthogonaux a w, espacés d’une distance hr. Cette
ressemblance sera d’autant meilleure qu’on s’éloignera de la région d’interactions. Ce phéno-
meéne peut-étre observé dans la figure[7.1] dans le cas de la diffusion par deux obstacles. On
observera que le comportement dans la zone d’ombre est assez différent du comportement
dans le reste de la région éloignée des obstacles.

Pour énoncer le résultat, nous munirons R? d’une base orthonormale dont w sera le
premier vecteur, et si € R, (x1,...,24) correspondra aux coordonnées de x dans cette
base.

Dans le corollaire suivant, nous indexerons les ensembles nodaux loin de la région d’in-
teraction (et hors de la zone d’ombre) par un indice k € Z. Les ensembles indexés par k et
k + 1 seront typiquement a une distance I'un de ’autre de 'ordre de h : il est donc naturel
de chercher & décrire ces ensembles nodaux dans la limite |hk| — oo.

Corollaire 7.6. On fait les mémes hypothéses que dans la proposition [7.4]. Soit € > 0. Il
existe alors Re > 0 et, pour tous k € Z et 0 < h < 1, des fonctions fp 1 € C>®(R41;R)

avee frp < frp+1 et lim || frx — hkm||cr =0, telles que
|hk|—o00

{z € R\(B(0; Re) U ZO,,); Fp(z;w) = 0}
={z=(21,...,%q) € RIN(B(0; Re) U ZO,,); 3k € Zyxy = frp(xa, e Tg) }-

Démonstration. Fixons (xa,...,24) € R h €]0,1], et k € Z tel que (hkm,xa, ..., zq) soit
en dehors d’une boule assez grande et de la zone d’ombre.

Pour x1 € [krh; (k + 1)7h], notons r(z1)e?@) .= Ej(x1,2,...,74). Comme |E}| =
Oz|—oo(1), 7(21) ne s’annule pas dés que |z| est assez grand, et donc 6(z1) est bien définie
et continue. En utilisant le fait que |E}| = 0300(1) et [VE]| = 0j3)500(1), on voit que
quand |z| est assez grand, x1 — 0(x1) est strictement croissante sur [krwh; (k4 1)7h], et est
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proche de l'identité au sens C'. En particulier, §; prend une unique fois la valeur /2 sur
cet intervalle, et ne prend jamais la valeur —7/2. On en déduit donc que RE}(+, z2, ..., q)
s’annule une unique fois sur [(k7h; (k + 1)wh], en un point proche de (k + 1/2)7h

Les ensembles nodaux peuvent donc bien étre écrits comme la réunion des graphes
de fonctions, C*° par régularité de RE}, et proches des ensembles nodaux de §RE2 au
sens C° quand on s’éloigne de la région d’interactions. Les tangentes & ces graphes sont
perpendiculaires au gradient de RE},, qui est proche du gradient de RE}, qui est vertical.
Par conséquent, les tangentes sont toutes presque horizontales, et donc les f; , tendent
bien vers zéro quand |hk| — oo. 7 O

lim || f4r—hkm||c2 = 0. Ceci se voit, dans le cas
|hk|—o00
de la diffusion par des obstacles, sur la figure : méme quand on est loin des obstacles,
les lignes modales oscillent rapidement autour de droites verticales.

Remarque 7.7. On n’a en général pas

Une maniere informelle, mais simple, de comprendre ce phénoméne est la suivante :
en un point loin de la région d’interactions, toutes les géodésiques provenant de la région
d’interactions ont des directions trés proches. Ainsi, loin de la zone d’interactions et en
dehors de la zone d’ombre, ¥y, est la somme de cos(w - ), et de nombreuz cosinus donc la
somme des amplitudes est petite, et dont les directions de propagations sont trés proches.

En faisant Uapproximation que les directions sont en fait identiques, la fonction Fy
ressemblera pres de x (avec |x| >> 1) d cos(w - z) + ecos(f - x), ot e ~ 1/|x| << 1, et
0 = x/|z|. L’équation Fy, =0 se réécrit donc cos(x1/h) + ecos(z - 0/h) = 0.

Dans le cas ot 0 est perpendiculaire a w, les solutions de cette équation sont de la forme
x1 = hk + harccos (e cos(x - G/h)).

On donc bien une réunion de graphes de la forme 1 = f(xa,...,24). Quand on dérive
une fois l'une des fonctions, on obtient une quantité de l’ordre de €, mais on obtient une
quantité de l’ordre de €/h quand on dérive une seconde fois, qui ne tend donc pas vers zéro
quand |hk| = h/e — oco.

Une maniére plus rigoureuse, et plus amusante, de montrer que lim || fy —hkm|| o2 #

1
|hk|—o00
0, consiste a calculer Iy i, := th,k |Fp|%, ou Gy, désigne le graphe de fy . On peut alors
écrire Fp . comme dans le théoréme[1.23, et décomposer I comme une somme de termes
diagonauz (dont la somme est strictement positive), et de termes non-diagonaux. Si on avait

lh%:i'm | fnx — hkm|c2 = 0, on pourrait appliquer un argument de phase non-stationnaire
— 00

comme dans le chapitre[6, et montrer que les termes non-diagonauz sont négligeables. On
obtiendrait alors que Ipj, > ¢+ op—0(1), avec ¢ > 0, ce qui contredirait le fait que F), est
nulle sur Gy, .
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FIGURE 7.1 — La partie réelle d’'une onde plane tordue, pour w = m, c’est-a-dire pour
une onde se propageant depuis la droite, et a longueur d’onde 10/(27), soit h = 2 - 7/20.
Cette simulation a été réalisée sous Octave (cf. [EBHWTH]), grace au package p-diff (cf.

[TACA1S]).
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7.3 Domaines nodaux d’une somme d’onde planes tordues

Plusieurs manieres de compter les domaines nodaux

Définition 7.8. Si f € C°(X), les domaines nodaux de f sont les composantes connexes

de {z € X; f(x) # 0}.

Si Q est un ouvert borné, on définit les quantités suivantes :

Nca(f) = 8{ domaines nodauzx de f inclus dans Q}
Nnq(f) = #{ domaines nodaux de f intersectant Q} (7.14)
Nio(f) = #{ domaines nodauz de flo}.

On a toujours
Neca(f) < Naa(f) < Na(f)-

Remarquons que Ncq(f) et Nno(f) sont croissantes par rapport a €2, mais que Nio(f)
ne l'est pas forcément.
Dans la suite, on s’intéressera tout particulierement aux domaines nodaux de Fj(-;w),

111
)

ou plus généralement, pour I fini, a = (a;)ic; € (R\{ONVI, G = (w;)ier € (1" aux

domaines nodaux d’une fonction de la forme

Fu(ha,d) =Y aFu(-,w).

el

7.3.1 Bornes supérieures sur le nombre de domaines nodaux

La premiere des quantités définies dans ([7.14]) peut étre majorée assez facilement. En
effet, pour tout Q@ C X borné et a bord lisse, et pour tous a, &, il existe une constante
C > 0 telle que

C

Nca(Fr(-,a,d)) < i

(7.15)

Pour prouver cette inégalité, il suffit d’utiliser [BM82, Lemme 16] (qui généralise les
résultats de [Ple56] et [PeebT]), qui nous donne une constante co > 0 telle que pour toute
solution de (—h2A — 1)f = 0, chaque domaine nodal de f inclus dans € a un volume
supérieur & coh®.

La troisieme des quantités définies dans est tres difficile a estimer. Elle est a
priori bornée par Ncq(f), plus le nombre d’intersections de l’ensemble nodal de f avec
0f), mais cette borne peut-étre infinie... A notre connaissance, le seul cas ol une borne
supérieure intéressante sur cette quantité soit connue est celui traité dans [JN15] : si X est
une surface hyperbolique convexe cocompacte, si € est le coeur convexe de X, et si w est
générique. On a alors Nig(Ep(-,w) < Ch™2
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Il est naturel de se demander si, pour tout €2 et pour tous a,w, il existe C' > 0 telle que

. C
NﬂQ(Fh(',a,W)) < W (7.16)
Nous n’apporterons qu’une réponse partielle a cette question, sous la forme de la propo-
sitions suivante. Une approche générale pour montrer ((7.16)) est la suivante. Soit ' un
ouvert tel que Q € '; si f € CY(X), notons Ng o/ (f) le nombre de domaines nodaux de

f intersectant a la fois 9Q et 9Q'. On a toujours

Nna(f) < Near + Nao/(f).

On sait majorer le premier terme du membre de droite par (7.15]), pour tout €. Il s’agit
donc de majorer No o/ (f), pour € éventuellement beaucoup plus grand que €.

Proposition 7.9. (i) Soit (X, g) une variété riemannienne de dimension 2 vérifiant l’hy-
potheése et Uhypothése a linfini. Supposons que le flot géodésique (®') vérifie I’hy-
potheése d’hyperbolicité, I’hypotheése concernant la pression topologique. Soit gy, :=
Ey, une fonction propre généralisée de la forme décrite dans I’hypothése ot Eg est
associée o une variété lagrangienne Lo qui vérifie I'hypothése d’invariance ainst que
Uhypothése [3.10,.

(ii) Soit (X, g) une variété riemannienne de dimension 2 a infinis euclidiens vérifiant
U’hypothése . Supposons que le flot géodésique () vérifie 'hypothese d’hyperbolicité,
[’hypothese concernant la pression topologique. I un ensemble fini non vide, a =
(ai)icr € R\{ON!, G = (w;i)icr € (Sl)ul, et soit gn := Fp(-,a,d) comme dans m On

a alors

C
NﬂQ(gh) < ﬁ (7-17)

Démonstration. Comme nous ’avons vu précédemment, il suffit d’estimer le nombre de do-
maines nodaux intersectant a la fois 92 et Q" pour un €’ contenant 2. Deux tels domaines
nodaux sont séparés par une ligne nodale joignant 9Q & 9. Par la borne supérieure dans
et , il ne peut pas y avoir plus de C'/h lignes nodales joignant 9 a 9, et donc
pas plus de C/h éléments dans Ng or(gp). d

Remarque 7.10. La preuve ci-dessus ne fonctionne qu’en dimension 2. Si (X, g) est une
variété euclidienne prés de Uinfini de dimension supérieure a 2, la proposition [7.4] semble
un bon point de départ pour prouver une borne analogue a .

7.3.2 Borne inférieure sur le nombre de domaines nodaux de la somme de
deux ondes planes tordues sur des surfaces génériques de courbure
négative

Avant de prouver théoreme|[1.28], rappelons ce que nous entendons par une perturbation
générique d’une métrique, ainsi que 1’énoncé du théoreme.
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Soit (X, g) une variété riemannienne, et soit 2 C X un ouvert borné. On note Ggq
I’ensemble des métriques lisses sur X qui coincident avec g en dehors de ). Pour tout
k > 2, la distance ||g — ¢ e () entre des éléments de Go n’est pas intrinseque, car on la
définit en utilisant des cartes locales. Néanmoins, la topologie induite par cette distance ne
dépend pas du choix de coordonnées.

Soit P(g’) une propriété pouvant étre vérifiée par une métrique ¢’ sur X. On dira que
P est vérifiée pour une perturbation C*(Q)-générique de g s’il existe un voisinage ouvert
Gy de g dans Gq tel que I'ensemble {¢' € Go; P(¢') est vérifiée} est ouvert et dense dans
Go pour la topologie C*(€).

Rappelons le théoreme [1.28| sur le comptage de domaines nodaux, en se souvenant que
X est comme dans la définition [1.1

Théoréme. Supposons que (X, g) soit une variété euclidienne preés de linfini de dimension
2, de courbure sectionnelle < 0. Supposons que la courbure sectionnelle est strictement
négative sur Xo, et que P(1/2) < 0.

11 existe € > 0 tel que pour tous wo, w1 € S' avec |wy — wi| < € et wy # w1, et pour tout
ouvert non-vide Q C X, le résultat suivant soit vrai. 1l existe un ouvert Oq € Xy tel que
pour une perturbation Ck(OQ)—géném'que g de g, il existe des constantes ¢ > 0 et hg > 0
tels que pour tout 0 < h < hg, on a

Nea(Fr(woig) + Fr(wisg)) > b2 (7.18)

Idée de la preuve

La preuve du théoreme sera essentiellement locale. Grace au théoreme on
sait que localement, E}(-,w) ressemble & une somme d’ondes planes. Ainsi, si zg € 2 et si
1) est une carte locale d’un voisinage de I’origine dans R? vers un voisinage ouvert de z
inclus dans 2 telle que ¥(0) = xg, nous verrons dans I’équation de la section que
l’on peut écrire, pour tout z € B(0, h_1/3) et tout h suffisamment petit

M
Fr(¢(hz),wo)+Fp (¢ (he),wr)) = Z Z {b/g cos (@-kg u, —i—@%h)—i—bg cos (.’Ii'kﬁ’wl‘i‘eé’h)} +R,
n=0 BEBk n

ol kg, = kgw, (x0) = Vayp(xo,w;) pour i = 0,1 et bg = bg(zo) = |an,g(xo,wo)l|, et ot R
est un reste qui peut étre rendu plus petit que toute constante, en prenant M plus grand,
et |wo — wi| plus petit.

Dans la section @, nous donnerons un critére sur les amplitudes bg et les directions
kg, pour qu'une somme d’ondes planes comme ci-dessus possede au moins cr? domaines
nodaux dans une boule de rayon r, pour un ¢ > 0. Ces domaines nodaux seront stables par
petites perturbations, de sorte que I’on pourra négliger le reste R.

Pour s’assurer que le critere de la section [7.4] soit vérifié, il nous faudra faire une
perturbation générique de la métrique. Apres cette perturbation, on peut appliquer le
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théoréme de la section pour déduire que Fp(-,wp) + Fp(-,w1)) possede au moins
ch~2/3 domaines nodaux dans B(zg, h*/3).

Le critere du théoreme est stable par petites perturbations. Ainsi, si on prend un
point x; assez proche de g, les vecteurs et les amplitudes kg, (z1) et bg(x1) vérifieront
encore le critere du théoréme de sorte que F,(-,wo) + Fx(-,w;)) aura au moins ch~2/3
domaines nodaux dans un voisinage de z; de rayon h?/3.

En recouvrant un petit voisinage de zg, de taille indépendante de h, par ¢h~%4/3 boules
de rayon h%/3, et en disant que dans chaque boule, on a ch?/3 domaines nodaux, on obtient

bien le résultat.

Optimalité du théoréme ?

L’ingrédient principal de la preuve est la proposition Notre preuve de cette pro-
position ne fonctionne qu’en dimension 2, et nous ne savons pas s’il est possible de la
généraliser en dimension plus grande. Si ceci était possible, le résultat du théoreme [1.28
serait également vrai en dimension plus grande.

Le fait que ne soit vrai que pour une perturbation générique de la métrique est
sans doute un artefact de la preuve, mais nous ne savons pas prouver le résultat pour toute
métrique g vérifiant les hypotheses du théoreme. En revanche, pour que soit vérifiée,
il est bien indispensable de prendre la somme d’au moins deux ondes planes : nous avons
vu dans le corollaire que Fj(-,w) n’avait aucun domaine nodal compact suffisamment
loin de la région d’interactions, en dehors de la zone d’ombre. La morale de ce théoreme
pourrait donc étre <« pour voir quelque chose d’intéressant, il faut voir double >, et le
théoreme pourrait étre appelé < théoréme de 'ivrogne >.

7.4 Un critere pour qu’une somme finie d’onde planes sature
la borne de Courant

7.4.1 Enoncé du critere
Domaines nodaux

Nous aurons besoin d’une définition plus précise des domaines nodaux, tenant compte
de leur stabilité par petites perturbations.

Définition 7.11. Soit Q@ C R?, et f € C9(Q). Soient N € N, z1,...,xx € R? et € > 0.
On dira que x1,...,xN appartiennent a des domaines nodaux compacts et e-stables de f
différents si pour tout g € CO(R?) telle que |g|lco < €, et pour tout i,j = 1,....N, x;
appartient a une composante connexe compacte de {x € Q;f + g # 0}, et si x; et T
n’appartiennent pas a la méme composante connexe de {x € Q; f + g # 0}.

Si ceci est vrai pour un choir de x1,...,xn, on dira que f a au moins N domaines
nodaux compacts et e-stables. On dira que f a N domaines nodauzr compacts et e-stables
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st f a au moins N domaines nodauzr compacts et e-stables mais n’a pas au moins N + 1
domaines nodaux compacts et e-stables.

Si f € C°(R?), on notera
Ny.o(R) = #{ domaines nodaux compacts et € — stables de f dans B(0,R)}.  (7.19)

Remarquons que R +— Ny (R) est une fonction croissante.
Nous allons nous intéresser aux domaines nodaux compacts d’une fonction de la forme

E a; cos(k; - x + 0;). (7.20)
el
Le théoréme [L.15 ci-dessous nous donne une borne inférieure sur le nombre de do-
maines nodaux d’une telle fonction, sous certaines hypotheses sur les directions k; et sur
les amplitudes a;, que nous allons maintenant décrire.

e-indépendance

Définition 7.12. Soient ki, ..., k, € R?, et soit e, T > 0. On dira que ky, ..., k, sont (e, T)-
indépendants s’il existe u € St tel que pour tous 0,0 € T", il existe t(0,0') € [0,T) tel que

(9 otk -ty e o - u)) mod 1 € B(¢,e). (7.21)

Nous dirons parfois que ki, ..., k, sont e-indépendants s’il existe T > 0 tel que k1, ..., kn
sont (e,T)-indépendants.

Remarquons que si une famille k est (e,7')-indépendante, toute sous-famille non vide
de k est aussi (¢, T)-indépendante.

Pour tout € > 0, il existe c¢(e) > 0 tel que le fait qu’une famille de vecteurs ki, ..., k,, € R?
soit e-indépendante est équivalent au fait qu’il existe un u € S! tel que

Vpi,...,pn € Z, (szkz e 0) = <Vi, |pi| = 0) ou (Eli, |ki| > c(e)). (7.22)

Nous renvoyons le lecteur & [BBB03, §4] pour une preuve de ce fait, et pour une borne
sur c(e).

Ainsi, par la contraposée de , I’ensemble des vecteurs qui ne sont pas e-indépendants
sont dans la réunion d’un nombre fini de noyau de formes linéaires non nulles. Par conséquent,
une application du théoreme de Baire nous donne la remarque suivante.

Remarque 7.13. Pour tous ki, ..., ky € R%, pour tous e, 6 > 0, l'ensemble des (k}, ..., ki) €
RN tels que (k1 + K, ....kn + KYy) est e-indépendante et |kl| < § pour tout i =1,...,N est
ouvert et dense dans B(0,6) C RNY,
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De plus, si la famille (ki,...,ky) est e-indépendante pour un n' < N, alors l’en-
semble des (ki ;.- k) € RWN=4 tels que (K1, ..., kn', knig1 + Klyyqs by + Ey) est
e-indépendante et |ki| < § pour tout i = n' +1,...,N est ouvert et dense dans B(0,5) C
R(N—n’)d‘

e-non-domination

Nous allons demander que parmi les a;, il n’y ait pas une famille d’amplitude qui domine
toutes les autres, au sens de la définition suivante.

Définition 7.14. Soit € > 0 et soit (a;);c; une famille finie ou dénombrable de nombres
réels. On dira que (a;)ic; est e-non-dominée s%il existe (u;)ie; € {—1,1} tel que

‘ Zuiai

el

<e.

Par exemple, c’est un exercice standard de montrer que si I = N et a; — 0 mais
Y icn @il = 400, alors (a;) est e-non-dominée pour tout € > 0.

Si les (a;)ier peuvent étre regroupés par paires a;,a;y avec |a;| = |ay|, alors la famille
sera e-non-dominée pour tout € > 0. C’est dans cette situation que nous serons dans la
section suivante, mais nous préférons énoncer notre critere sous la forme la plus générale
possible.

Enoncé du criteére

Soit k = (k;)ic; une famille de vecteurs de S! C R? indexée par un ensemble fini I, et
soit a = (a;);er un ensemble de nombres réels positifs indexé par I, tels que >, a;|* = 1.
On définit la mesure

Hk,a = Z |al|2(5kz + 5—]%)?
i€l
qui est une mesure de probabilité sur S', symétrique par rapport & lorigine.
Si @ = (6;)icr est une famille de nombres réels, on pose

fako(x) = Z a; cos(k; - = + 6;).

el
Rappelons que la quantité Ny (r) a été définie dans ([7.19)).

Théoréme 7.15. Soient I, k, a et @ comme ci-dessus. Supposons que la mesure iy o sur
S! ait au moins 6 points dans son support.

Alors il existe des constantes strictement positives Ry, €o, €1, €2, €3 et ¢ dépendant uni-
quement de sup;cra;, des 6 points contenus dans le support de p et de leurs amplitudes,
telles que le résultat suivant soit vrai.
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Supposons que les vecteurs (k;)ier soient eg-indépendants. Supposons de plus qu’il existe
une partition de S* = |_|{4:1 S; en des ensembles disjoints de diameétres inférieurs a €1, telle
que pour tout | =1,..., L, 'ensemble {a;;i € I et k; € S;} est ea non-dominé.

Alors pour tout r > Ry, on a

Nfa,k,97€3/2 (r) > er?.

Remarque 7.16. Ce résultat est stable par petites perturbations de a et k au sens suivant.
Supposons que I, k, a et @ vérifient les hypotheses du théoréeme. Alors il existe ¢4 > 0 tel
que, si a’ et k' et 0" sont tels que |a—a’| < ¢4 et |k’ — k| < ¢4, alors

2.

N O

Nf;/7k/79»€3 (T’) Z

7.4.2 Preuve du théoréeme [7.15]

La preuve repose essentiellement sur la proposition suivante, que nous prouverons dans
la section suivante.

Proposition 7.17. Il existe €5 > 0 tel que le résultat suivant soit vrai. Soient ki, ko, k3 €
St, (es, T)-indépendants. Alors il existe Ro,eq > 0 tel que pour tout N € N et pour tous

1y Ky € SY, il existe un ouwvert Q C R3™N tel que pour tous (a1, az,as,d},...,ay) € Q,
et (¢1, d2, @3, @)y oy D) € RN la fonction

3 N
f(z) = Z ajcos(kj - x + ¢j) + Z a’; cos(k; -z + ¢7) (7.23)
o =1

posséde un domaine nodal compact €4-stable dans B(0,T + Ry).

Remarque 7.18. Cette proposition implique que si ji est une mesure symétrique sur S
ayant au moins 6 points dans son support, alors la constante de Nazarov-Sodin de u, comme
définie dans [KW1J5|] est strictement positive.

Remarque 7.19. L’ensemble Q C R3™N donné par la proposition est presque conique, au
sens suivant. Si (a1,az,a3,4a},...,dy) € Q, alors st A > 0, la fonction

3 N
Z Aajcos(kj -z + ¢;) + Z Aa’; cos(kj - x + )
j=1 j=1
posséde un domaine nodal compact \ey-stable dans B(0,T + Ry).

Expliquons de maniere informelle I'idée de la preuve du théoréme [7.15] & partir de la
proposition [7.17}
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On veut considérer la fonction faxe(x +vy) = fa(y) = > ascos(k; -« + ki -y + 6;),
en voyant y comme une variable, et x comme un parametre. Pour montrer que f a au
moins cr? domaines nodaux dans B(O,r), on va montrer que pour tout point zo, il existe
un parametre x proche de xg, tel que f, a au moins un domaine nodal compact. En
recouvrant B(O,r) par er? boules centrées autour de différents 2o pour un ¢ > 0, on aura
bien le résultat.

La proposition |[7.17| nous dit en gros que si on considere une somme d’ondes planes
avec des amplitudes aléatoires indépendantes, on aura un domaine nodal compact avec
probabilité > 0.

A priori, on n’a pas d’amplitudes aléatoires, mais I’hypothese d’e-indépendance entre
les directions de propagation k; nous dit en gros que 1’on peut considérer les k; - © comme
des phases aléatoires indépendantes. Pour passer de phases aléatoires ¢; a des amplitudes
aléatoires, on veut utiliser I’astuce suivante :

cos(ki -y + ¢i) + cos(ky -y + ¢ir) = QCOS(@) cos(

L P AT
2 2

Le facteur QCOS(@) peut alors étre vu comme une amplitude aléatoire. L’équation
(7.24) permet donc de passer d’'une somme de deux ondes planes ayant des phases aléatoires
indépendantes et ayant la méme amplitude a une onde plane ayant une amplitude aléatoire.

Pour appliquer cette astuce et ramener la fonction f,(y) dans le cadre de la proposition
il faut donc que les amplitudes qui interviennent soient deux a deux égales. C’est
I’hypothese d’e-non-domination qui nous assure que l'on est presque dans cette situation,

et qui permet de prouver le théoreme.

Preuve que la proposition[7.17 implique le théoréme[7.15. Soit €1 > 0, et considérons une
partition de S! = U1L:1 S; en des ensembles disjoints de diametres inférieurs a €;. Notons
I; C I le sous-ensemble des indices tels que k; € 5;. Pour chaque [, on fize un i; tel que
kil € 5.

Par hypothese sur p = piy a, quitte a prendre €; plus petit, on peut supposer qu’il existe
3 ensembles S, , Sy, , Si; tels que Sp, N (—Sl;) = () pour tous j,j" € {1,2,3}, et tels que 'on
ait

p(Sy;) > 0. (7.25)
Prenons z,y € R%. On a

fle+y) = aicos(k; -y + bi(x)),
icl

91(:17) = ki - T+ 91

Pour chaque | =1, ..., L, écrivons

fiz) = Zai cos(k; -« + 6;).

€1}

136



7.4 Un critére pour qu’une somme finie d’onde planes sature la borne de Courant

Par conséquent, si =,y € R?, on a

fllx+y) = aicos(ki-y+0i(x) =Y ai(cos(ki -y + 0i(x)) + O|yler)).

i€l; 1€1]

Utilisons la non-domination Supposons maintenant que l’ensemble {a;;i € I;} est
€s-non-dominé pour un e; > 0.
On peut alors trouver une partition de I; en deux sous-ensembles J; et J'; tels que

Z a; = Z a; + ry, (7.26)

1€J] ieJ;
ou |ry| < ea.

Lemme 7.20. L’équation implique qu’il est possible de construire p; € N pour
chaque i € I} et des poids 1, ..., t,, tels que les assertions suivantes soient vérifiées, ot l'on
note Jy:={(i,5);i € J; et j<pi}, et Jy:={(,5');i €T etj <py}.

— Pour touti € I, 320, t; =1.

— Il existe une bijection 7 : (i,7) — (i'(4,7),7'(i,7)) entre J; et J'; telle que

t a; = ti.l (1’])

)
J g’(i,])ai'(i’]’) + Ty

Y. Ihl<n<e

(i.1)€:
— L’ensemble J; a un cardinal inférieur ou égal a |Ij].

Ce lemme, un peu technique a énoncer, nous dit simplement qu’il est possible de casser
le membre de droite et le membre de gauche dans (|7.26]) en petits morceaux, de sorte qu’il
n’y ait pas plus de |[;| morceaux a droite et a gauche de 1’équation, et qu’a chaque morceau
de droite corresponde un morceau a gauche qui a presque la méme amplitude.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur |[;|. Si l’ensemble est de cardinal 2, le
résultat est évident en prenant p; = 1, t’i = 1 pour les deux éléments 1.

Supposons que |[;| a au moins trois éléments. Alors il existe au moins un élément
minimal parmi les a;, pour ¢ € I;, que nous noterons a;,. On peut supposer sans perte de
généralité que 7o € J;. Prenons n’importe que i € J';. peut se réécrire comme

Z a; = Z ai+(1—Z?)ai6—|—m.

ieJ\{io} i€\ {ip} 0

En appliquant 'hypothese de récurrence a cette nouvelle équation qui contient un terme
de moins, on peut déduire le lemme. O
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On a donc
flaty)= Y tiai(cos(ky -y +0i(x)) + O(lyler))
(i,§)€T,
+ Y thap(cos(ky, -y +0u(2)) + O(lyler))
("5’
= Z {té-ai(cos(kil 'y—|—9i(:v))—|—0(|y|el))
(ihj)ejl

o thag(cos(ki, -y + 0.y (@) + Ollylen)) | + iz, )

. 9133‘ —91‘/1‘]‘ T
= Z Qt;-ai[cos( () (’)( ))

. 2
(17])€Jl

2

x cos (ki -y + )+ 0(|y\61)} + iz, y)

ot |ri(z,y)| < e2 pour tous z,y € RZ

Des vecteurs indépendants aux amplitudes indépendantes

Comme on suppose que les vecteurs (k;);er sont (eo, Tp)-indépendants pour un 7y > 0,
alors pour tout ¥; € TH! et tout 2y € R2, il existe = € B(xg,Tp) tel que pour tout i € I,

|0i(z) — 3| < eo.
Comme on a |Jj| < |Ij], ceci signifie que les phases
moins de e n’importe quel ¢; € T en bougeant = dans B(xg, Tp).
En particulier, pour tout zg € R? et pour toute suite (b(i j))(

0;(x)—0.1, .
M peuvent appI‘OCheI' de

el 7 avec |bg | <

3|t a;|, on peut trouver x € B(xo,Tp) tel que pour tout (i,7) € J, Jj, on a

—)

- 225;- a; cos

‘b(i,j) ‘ < 26[)7flaZ < Cyeg,

avec Cp:= max _ 275;(12-.
(e,5)eU; Ji

Appliquons la proposition [7.17]

Pour chaque z € R?, posons

L ' bil@) = briip (@ 0:i(x) + 015, j)(x
=3 > [2thaicos( (@) = Biri) ))]COS(IWer (@) + iy (w)

N 2 2
=1 (i,5)ed;

On veut appliquer la proposition a la fonction f.
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Gréce a 1) pour chaque Sy, Si,, Si,, on peut trouver (i,j) € jl]. tel que téai £ 0.
Ces 3 termes dans la définition de f, correspondront aux 3 premiers termes dans ((7.23)),
tandis que les autres termes dans f, correspondrons aux termes restants dans ((7.23)).

; 0i(x)—0,(; ;
On veut s’assurer que les amplitudes [275;-% cos (M)

} sont dans l'ouvert €2
décrit dans la proposition Grace au paragraphe précédent, on sait que, si on prend ¢
suffisamment petit, on peut toujours trouver z € B(xg, Tp) tel que ceci soit vrai.

On obtient que la fonction f; a un domaine nodal compact et e4-stable dans B(0,T +
Ry).

Comme on a
|fe(y) = faxo(@ + )| < e2+ O(lyler),

on obtient que si on prend €1, €3 et €3 assez petits, alors f, k¢ possede un domaine nodal
e3- stable dans B(x,T + Ry), et donc un domaine nodal es-stable dans B(xg, T + Ry + 1)
pour tout zg. On peut alors trouver ¢ > 0 tel qu’il y ait cR? boules disjointes de rayon
T + Ry + Tp dans B(0, R) pour R assez grand. Comme chacune de ces boules contient un
domaine nodal e3-stable pour f, kg, le théoréme s’ensuit. ]

7.4.3 Preuve de la proposition |7.17|

Soit k = (k1, ko, k3) € (Sl)g tel que pour tous 1 <, j'j <3, j # j/, on ait k; # +kjr.
Pour toute famille a = (a1, as, a3) € R?, notons

3
Ja(z) = Zai cos(k; - ).
i=1

La preuve de la proposition [7.17| repose sur le lemme suivant :

Lemme 7.21. I existe €5, Ry > 0 et un ouvert Q C R3 tel que pour tout a € Qy, 0

appartient a un domaine nodal compact eg-stable de g, et ce domaine nodal est inclus
dans B(0, Rp).

Remarquons que ’ensemble ) est presque un cone, au sens ou si a € et si A €
R\{0}, alors zéro appartient a un domaine nodal compact (|A|eg)-stable de gya.

Preuve que le lemme implique la proposition[7.17. Supposons que lesk = (k1,...,k3) €
(Sl)?’ soient (€5, T')-indépendants, pour un €5 que 'on fixera plus tard.

Soit (¢1, ..., ¢3) € R3. On peut trouver = € B(0,T) tel que pour tout j € {1,2,3}, on a
|kj -2+ ¢;] < es5. On a donc pour tout j € {1,2,3} et pour tout y € R? :

‘ cos (k:j (z+y)+ d)j) — cos (kj : y)‘ < Ces,
pour une constante universelle C' > 0.
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=3 =

FIGURE 7.2 — Le signe de la fonction f(z,y) = a1 cos(z) + az cos(y), avec |az| légerement
supérieur a |ai|. f est positive dans la région en gris, et négative dans la région en blanc.
On veut ajouter un troisiéme cosinus qui soit positif en A et en C, et négatif (ou du moins,
pas trop positif) en B et en D, afin de < refermer > le domaine nodal contenant ’origine.

En particulier, si on prend des coefficients a1,a2,a3 € Q comme dans le lemme
et si e5 est choisi suffisamment petit pour que Cessup;_; o3 la;| < 5, on voit que
> _j—1ajcos(k; -z + ¢;) a un domaine nodal compact (eg/2)-stable dans B(0, Ry + T').

Maintenant, si N € N, il nous faut seulement imposer que pour tout j =1,..., N, on a
\a;| < 4% pour nous assurer que la fonction

3 N
Z ajcos(kj -z + ¢;) + Z a’; cos(k} -z + ¢7)
j=1 J=1

a un domaine nodal compact et §-stable compact dans B(0, T+ Ry). Ceci conclut la preuve
de la proposition. O

Avant de donner la preuve du lemme|[7.21] expliquons-la de fagon informelle. Considérons
la somme de deux cosinus a; cos(k; - ) 4+ ag cos(ka - ). Celle-ci n’aura jamais de domaine
nodal compact si |a1| # |az|. Cependant, si |ai| et |az| sont suffisamment proches I'un de
I’autre, les domaines nodaux sont tres fins en certains endroits, comme on le voit dans la
figure [7.4.3] En ajoutant un troisiéme cosinus de fagon précise, il est possible de faire chan-
ger de signe la fonction a I’endroit ou les domaines nodaux sont fins, et ainsi de <« fermer
> un domaine nodal autour de 'origine.

Preuve du lemme[7.21. On a par hypothése trois nombres réels non-nuls A, u, v tels que
Ak1 + pke 4+ vks = 0. En divisant cette égalité par le coefficient de plus grand module, et
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en échangeant éventuellement les vecteurs, on peut supposer que

ks = )\//{?1 + ,U,/kg,

ot [N| < 1, || < 1.
De plus, on doit avoir
(INT=1/2) # (1/2 — |1]). (7.27)
En effet, 8'il y avait égalité dans (7.27)), alors on aurait |Nki| + |p'ka| = |N| + || =1 =
|ks| = |Nk1 + ks, ce qui impliquerait que k1 et k2 sont colinéaires.

En particulier, on a cos(p/m) # —cos(Nw). Sans perte de généralité, on peut donc
supposer que

Si cos(u'm) et cos(\N'm) ne sont pas de méme signe, alors |cos(\'7)| < |cos(p/'m)|. (7.28)

Toujours sans perte de généralité, on supposera toujours que aj > 0.

Etape 1 : comprendre la somme de deux cosinus A partir de maintenant, on
supposera que
a; —e<ag <aj,

ol € << 1 sera déterminé par la suite.
Nous noterons Sy := {x € R%;z-k; = +7m et - ko € [-m;7]}. Siz € Sy, 0n a

Gay,a0,0() = —a1 + agcos(ky - x) < —e < 0.
De plus, on a pour x € Sq,
Gay,a0,0(x) = —a1 + az(1l — (ko - :E)2/2 + o((ks - x)g) < —e— (ky- ZL')2 + o((ks - x)2) (7.29)

On en déduit que pour tout A > 0, il existe c4 > 0 indépendant de € et un €4 > 0 tel
que pour tout 0 < € < g4 et pour tout x € S, on a :

|z - ka| > cave = gay.a0,0(2) < —Ae. (7.30)

Considérons ensuite 'ensemble Sy := {x € R? tel que « - ko = +7 et tel que z - k; €
[—m; 7]} Six € Sy, on a

Gay,a0,0(x) = ajcos(ky - z) —ag < e.

De plus, comme précédemment, on voit que pour tout B > 0, il existe un cg > 0
indépendant de € et un e > 0 tels que pour tout 0 < € < ep, et pour tout = € Sy, on a

|z - k1| > cgvVE = Gay ap.0(x) < —Be. (7.31)
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Etape 2 : ajouter un troisieme cosinus On considere maintenant une fonction gq, ay,a5-
Du moment que |a3| < 2|ai| —¢€, on & gg; a9,a5(0) > 0. Trouvons des conditions sur a3 qui
garantissent que go, a,,a5() < 0 si z € S1 U Sy, ce qui montrera que gy, 40,05 @ Uun domaine
nodal compact.

Soit = € Sy tel que |z - ky| < /% On a alors ky -z = Nki -z + pl'ky -z = N7+ O(e!/*).
Par conséquent, on a

|z - k| < e/t = cos(ks - ) = cos(|N|m) + O(e/%). (7.32)
De méme, pour tout x € Sy, on a
|- k1| < eY* = cos(ks - ) = cos(u'T) + O(e'/4). (7.33)

Supposons tout d’abord que cos(N'7) et cos(p/7) ont le méme signe.
Cela signifie que |X|, |¢/| > 1/2, de sorte que le signe de cos(\'m) doit étre négatif. On

peut prendre
2e 2e

~ min(| cos(N7)|, | cos(/m)])” | cos(Nm)|)

asz € [ —€
Si ag est choisi ainsi, alors on a gg, a,,45(0) > 0 du moment que ¢ est assez petit. Prenons
A =B =2+2/min(|cos(N7)|, | cos(p/'n)|),

et c4, cp comme ci-dessus. Comme |ag| < Ae, Be, on déduit de que pour tout x € Sy
tel que |z - k2| > cav/E, on a g, 49,05(2) < 0. De méme, on déduit de que pour tout
x € Sy tel que |z - k1| > cpy/E, on a gay ay.05(2) < 0.

Par conséquent, si z € Sy est tel que |z - ka| < cav/e, ou si x € Sy est tel que |z - ka| <
cp+/€ alors on a par et par que ag cos(ks - x) < —2¢. Du coup, g, a,a5(x) <0
pour tout x € S; U Sy. Par conséquent, g, a,,0; @ un domaine nodal compact qui est
eg-stable pour eg assez petit, et qui appartient a B(0, Ryg) pour Ry assez grand.

En fin de compte, on a montré que ¢4, 4,,04; @ Un domaine nodal compact et eg-stable
inclus dans B(0, Ry) pour tout (a1, a2, as) tels que a; —az € (0,e0) et

az € (—(a1 — az) — (a1 — az)/c; —(a1 — az)/c),

pour un c¢ dépendant ki, ko, k3. Ceci est un ensemble ouvert non-vide, ce qui prouve le
lemme.
Supposons que cos(N'7) et cos(u/7) sont de signes opposés.
Alors implique que | cos(N'7)| < | cos(y/7)|. En particulier, on a | cos(u/nm)| # 0.
Prenons

—sgn(cos(u'm))e —sgn(cos(u/m))e ] .

e [1/3! cos(|p'|m))[ + 2/3| cos(Am)|" 2/3| cos(|p/|m))| +1/3] cos(Ar)]
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Si ag est choisi ainsi, alors on a gg; 4,45 (0) > 0 du moment que € est assez petit. Prenons
A= B =1/|cos(\Nn)|,

et ca, cg comme ci-dessus. Comme |as| < Ae, Be, on voit grace a que pour tout
x € Sy tel que |z - ka| > cav/e, on a gy a0,a5(x) < 0. De méme, par , on a que pour
tout x € Sy tel que |z - k1| > cpv/E, on a ga, ay,05(2) < 0.

Maintenant, si x € Sy est tel que |x - ko| < c44/€, on a par que

< el cos(|N'm)|
= 1/3|cos(|p'|m))| + 2/3| cos(N'm))|

+ o(e).

0 < agcos(ks - )

| cos(| N/ )] L1
Comme 730 ) |72 3 cos V)] < 1, on déduit de (7.29)) que g4, 49,05 < 0 sur Si.

Six € Sy est tel que |z - k2| < cpy/e on a par (7.33)) que

e cos(|u'm)
ascos(ks - x)| > + o(e).
lascosths 0| 2 ol costT ) + 1/3Teos(om)] 0
Comme 2/3‘COS(|J,C|?TS)()||if}g|COS(M)‘ > 1, on déduit de (7.33) que ga; as,a5 < 0 00 So.

Par conséquent, gq; a,,05(x) < 0 pour tout € S1 U Ss. Du coup, gq, 40,05 @ un domaine
nodal compact, qui est eg-stable pour €4 assez petit, et est contenu dans B(0, Rg) pour Ry
assez grand.

En fin de compte, on a montré que ¢4, 4,053 @ un domaine nodal compact pour tous
(a1,a2,a3) tels que a1 —az € (0,e¢) et a3 € ((a1 — a2)/c; —(a1 — ag)/c’) pour des ¢, ne
dépendant que de k1, ko, k3. Ceci est un ensemble non vide, ce qui prouve le lemme. ]

7.5 Preuve du théoréme [1.28

Démonstration. Prenons une fonction x € C°(X) valant un sur . A partir de maintenant,
on fixe un xy € Q, et on consideére une carte locale 1) d’un voisinage de l'origine dans R?
vers un voisinage ouvert de xg inclus dans 2. Pour tout n > 0, le théoréeme[3.41} nous donne
un M, > 0 tel que pour tout h > 0 suffisamment petit, on a pour tout = € B(0, h_1/3)

My |
Eh(¢(h$), w) - Z Z (a%(xO; UJ) + O(|l‘|h))6%5‘75(xOW)‘Hvzgs@g(xo;w).m+0(|x‘2h) n Rn
n=0 ﬁeBlC,n
My, ‘
= Z Z ag,(xo;w)e%%(xo;w)—i-ivzogaﬁ(xo;w).x + Rm
n=0 BBk n,

ou [[Byllco(po,n-1/3) < 1-
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Ecrivons Fj,(z) := R(Ep(x,wo)) + R(Ep(x,w;)). Comme w ag(xo;w) est continue
pour chaque 3, on en déduit qu’il existe un €, > 0 tel que si |wyp — wi| < €,, on a pour
z € B(0,h~1/3)

M, _
Fh<w(h1‘)) _ Z Z %[a%(.ﬁo; w())e%golg(xo;wo)JrinOsog(xo;wo)-x
n=0 BGB’C,R

+ a%(xo; wl)e%%(%?wl)ﬁvwo%06(109“’1)'“3} + 2R,

M’fl
- Z Z R [a% (ZEO; WO) (Q%L‘Dﬂ(xo;wO)"'ivmo wg(xoswo)-
n=0 /BEB)C,n

+ e%w;a(xo;wl)ﬂvzosoﬁ(xo;wl)‘w)} + R;W

oll ||R;7H00(B(o p-1/3y < 3n. La valeur de n > 0 sera fixée a la fin de la preuve.
On peut réécrire ceci de maniere plus condensée comme

My,

Fy(¢(he)) = Z Z [bﬁ cos (z - kg, + 9%7,1) +bgcos (z- kg, + Hé,h)] + Ry (x). (7.34)
n=0 3By

Ici, on a kg, = kg, (T0) = Vaop(zo,w;) pour i = 0,1 et bg = bg(xo) = |an,g(xo,wo)|.

Remarque 7.22. Si O € X est un ouvert, et si g' est une perturbation suffisamment petite
de g au sens C*(O), alors la variété (X,g') vérifiera encore les hypothéses du théoréme
et on aura une expression similaire pour Fp(iy(hx)) sur (X,g'). De plus, tous les
objets apparaissant dans la décomposition dépendent continument de la métrique.
Quand nous voudrons insister sur la dépendance en la métrique des objets, et surtout des
directions de propagation, nous écrirons kg, (¢').

On veut appliquer le théoréme [7.15] & la fonction

My

G(z) = Ggy(z) == Z Z [bg cos (- kg, + 9%7;1) + bgcos (z - kg, + 0}37}1)}. (7.35)
n=0 ﬁEB}C,n

La premiere des hypotheéses du théoreme [7.15] est qu’il y ait au moins six différents
kg avec des amplitudes non-nulles. On déduit du corollaire que les kg, prennent
des valeurs différentes pour les différents 5. De plus, on a pa qu’une infinité des
amplitudes bg sont non nulles. On peut donc trouver une constante ¢y > 0 et six indices
Bi, 1 =1,...,6 tels que bg, > co.

Dans le théoreme les constantes Rg et €3 dépendent seulement du supremum des
amplitudes, et des positions et amplitudes des six points sus-mentionnés. En particulier, si
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P1

P2

FIGURE 7.3 — La courbe en rouge allant de p; a p2 est une géodésique pour la métrique g.
En perturbant la métrique dans O, on obtient une géodésique allant de p; a ph.

on peut montrer que les deux autres hypothéses du théoréme [7.15] sont satisfaites pour des
métriques ¢’ dans un voisinage de g, alors R et €3 dépendront contintiment de ¢'.

On peut prendre N assez grand, et hg assez petit pour que pour tout h < hg et tout
g€ O, ona

|1Bh + Rellcopop-1/3) < 5 - (7.36)

Remarquons que la condition d’e;-non-domination est toujours vérifiée des que € est
choisi assez petit, car les amplitudes devant les cosinus sont égales deux a deux pour des
directions de propagations proches.

Pour nous assurer que la condition d’ep-indépendance est vérifiée, il nous faut perturber
la métrique d’une maniere générique.

Perturbation locale de la métrique

Le lemme suivant peut étre déduit de la proposition 5 dans [Rifl12]. Remarquons qu'il
est vrai en toute dimension. La figure illustre ’énoncé du lemme.

Lemme 7.23. Soit O C X un petit ouvert. Fizons une distance dg+x sur S*X, et une
distance dgok (o) induisant la topologie CF entre les métriques dans Go.

Soient p1, p2 € S*X tels que mx(p1), mx(p2) € 00, x(p1) # 7x(p2). On suppose qu’il
existe T € R avec @Z(pl) = p2, el Tx (@Z(pl)) € O pour tout t € (0,T). Alors il existe
€o > 0 tel que le résultat suivant soit vrai.

Soit phy € S*X avec Tx (py € 00) tel que dg«x(p2, ph) = € < €g. Alors il existe ¢’ € Go
avec ||g — g'llcr 0y = 0e—0(1) et T" > 0 tel que ‘I’Z//(Pl) =ph et Tx (@g/(pl)) € O pour tout
te (0,7).
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Définition 7.24. On dira que la propriété P(g', e, wo, w1, N) est vérifiée s’il existe T > 0
tel que la famille {kg ., (¢'); B € Bxn,n < N,i=0,1} est (¢, T)-indépendante.

Lemme 7.25. Il existe un ouvert O € Xg tel que pour tous € > 0, wo,w; € S' et N € N,
P(x,q',€,wo, w1, N) est vraie pour une perturbation générique g’ de g dans O dans toute
topologie C*(O) pour un k > 2.

Démonstration. Rappelons que sil’on note A, = {(z,w),z ¢ Xo}, alors kg ,(g) est la direc-
tion au temps n de I'unique trajectoire provenant de A, a I'instant initial, qui est en ¢ au
temps n, et qui était dans V3, aux temps k pour k& < n— 1. Par conséquent, kg, (g) dépend
continfiment de ¢ dans la topologie C*(Q) pour tout k > 2, et donc P(z, ¢, €,wp, w1, N)
est vrai pour ¢’ dans un petit voisinage de g par la remarque Montrons maintenant
que cet ouvert est dense.

Remarquons que, si X est euclidienne pres de l'infini, alors pour tout zg € X et pour
tout w € S, il existe au plus une trajectoire partant de A, et passant par xo sans passer
par Xp, qui est une ligne droite.

xg et w étant fixé, on peut trouver un ouvert O € Xy tel qu’il existe au plus une trajec-
toire partant de A, et passant par zy sans passer par Xg. O étant ouvert, cette propriété
restera vraie si on perturbe légeérement la métrique, et si on prend un ' suffisamment
proche de w. Si une telle trajectoire existe, alors elle correspond & 5 = (0, ...,0).

Pour chaque w;, i = 0,1 et chaque 8 € By # (0, ...,0), & < N, prenons un petit ouvert
0., C O tel que

Dsif #Bouis#j

t>0;7x (P Hao, kg o)) € OF,, } =
{t >0 ;7mx (27 (w0, kpr ;) Bt {]tl,tz[avech<t2515/:ﬁetizj-

Il est toujours possible de trouver de tels ouverts, car les trajectoires que I'on considere
sont en nombre fini, et toutes disjointes.
Soit k£ un vecteur suffisamment proche de kg, , de sorte que

{t >0 ;WX(Q)_t(xm kﬂ,wi)) S Olﬁ,wi} :]tllaté[# @

On a en particulier que ®% (z, k) est proche de ®" (g, kg)-
Par le lemme on sait qu’il est possible de perturber la métrique dans Oj . de
sorte que la trajectoire de (@Z,) commencant en (P, (zo, k) sorte de 5*0j . dans le

futur en <I>g_t,1 (20, k).

En perturbant la métrique de la sorte, on peut donc modifier légerement kg, comme
on le souhaite, sans modifier les autres directions kg ;.

Comme d’autre part, pour 8 = (0, ...,0), la famille (kg , kg w, ) est e-indépendante pour
tout € des que 'on prend wg et wy suffisamment proches, on en déduit par la remarque
7.13] que I'ensemble des métriques ¢’ telles que P(x,¢’, €, wo,wr, N) est vérifiée est dense
dans un voisinage de g. O
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7.5 Preuve du théoréme

Fin de la preuve du théoreme

Pour une perturbation Ck(O)—générique de g, on peut appliquer le théoreme ala
fonction G, dans . On obtient qu’il existe ¢ > 0 tel que pour r assez grand, cette
fonction a au moins cr? domaines nodaux qui sont e3-stables. En prenant n < e3/6, le
reste dans (7.34) peut étre rendu plus petit que €3/2, on en déduit que R(E(-,wo;4")) +
R(En(-,wi;¢')) a au moins ch~2/3 domaines nodaux contenus dans une boule de rayon h?/3
autour de xg.

Comme les kg, (o) et bg(xp) dépendent de fagon continue de xg, on peut utiliser la
remarquepour trouver €5 > 0 est assez petit, de sorte que pour tout x; € B(xg, €5), G,
posseéde au moins cr? /2 domaines nodaux qui sont S-stables, et donc que R(Ep (-, wo; 9")) +
R(En(-,wi;¢')) a au moins ch~2/3 domaines nodaux contenus dans une boule de rayon h?/3
autour de x7.

On peut trouver ¢’h=4/3 points z; € B(x, €5), avec ¢ > 0 indépendante de h, tels que
les boules B(x;, h?/ 3) sont deux & deux disjointes. Par ce qui précede, dans chacune de ces
boules, R(Ep(-,wo; ")) + R(Ep(-,wi;¢’)) a au moins ch~2/3 domaines nodaux. Au total,
R(EL(-,wo;9") + R(ER(-,w1;¢')) a au moins ¢’h~? domaines nodaux dans B(z, €5). Ceci
conclut la preuve du théoreme [1.28 O
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CHAPITRE 7 : Ensembles nodaux des ondes planes tordues en courbure négative
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Annexe A

Rappels d’analyse semi-classique

A.1 Calcul Pseudo-différentiel

Soit Y une variété riemannienne.[] On dira qu’une fonction a(z,&; h) € C(T*Y x(0,1])
est de classe S“™P(T*Y') si elle peut étre écrite comme

afan&ih) = (. )+ 0( (7))

ou les fonctions a;, € C°(T*Y) ont toutes leurs semi-normes et leur support bornés
indépendamment de h. Si U est un ouvert de 7Y, on écrira parfois S (U) pour 'en-
semble des fonctions a dans S“™P(T*Y") telles que pour tout h €]0, 1], a, a son support
dans U.

Définition A.1. Soit a € S“"P(T*Y). On dira que a est un symbole classique s’il eziste
une suite de symboles a, € SP(T*Y) tels que pour tout n € N,

a— z”: h*a;, € hTLSeomp(TrY).
k=0
On notera alors a®(z, &) := }ILI_)I% a(z,&; h) le symbole principal de a.
On écrira parfois que a € S®™P(Y) si elle peut étre écrite comme
a(a; h) = ap(z) + O(h*),

ou les fonctions a;, € C°(Y') ont toutes leurs semi-normes et leur support bornés indépendamment
de h.

1. Dans ce texte, Y sera toujours soit la variété non-compacte X, soit R¢ lorsqu’on se place dans des
coordonnées locales, soit la sphére S 1.
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CHAPITRE A : Rappels d’analyse semi-classique

On associe & S"P(T*Y') l'algebre des opérateurs pseudo-différentiels W,*""(Y), par
Papplication (surjective) de quantification

Opyp, : S“™P(T*Y) — W7"™P(Y).
Cette quantification est définie en utilisant des coordonnées locales, et dans chaque carte,

la quantification de Weyl sur R%. Cette construction n’est donc pas intrinseque. On peut
néanmoins montrer que 'application symbole principal

op : UP(Y) — SOTP(TYY) /RSP (TY)
est intrinseque, et on a
on(Ao B) = on(A)on(B)
et
op 0 Op : SOMP(T*Y) — SO™P(T*Y ) /hS™P(T*Y)

est la projection naturelle.
Pour plus de détails sur ces applications et leur construction, nous renvoyons le lecteur
a [Zwol2l, Chapitre 14].

Trace d’opérateurs pseudo-différentiels Si a € S"P(T*Y), alors Opy(a) est un
opérateur a trace, et on a

TrOpp(a) = (27Thl)dl</*y ap(z, §)dedé + O(h)). (A.1)

Mesures semi-classiques Soit (u;) un famille de fonctions dans C*°(Y'), indexée par
h et soit p une mesure de Radon sur 7*X. On dit que p est une mesure semi-classique
associée a (up) s'il existe une suite h, — 0 telle que pour toute fonction a € C°(T*Y),
on a

nh_nfoo <Oph(a)uhn7uhn>L2(Y) = /*Yad,“'

On peut montrer que si (up) est bornée dans L?(Y), il existe toujours au moins une
mesure semi-classique (cf [Zwol2), Chapitre 5]).

Front d’onde Sia € S“"P(T*Y'), on dit que son support essentiel est égal & un compact
K € T*Y, ce que 'on note
ess supp,a = K € T*Y,

si et seulement si, pour tout x € C°(T*Y), on a
suppx C (T*Y\K) = xa € h°S(T*Y).
Lorsque A € U;°""(Y'), A = Opp(a), on définit le front d’onde de A comme étant :
W FL(A) = ess suppya,

en remarquant que cette définition ne dépend pas du choix de la quantification.
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A.2 Distributions lagrangiennes et opérateurs intégraux de Fourier

Equivalence micro-locale Soient U,V des ouverts bornés de T*Y, et soient T,T" :
L?(Y) — L?(Y) des opérateurs bornés, on dit que T = T" micro-localement pres de U x V
s'il existe des ouverts bornés U D U et V O V tels que pour tous A, B € WP (Y) avec
WF,(A) c U and WF,(B) C V, on a

A(T - T/)B — OL2—>L2 (hOO)

Distributions tempérées Soit v = (u(h)) une famille dépendant de h de distributions
dans D'(Y). On dit que cette famille est h-tempérée si pour tout ouvert borné U C Y, il
existe C > 0 et N € N tels que

-N
Hu(h)HH;N(U) <Ch™,

ou | - || HN () o8t la norme de Sobolev semi-classique.

Si u = (u(h)) est une distribution tempérée, on dit qu'un point p € T*Y n’appartient
pas au front d’onde W Fj(u) s’il existe un voisinage V' de p dans T*Y tel que pour tout
A e U""(Y) tel que WEy(a) CV, on a Au = O(h™).

A.2 Distributions lagrangiennes et opérateurs intégraux de
Fourier

Dans cette section, nous rappellerons la définition des opérateurs intégraux de Fourier,
avec des notations inspirées de [DGI4]. Nous renvoyons le lecteur & cet article et aux
références qui s’y trouvent pour les preuves que nous omettons.

Fonctions de phase Soit ¢(y, 8) une fonction lisse a valeurs réelles définie sur un ouvert
Uy de Y x RE, pour un L € N. On appelle y les variables de base et 6 les variables
oscillantes. On dira que ¢ est une fonction de phase non-dégénérée si les différentielles
d(Dg,¢)...d(0g, ¢) sont linéairement indépendantes sur I'ensemble critique

Cy = {(y,0); 09 = 0} C Us.

Dans ce cas,
Ay = {(y,0y#(y,0)); (y,0) € Cs} CT™Y

est une variété lagrangienne immergée. Quitte a restreindre le domaine de ¢, on peut faire
de Ay une variété lagrangienne plongée. On dit alors que ¢ engendre Ag.
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CHAPITRE A : Rappels d’analyse semi-classique

Distributions lagrangiennes Etant donnée une fonction de phase ¢ et un symbole
a € S°MP(Uy), considérons la famille de fonctions (dépendant de h)

u(y; h) = h_L/Q/ ei‘b(y’e)/ha(y,ﬁ; h)de. (A.2)
RL

On dit que v = (u(h)) est une distribution lagrangienne, (ou un état lagrangien) engendré

par ¢. Par la méthode de la phase non-stationnaire, si supp a est contenu dans un compact

K C Uy indépendant de h, alors

WEL(u) C {(x,0.0(x,0)); (x,0) € CyN K} C Ag.
Le symbole principal o4(u) € S“"P(Ay) de u est défini modulo O(h) par I’expression
U¢>(u) ('Tv ax¢($v 9), h) = (L(LU, 0; h)7 ($, 0) € O¢' (A3)

Pour la preuve du fait que o4(u) est bien défini modulo O(h), on pourra se référer a [DG14,
Proposition 3.3].

Définition A.2. Soit A C T*Y wune sous-variété Lagrangienne plongée. On dit qu’une
famille de fonctions indexée par h u(y;h) € C°(Y) est une distribution lagrangienne
associée a A (ou un état lagrangien associé & A), a support compact et a microsupport
compact, si elle peut étre écrite comme la somme d’un nombre fini de fonctions de la forme
, pour différentes fonctions de phase ¢ paramétrant des ouverts de A, plus un reste
O(h*) pour la topologie C*°(Y'). On notera I°°P(A) l’ensemble de toutes les fonctions de
cette forme.

Opérateurs intégraux de Fourier Soient Y,Y’ deux variétés ayant la méme dimen-
sion d, et soit k un symplectomorphisme d’'un ouvert de T*Y dans un ouvert de T*Y”.
Considérons la variété lagrangienne

Ao ={(y. sy, =V )iw(y,v) = (W)} CTY x TY = T*(Y x Y7).

On dira qu’une famille d’opérateurs T}, est a support compact si le support de son noyau de
Schwartz de T}, est contenu dans un compact indépendant de h. Une famille d’opérateurs a
support compact T : D'(Y) — C°(Y’) est appelé un opérateur intégral de Fourier (semi-
classique) associé & x si son noyau de Schwartz Kr(y,') appartient & h=%21°™P(A,.). On
écrit alors T € I°"P(k). Remarquons qu’un tel opérateur est automatiquement a trace. Le
facteur h~%?2 s’explique comme suit : la normalisation pour une distribution lagrangienne
est choisie de sorte que ||ul| 72 =< 1, tandis que la normalisation pour les opérateurs intégraux
de Fourier est choisie telle que || T'||p2(y)—r2¢yry < 1.

Remarquons que si k o k' est bien défini, et si T € [°°"P(k) et T" € I°°"P(x’), alors
ToT €I°(kok').

SiU € I"P(k) et O C T*Y est un ouvert borné, on dira que U est micro-localement
unitaire pres de O si U*U = Ip2(y)_,r2(y) micro-localement pres de O x x(O).
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A.3 Propriétés locales des opérateurs intégraux de Fourier

Lemme A.3. Soit k : T*"Y D U — V C T*Y nayant aucun point fixe, et soit T €
I°°m? (k). Alors
Tr(T) = O(h™)

Démonstration. (Esquisse) Par définition, le noyau intégral de T' peut s’écrire comme une
somme finie de termes de la forme

) [ Dy 6, i,

ou ¢ paramétrise localement A, au sens ol dans un ouvert U C T*(Y x Y'), on a

A NU = {(y,00y(y, ¥, 0),y, —0yd(y,y,0)); (y,y,6) such that dyi(y,y’,6) = 0}.

La trace est alors donnée par une somme de termes de la forme

1 5 9(,;0)
(@rhyraT /Y /RLe v aly, y, 0, h)dody.

Le fait que k n’ait pas de points fixes implique que si (y, y, €) sont tels que dpé(y, y,0) =
0, on a d%qb(y,y,ﬁ) # 0. Alors, par le lemme de phase non-stationnaire, on obtient le
résultat. o

A.3 Propriétés locales des opérateurs intégraux de Fourier

Dans cette section, nous expliquerons comment, en travaillant localement, on peut
décrire de nombreux opérateurs intégraux de Fourier sans 'aide d’intégrales oscillantes. En
particulier, en suivant [NZ09, §4.1], nous rappellerons laction d’un opérateur intégral de
Fourier sur une distribution lagrangienne sans caustiques.

Soit k : T*R? — T*R? un difféomorphisme symplectique local. Quitte & effectuer des
translations dans I'espace des phases, on peut supposer que k est défini dans un voisinage
de (0,0), et que x(0,0) = (0,0).

On peut trouver des sous-espaces vectoriels lagrangiens, I';, FjL C T*R%, j = 0,1, ayant
les propriétés suivantes :

— FjL est transverse a I'; ;

— si m; (resp. ﬂf) est la projection T*R?% — I'; le long de f‘jL (resp. la projection

T*R% — FjL le long de I';), alors, pour un voisinage U de 0, I’application
R(U) x U 3 (&(p), p) = m1((p)) x 1 € Ty x T

est un difféomorphisme local du graphe de x|y vers un voisinage de 'origine dans
I x I'g.
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CHAPITRE A : Rappels d’analyse semi-classique

Soient A;, j = 0,1 des transformations linéaires symplectiques avec les propriétés que
Aj(T) = {(2,00} € T"R? et 4;(T5) = {(0,€)} € T"R,

et soient M; des quantifications métaplectiques des A; comme défini dans [DS99, Appendix
to chapter 7]. Alors le difféomorphisme tourné

k:=Ajoko Aal
est tel que la projection depuis le graphe de &
T'R!x T*R? 3 (21,6%2°%,€%) = (a1,6°) e RIxR?, (a',€!) =A(="€"),  (A4)

est un difféomorphisme pres de l'origine. Remarquons que ceci est équivalent a demander
que

Le bloc n x n(dx'/9x") dans 'application tangente dk(0,0) est inversible. (A.5)

Il s’ensuit alors qu’il existe une unique fonction ¢ € C*°(R% x R%) telle que pour (2!, £0)
pres de (0,0),

R(G(a',€9),6%) = (a4 (2", €°)), det ) # 0 and ¢(0,0) = 0.

On dit alors que la fonction ¢ engendre la transformation & prées de (0,0).
Remarquons que si T' € I°“"P(g), alors

T:=M;'oT oMy e I (k). (A.6)

Gréace & 'hypothese ((A.4), un opérateur intégral de Fourier T' € I°°™P (i) peut étre écrit
sous la forme

1 (B () £0)— (50 £0
Tu(z') := (27"}1)‘1//]11{271 ! W@ =REN hey (2 €9, h)u(2®)da®de”, (A.7)

avec a € S0P (R2d).

Enoncons maintenant un lemme sont la preuve se trouve dans [NZ09, lemme 4.1], et
qui décrit 'action d’un opérateur intégral de Fourier de la forme sur une distribution
lagrangienne qui se projette sur la variété de base sans caustiques.

Lemme A.4. Considérons une variété lagrangienne Ao = {(zo, ¢y(z0));z € Qo},Po €
Cy°(Q0), contenue dans un petit ouvert V. C T*RY tel que r est engendré par ) prés de V.
On suppose que

K(Ao) = Ay = {(z,61(2));z € U}, é1 € Cg° (). (A.8)

156



A.3 Propriétés locales des opérateurs intégraux de Fourier

Alors, pour tout symbole a € S“™P(Qy), Uapplication d’un opérateur intégral de Fourier T

de la forme a Uétat lagrangien
a(z)e®o@/h

associé a Ng peut se décomposer, pour tout L > 0, comme
T(ae’®/)(z) = 1 (@)/h ( Z bj(x)h? + hlrp(z, h)), (A.9)
7=0

ot bj € S, et pour tout L €N, on a
1bjllceayy < Cejllalloereiqyy.  0<ji<L-1,
(s M)lleeyy < Crrllallgerarinay)-
Les constantes Cy ; dépendent seulement de k, a et supq, 10 po| pour 0 < |B| < 20+ 5.
A.3.1 Le propagateur de Schrodinger comme un opérateur intégral de
Fourier

Expliquons comme le formalisme de la section peut étre utilisé pour décrire le
propagateur de Schrodinger U (t) agissant sur L?(Y). Enongons un lemme dont la preuve
peut étre trouvée dans [NZ09l lemme 4.2]. Si 0 < § < 1, on pose

£ ={peT"Y;|p(p) — 1| < 6}

Lemme A.5. Soient Vy € £°, V; C ®'(Vy) pour t > 0. Prenons py € Vo N E et posons
p1 = ®(po) € Vi. Soient f; : m(V;) — R%, j = 0,1 des coordonnées locales telles que
fo(m(po)) = fi(m(p1)) = 0 € R Ces coordonnées induisent sur Vi et Vi des coordonnées
symplectiques

ot €9) € R? est fivé par la condition Fj(p;) = (0,0). Alors Uopérateur sur L*(R%),

T(t) = 6_i<w’§(1)>/h(ffl)*U(t)(fo)*ei<x7£(0)>/h
est de la forme pour un certain choix de A; micro-localement prés de (0,0) x (0,0).

Enoncons maintenant un lemme qui est une conséquence du lemme précédent, ou encore
du théoreme d’Egorov [Zwol2, Théoréme 11.1].

Lemme A.6. Soient A, B € U;""P(Y), et supposons que O (W Fy(A)) NWE,(B) = 0. On
a alors
AU(t)B - OLQ*)LQ(I’LOO).
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A.3.2 Itérations d’opérateurs intéraux de Fourier

Nous rappelons ici le principal résultat de [NZ09) §4] concernant 'itération d’opérateurs
intégraux de Fourier semi-classiques dans T*R?.

Soit V' c T*R¢ un voisinage ouvert de 0, et considérons une suite de symplectomor-
phismes (k;)i=1,.. v de V vers T*R?, telle que Vi € {1,..., N}, on a x;(0) € V, et telle que
la projection :

(71,815 w0, 80) = (71,&0) ot (21,81) = K(z0, o)

est un difféomorphisme pres de 'origine. On considere des opérateurs intégraux de Fourier
(T;) qui quantifient x; et qui sont micro-localement unitaires pres d'un ouvert U x U,
ou U € V contient lorigine. Soit © C R? un ouvert tel que U € T*(Q, et, pour tout 4,
ki(U) € T*Q. Pour tout 4, on prend une fonction lisse y; € C2°(U; [0, 1]), et on pose

Si = Opp(xi) o T;. (A.10)
Considérons une famille de sous-variétés lagrangiennes
Ap = {(z,¢)(x));2 € QY C T*RY, k=0,...,N
telles que :
0% < Cay, 0<Kk<N aeN-. (A.11)
On suppose qu’il existe une suite d’entiers (i € {1, ..., J})g=1,.. n telle que

(ApNU) C Agy1, k=0,....N—1.

Kipiq
On définit g; par
gr(x) = mo wy !z, B (a)).

Crest-a-dire, r; ' (2, ¢}, (x)) = (gr(2), ¢}, (9x(2))).

On dira qu’un point z € Q) est N-admissible si on peut définir récursivement une suite
par ¥V = z, et, pour k = N,...,1, 2¥71 = g (a*). Cette procédure est possible si, pour
tout k, ¥ est dans le domaine de définition de gj.

Supposons que, pour toute suite admissible (xN ...2%), les matrices jacobiennes sont

uniformément majorées :

H O H _ H O(gk+10 Gr42 © - © g1
oxtll O
ou Cp est indépendante de N. Cette hypothese dit grosso modo que les applications g
sont (faiblement) contractantes.

Nous utiliserons aussi la notation

)(xl)chD, 0<k<l<N,

k
Dy = sup| det dge(x)[/2, Ty := [] Dw
rEQ k'=1

et supposerons que les Dy sont uniformément bornées : 1/Cp < Dy < Cp.
La Proposition suivante peut étre trouvée dans [NZ09, Proposition 4.1].
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Proposition A.7. Nous utilisons les mémes notations et faisons les mémes hypothéses
que ci-dessus, et prenons N arbitrairement grand, et variant éventuellement avec h. Soit
a € S e considérons I’état lagrangien u = ae'®/" associé ¢ la variété lagrangienne Ag.
On peut alors écrire :

(Sin © .. 0 Sy )(ae'®/M)(z) = elon@)/h( Z hal (z) + KR (z,h)),

ot chaque aéy € CX(Q) dépend de h uniquement a travers N, et ou RY € C*°((0, 1], S(R?)).
Si xN € Q est N-admissible, et définit une suite (z¥),k = N, ...,1, alors

ad (&) = (Hx% ##))] det dgi (1)) o),

autrement aé-v(:rN) =0, j=0,...,L—1. On a aussi les bornes
laf loeqq) < Credn(N + 1) |lallgerasqy,  =0,... L—1,LEN, (A.12)
IRY | 2(may < CLllallzr+agy (1 + Coh) Z Jpk3td, (A.13)
N
IR lceray < Crah™ |l czrragoy (L + Coh)N >~ Jek?HH, (A.14)

k=1
Les constantes Cjy,Co et Cr, dépendent des constantes dans et des opérateurs

{Sj}jzl'

Nous utiliserons principalement cette proposition dans le cas ou pour tous les k, on a
Dy, < v < 1. Dans ce cas, les estimées (A.12), (A.13]) et (A.14]) impliquent que pour tout
¢ € N, il existe Cp indépendante de N telle que pour tout N € N, on a

[a™ || e < ||aév||cz(1 + Cyh). (A.15)
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