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Préambule

”Or, à ce moment, je fus précisément favorisé d’une telle apparition magique. Comme quand, dans un
pays qu’on ne croit pas connâıtre et qu’en effet on a abordé par un côté nouveau, après avoir tourné un

chemin, on se trouve tout d’un coup déboucher dans un autre dont les moindres coins vous sont familiers,
mais seulement où on n’avait pas l’habitude d’arriver par là, [...] ainsi tout d’un coup je me reconnus au

milieu de cette musique nouvelle pour moi, en pleine sonate de Vinteuil.”

Marcel Proust, La Prisonnière

De même que le narrateur de la Recherche face au septuor de Vinteuil, le physicien est terrible-
ment déboussolé lors de son premier contact avec la mécanique quantique, tant celle-ci est différente
de ses habitudes. Mais, par un examen minutieux, il y retrouve, cachée, la sonate belle de simplicité
de la mécanique classique.

Le ”principe de correspondance” nous dit en effet que l’on retrouve certains des aspects de la
mécanique classique quand on considère la constante de Planck comme un simple paramètre, noté
h, que l’on fait tendre vers 0 dans les équations de la mécanique quantique. Le fait de considérer
cette limite est justifié par le fait que la constante de Planck est très petite dans le système d’unités
international. L’un des pendants mathématiques du principe de correspondance est le théorème
d’Egorov (théorème 2.1.7), qui nous dit que les évolutions classique et quantique se correspondent
parfaitement quand h tend vers zéro, jusqu’à une échelle de temps, appelée temps d’Ehrenfest. C’est
là un premier aspect de l’analyse semi-classique, dans lequel le paramètre h est toujours interprété
comme étant la constante de Planck effective.

Le second aspect de l’analyse semi-classique, beaucoup plus général, est d’étudier des équations
aux dérivées partielles dans lesquelles un paramètre, noté h, tend vers 0. L’exemple le plus simple
de ce type de problèmes est peut-être celui du spectre du Laplacien sur un ouvert borné de Rd (avec
conditions de Dirichlet ou de Neumann) :

h2∆u+ u = 0.

Comprendre cette équation quand h tend vers 0 revient à avoir des informations sur les hautes
valeurs propres du Laplacien, et sur les fonctions propres associées.

Alternativement, on peut considérer une équation fixée, avec une condition initiale dépendant
d’un paramètre h qui tend vers 0. Par exemple, on peut s’intéresser à l’équation des ondes, avec
des conditions initiales oscillant de plus en plus vite.
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iv PRÉAMBULE

Ainsi, si l’analyse semi-classique trouve sa motivation première dans l’étude de la mécanique
quantique, elle se révèle être un outil de premier choix pour la compréhension d’un large panel de
problèmes mathématiques, qui n’ont pas nécessairement de liens avec la physique quantique.

La première partie de ce mémoire comportera trois chapitres assez généraux sur l’analyse semi-
classique sur les variétés, et commencera par quelques rappels de mécaniques classique et quantique,
permettant d’avoir une bonne intuition des phénomènes étudiés. Nous continuerons par présenter
la quantification de Weyl, qui est l’outil principal de l’analyse semi-classique. Nous présenterons en-
suite des résultats dus à Macià ([Mac09]), qui permettent, à différentes échelles de temps, d’étudier
la limite quand h tend vers 0 d’une suite de solutions de l’équation de Schrödinger .
Si ces résultats sont remarquables, car ils permettent une étude de la limite semi-classique au delà
du temps d’Ehrenfest, ils ne nous fournissent pas d’information sur la dépendance des objets semi-
classique obtenus en fonction du temps.
En fait, les propriétés des objets semi-classiques obtenus dépendent grandement de la géométrie de
la variété sur laquelle on étudie l’équation de Schrödinger.

La seconde partie de ce mémoire est donc consacrée à l’étude d’un cas particulier, celui du tore
plat. Cette seconde partie correspond aussi au second aspect de l’analyse semi-classique que nous
avons explicité ci-dessus. Par un changement d’échelle temporelle, on fera disparaitre le paramètre
h de l’équation de Schrödinger, qui se réécrira de la manière la plus courante en mathématiques :

i∂tψ = (−∆ + V )ψ

Le paramètre h ne devra donc plus être interprété comme la constante de Planck, mais simplement
comme une manière d’indexer une suite de conditions initiales. Ceci explique pourquoi certaines
des méthodes que nous exposerons dans cette seconde partie, et qui sont très spécifiques au cas du
tore, permettent tout aussi bien d’avoir des informations sur l’équation des ondes que sur l’équation
de Schrödinger.

Notations Dans tout ce mémoire, nous utiliserons les notations suivantes :
Le produit scalaire entre deux vecteurs a, b ∈ Rd sera noté a · b.
Le produit scalaire entre deux fonctions L2 sera noté 〈f, g〉L2 .
Le produit de dualité entre un espace E et son dual E′ sera noté

(
·, ·
)
E′

.
Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, nous noterons S(E) sa sphère unité.
Si A,B sont des opérateurs sur un espace de Hilbert, on notera [A,B] leur commutateur.
Si H est un espace de Hilbert, nous noterons L(H) l’ensemble des opérateurs bornés sur H.
Si H est un espace de Hilbert et si φ ∈ H, ‖φ‖ = 1, nous noterons |φ〉〈φ| la projection orthogonale

sur φ.
Si α ∈ Zd est un multiindice, on notera ∂α l’opérateur différentiel sur Rd donné par ∂xα1

1 ...∂xαdd .
De plus, si ξ ∈ Rd, on notera ξα = ξα1

1 ...ξαdd .
Si a est une fonction lisse de (x, ξ) ∈ R2d, on notera ∇a = ∂a

∂x1
+ ... + ∂a

∂xd
le gradient de a par

rapport aux variables de position uniquement.
L’opérateur laplacien sera défini sur Rd par ∆f = ∂f

x2
1

+ ...+ ∂f
x2
d

, et sera donc négatif.
Si un ensemble A est mesurable, on notera par |A| sa mesure de Lebesgue.
On dira parfois qu’une mesure est absolument continue, signifiant par là qu’elle est absolument

continue par rapport à la mesure de Lebesgue.
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On notera S pour l’espace de Schwartz des fonctions à décroissance rapide, et S ′ son dual,
l’espace des distributions tempérées.

Les autres notations utilisées seront établies au fur et à mesure du mémoire.
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Je tiens également à remercier Charles Collot d’avoir pris le temps de trouver des contre-exemples
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Chapitre 1

Introduction : mécaniques
classique et quantique

1.1 Rappels de mécanique classique
La formulation la plus simple de la mécanique classique est bien sur celle de Newton, qui affirme

que le mouvement d’un objet ponctuel est gouverné par la relation masse × accélération =
∑

forces.
Cependant, cette formulation a le défaut de n’être vraie que pour des systèmes de coordonnées

très particuliers, les coordonnées cartésiennes. Elle n’est donc pas du tout commode pour étudier
la trajectoire d’une particule dont le mouvement est restreint à une variété, comme nous allons le
faire dans ce mémoire.

Nous utiliserons donc la formulation de la mécanique classique dite hamiltonienne. Pour fixer les
idées, nous travaillerons dans M = R3. Son espace cotangent T ∗M s’identifie alors naturellement à
R6. Toutefois, ce formalisme s’adapte à toute variété riemannienne.

T ∗M est naturellement muni d’une forme symplectique, que nous noterons σ. Un point (x, ξ) ∈
T ∗M représente une particule se situant en x, et possédant une quantité de mouvement ξ.

Hcl sera le hamiltonien classique du système, c’est à dire une fonction de T ∗M −→ R, qui est
en général de la forme Hcl(x, ξ) = |ξ|2

2m + V (x), où V est à valeurs réelles.
La trajectoire d’une particule dans l’espace des phases, (x(t), ξ(t)), est déterminée par les

équations dites de Hamilton : {
ẋ = ∂ξHcl

ξ̇ = −∂xHcl

Ecrivons φt pour le flot de ce système équation. C’est à dire que φt(x0, ξ0) est la valeur à l’instant
t de la solution des équations de Hamilton ayant pour condition initiale (x0, ξ0).

On définit le crochet de Poisson de f, g ∈ C∞c (T ∗M) comme étant :

{f, g} := σ(∂f, ∂g).

En mécanique classique, une observable est simplement une quantité qui dépend de l’état du
système. C’est donc une fonction a : T ∗M −→ R.

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION : MÉCANIQUES CLASSIQUE ET QUANTIQUE

Ecrivons alors
at(x, ξ) := a(φt(x, ξ)).

Cette quantité, représentant la valeur de l’observable à l’instant t, est gouvernée par l’équation :

ȧt = {Hcl, at}.

1.2 Mécanique quantique
En mécanique quantique, un objet n’a pas une position et une vitesse bien définies. Une particule

à un instant t n’est donc pas représentée par un point dans R3, mais par une fonction ψ ∈ L2(R3,C),
telle que ‖ψ‖L2 = 1. ψ s’appelle alors la fonction d’onde de la particule.

Cette fonction ψ est interprétée comme donnant l’amplitude de probabilité de la particule. Plus
précisément, si U est une partie mesurable de R3, alors la probabilité que la particule se trouve
dans U est donnée par : ∫

U

|ψ(x)|2dx

La condition de normalisation de ψ nous assure bien que la probabilité totale est égale à 1.
L’équation nous donnant l’évolution du système est alors l’équation de Schrödinger, qui s’écrit :

ih∂tψ(t, x) = Hψ(t, x).

H est un opérateur auto-adjoint de L2(R3), pas nécessairement continu, appelé hamiltonien quan-
tique du système.

En l’absence de champ magnétique, le hamiltonien quantique s’écrit H = − h2

2m∆ + V (x), où m
est la masse de la particule, et V est un potentiel. Nous expliquerons dans le paragraphe suivant
pourquoi le hamiltonien quantique est de cette forme. Quant à h, c’est une constante, plus souvent
notée ~ en physique, appelée constante de Planck. Dans le système d’unités usuel, elle est très
petite :

~ ≈ 1× 10−34J.s

Dans la suite, nous prendrons m = 1, et nous noterons h à la place de ~.

Le point de vue de Heisenberg En mécanique quantique, une observable est un opérateur
auto-adjoint agissant sur L2(R3). Nous discuterons dans la section suivante de la manière de passer
d’une observable classique à une observable quantique.

La valeur moyenne d’une observable dans l’état ψ est donnée par la formule :

〈A〉 := 〈Aψ,ψ〉L2 .

Par exemple, pour l’observable position, on trouve que la position moyenne de la particule est :∫
x|ψ(x)|2,

ce qui est bien la formule à laquelle on s’attend, car |ψ(x)|2 est la densité de probabilité de présence
de la particule.
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La présentation de la mécanique quantique que nous avons effectuée dans le paragraphe précédent
est appelée “point de vue de Schrödinger”. Ce point de vue consiste à regarder l’évolution de la
fonction d’onde au cours du temps.

Il existe une manière de considérer la mécanique quantique, appelée “point de vue de Heisenberg”.
Il consiste à étudier l’évolution au cours du temps des valeurs moyennes des observables agissant
sur la fonction d’onde, et non la fonction d’onde elle même.

Plaçons nous pour simplifier dans le cas où V est indépendant du temps, et notons UhV (t) le
propagateur de l’équation de Schrödinger. C’est l’opérateur unitaire tel que, si ψ est solution de
l’équation de Schrödinger, on a ψ(t, ·) = UhV (t)ψ(t = 0, ·).

Comme V ne dépend pas du temps, on a UhV (t) = e−
it
h (−h2∆+V ), et donc UhV (t = 0) = Id,

d
dtU

h
V (t) = i

h (h2∆− V ), et UhV (−t) =
(
UhV (t)

)−1
. On a :

〈A〉(t) = 〈Aψ(t), ψ(t)〉
= 〈AUhV (t)ψ,UhV (t)ψ〉
= 〈A(t)ψ,ψ〉
= 〈A(t)〉

où A(t) = UhV (−t)AUhV (t).
Ainsi, pour obtenir la valeur moyenne de A à l’instant t, il suffit de calculer la valeur moyenne

de l’observable A(t). On vérifie sans peine que A(t) est la solution de l’équation différentielle, à
valeur opérateurs :

∂tA(t) = i

h
[H,A(t)].

Ce que nous devons retenir de cette parenthèse que le point de vue de Heisenberg, c’est que
pour comprendre l’évolution quantique d’une système, il nous faut étudier des commutateurs entre
opérateurs, de la même manière que pour comprendre un système classique, il nous faut comprendre
des crochets de Poisson entre observables.

1.3 Analyse semi-classique
L’analyse semi-classique consiste à étudier l’équation de Schrödinger (ou d’autres équations), en

considérant h comme un paramètre, et en faisant tendre h vers 0.
L’idée physique sous-jacente est le principe d’équivalence, qui affirme qu’en faisant tendre h vers

0 dans les équations de la mécanique quantique, on doit, en un certain sens, retrouver la mécanique
classique. C’est ce principe, et le fait que la constante de Planck soit très petite dans un système
d’unités adapté à notre échelle, qui explique pourquoi la mécanique classique est valide pour expli-
quer tous les phénomènes auxquels nous sommes habitués.

Un exemple Considérons un exemple très simple, celui du mouvement d’une particule libre, c’est
à dire avec un potentiel V = 0. Considérons la condition initiale suivante :

uh = (hπ)− 3
4 e−

π2
2h |x|

2
e
i
h ξ0·x

Un tel état est appelé état cohérent autour de 0, de vitesse ξ0. C’est, d’une certaine manière, les
états dans lesquels on connait le mieux à la fois la position et la vitesse de la particule (l’inégalité



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION : MÉCANIQUES CLASSIQUE ET QUANTIQUE

de Heisenberg est alors une égalité). On a une variance de
√

2h, la particule est donc localisée en
0, à une distance de l’ordre de

√
h près. Cela signifie que, dans la limite h −→ 0, la particule a une

position bien définie, x = 0.
Nous avons choisi cette condition initiale particulière, car elle permet d’avoir une formule exacte

pour la solution de l’équation de Schrödinger. On a, après quelques calculs impliquant la transformée
de Fourier :

ψh(t, x) =
(4h
π2

)3/4 1
(2h(1 + it)3/2)

exp
[
− i ξ

2
0t

2h + ix · ξ0/h−
|x− tξ0|2

2h(1 + it)

]
, (1.1)

et la densité de probabilité est :

|ψ(t)|2(x) =
(4h
π2

)3/4 1
(2h(1 + t2)3/2)

exp
[ |x− tξ0|2

2h(1 + t2)

]
. (1.2)

Nous renvoyons le lecteur intéressé à [CTDF97] pour le détail des calculs. On observe encore
une gaussienne, mais centrée en tξ0. Le centre de la gaussienne suit donc un mouvement classique.
Cette fois-ci, la variance vaut

√
2h(1 + t2). Pour un temps t fixé, quand on fait tendre h vers 0, on

trouve que la particule est parfaitement localisée, en ξ0t.
Ce qu’il nous faut retenir de cet exemple concerne le lien entre l’équation de Schrödinger et la

mécanique classique. On peut dire sur cet exemple que l’évolution et la limite semi-classique com-
mutent à des temps finis : si l’on prend d’abord la limite h −→ 0, puis que l’on regarde l’évolution
classique selon les lois de Newton, on obtient la même chose que si l’on fait évoluer le système
jusqu’au temps t par l’équation de Schrödinger, puis que l’on fait tendre h vers 0. Cependant, si
l’on considère des temps dépendant de h, ce raisonnement ne marche plus forcément. Par exemple,
si on remplace t par τht, alors deux cas se présentent :
- Si τh = o(h− 1

2 ), le résultat précédent est encore valable.
- Si τh ≥ h−

1
2 , le sens à donner à la limite h −→ 0 n’est pas évident a priori.

Une manière de dire cela est qu’un état cohérent se délocalise en un temps de l’ordre h− 1
2 . Ce temps

est appelé temps d’Ehrenfest.

Ce fait est très général, et se généralise à l’équation de Schrödinger avec un potentiel, sur une
variété riemannienne quelconque, et avec des conditions initiales quelconques. Nous donnerons un
énoncé rigoureux dans le théorème 2.1.7, qui affirme que, pour des temps finis, évolution et limite
semi-classique commutent. Remarquons toutefois que, dans le cas général, le temps d’Ehrenfest
n’est plus nécessairement h− 1

2 .

Remarque 1.3.1. Il peut être surprenant à première vue de considérer des échelles de temps
dépendant du paramètre h. Cependant, si on se souvient que la constante physique h̄ s’exprime en
J.s, on comprend qu’il y a plusieurs manières d’exploiter le fait qu’elle soit petite numériquement.
On peut regarder les phénomènes se produisant à haute énergie, à haute fréquence, en temps long...
ce qui correspond à des changements d’échelle différents. Il est donc intéressant de voir le sens que
l’on peut donner à la limite semi-classique à différentes échelles de temps.

Dans ce mémoire, nous nous proposons de :
- comprendre la quantification de Weyl, qui est une sorte de ”dictionnaire” permettant de passer

de la description quantique à la description classique dans la limite où h −→ 0.
- comprendre le sens que l’on peut donner à la limite h −→ 0 d’un système quantique évoluant

pendant un temps quelconque, éventuellement plus grand que le temps d’Ehrenfest ;
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- nous focaliser sur le cas du tore. Dans cet exemple très particulier, le phénomène de dispersion
esquissé ci-dessus est beaucoup plus compliqué. L’heuristique du problème est que la particule
suit simultanément toutes les trajectoires qui s’offrent à elle. Or certaines sont périodiques, avec des
périodes plus ou moins longues, tandis que d’autres sont denses. Il peut donc y avoir des phénomènes
d’interférences assez compliqués.
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Chapitre 2

La quantification de Weyl

2.1 La quantification de Weyl sur Rd

Tous les résultats de cette section sont très classiques, et nous les présenterons sans preuve. Le
lecteur désirant plus de détails peut se référer à [Zwo12], en particulier au chapitre 4.

Présentation de la quantification de Weyl Quel lien y a t’il entre une observable clas-
sique et une observable quantique ? Un certain nombre d’arguments physiques (voir par exemple le
chapitre 8 de [Bel07]) permettent d’inférer qu’à l’observable classique xi, il faut associer l’observable
quantique (qui est un opérateur) Xi : ψ(x) −→ xiψ(x), et à l’observable impulsion selon la i-ème
coordonnée ξi, l’opérateur Ξi : ψ −→ h

i
∂
∂xi

ψ.
Ces règles simples permettent d’expliquer la forme du hamiltonien quantique précédent : le

hamiltonien classique Hcl(x, ξ) = |ξ|2
2m + V (x) devient tout naturellement H = − h2

2m∆ + V (x).
Cependant, ces règles ne permettent pas de définir un analogue quantique de chaque observable

classique. Le problème est que les observables classiques commutent, alors que les observables quan-
tiques ne commutent pas forcément. Quel opérateur choisir pour l’observable xξ ? XΞ ou ΞX ? Pour
ne pas privilégier un choix par rapport à l’autre, on choisit en général 1

2 (XΞ + ΞX). La formule de
quantification de Weyl, que nous allons présenter ci-dessous, permet d’associer à toute observable
classique une observable quantique de manière non univoque.

Définition 2.1.1. Pour a ∈ S (R2d,C), a = a(x, ξ), on définit une famille d’opérateurs Oph(a),
indexés par h ∈]0; 1] agissant sur u ∈ C∞c (Rd) par

Oph(a)u(x) := 1
(2πh)d

∫
Rd

∫
Rd
e
i
h (x−y)·ξa

(x+ y

2 , ξ
)
u(y)dydξ. (2.1)

On dit alors que Oph(a) est la quantification de Weyl de a, et que a est le symbole de Oph(a).

La quantification de Weyl est d’abord définie sur la classe des fonctions S (R2d,C), mais peut
ensuite être étendue par densité à une classe beaucoup plus large de fonctions. Un espace fonctionnel
particulièrement utile pour étudier la quantification de Weyl est le suivant :

S := {a ∈ C∞(R2d) telle que, ∀α ∈ N2d,∃Cα tel que ‖∂αa‖L∞(R2d) ≤ Cα}.

On a par exemple le résultat suivant :

7



8 CHAPITRE 2. LA QUANTIFICATION DE WEYL

Théorème 2.1.1. (i) Soit a ∈ S . Alors, ∀h ∈]0, 1], Oph(a) se prolonge en un opérateur continu
de S ′ dans S .

(ii) Soit a ∈ S ′. Alors, ∀h ∈]0, 1], Oph(a) se prolonge en un opérateur continu de S dans S ′.
(iii) Soit a ∈ S. Alors, ∀h ∈]0, 1], Oph(a) se prolonge en un opérateur continu de S ′ dans S ′.

On souhaite plutôt avoir des opérateurs agissant sur L2, afin d’avoir de vrais observables.

Théorème 2.1.2 (Calderón-Vaillancourt.). Si a ∈ S, alors, ∀h ∈]0, 1], Oph(a) se prolonge en
un opérateur continu de L2 dans L2, toujours noté Oph(a), ayant une norme d’opérateur bornée
indépendamment de h. On a alors :

‖Oph(a)‖L2→L2 ≤ C sup
R2d
|a|+O(h 1

2 )

quand h tend vers 0.

Remarque 2.1.1. Notons que, formellement, la quantification de Weyl peut très bien agir sur des
fonctions dépendant du paramètre h. Notons l’identité formelle suivante, que nous utiliserons par
la suite. Si a ∈ C∞c (R2d), on a, pour tout h > 0 :

Oph(a(x, ξ)) = Op1(a(x, hξ)). (2.2)

La quantification de Weyl nous redonne bien les règles imprécises de quantification que nous
avons énoncé plus haut, comme le dit le lemme suivant.

Lemme 2.1.1. Si a(x, ξ) = ξα, alors Oph(a) = (hi ∂)α.
Si a(x, ξ) = a(x), alors Oph(a) = Ma, l’opérateur de multiplication par a.

Notons dès à présent la définition suivante, qui sera centrale par la suite :

Définition 2.1.2. Soit u une fonction dans L2(Rd). On lui associe une distribution whu, appelée
distribution de Wigner, définie par :

∀a ∈ C∞c (R2d),
(
whu, a

)
D′

= 〈Oph(a)u, u〉L2

Quelques propriétés de la quantification de Weyl. Les opérateurs considérés en mécanique
quantique sont généralement auto-adjoints. Le théorème suivant nous assure que la quantification
de Weyl redonne bien cette propriété.

Théorème 2.1.3. Si a ∈ S (R2d,R) est un symbole à valeurs réelles, alors, ∀h ∈]0, 1], Oph(a) est
auto-adjoint sur L2(Rd).

Le théorème suivant nous dit que, si un symbole est positif, l’opérateur associé sera presque
positif.

Théorème 2.1.4 (Inégalité de G̊arding). Soit a ∈ C∞c (R2d), telle que a ≥ 0 sur R2d. Alors il
existe une constante C ≥ 0 et h0 > 0 tels que

〈Oph(a)u, u〉 ≥ −Ch‖u‖2L2

pour tout 0 < h < h0 et tout u ∈ L2(M).
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Si le symbole a décroit suffisamment vite à l’infini, l’opérateur Oph(a) sera compact, comme le
dit le théorème suivant.

Théorème 2.1.5. Soit a ∈ S . Alors, ∀h ∈]0, 1], l’opérateur Oph(a) : L2(Rd) −→ L2(Rd) est
compact.

Remarque 2.1.2. Comme nous l’avons dit, la quantification de Weyl peut être définie pour des
fonctions moins régulières que les C∞c ou S . La bornitude de Oph(a) comme opérateur de L2

nécessite qu’un certain nombre de dérivées de a soient bornées. La compacité nécessite qu’un certain
nombre de dérivées de a décroissent suffisamment rapidement à l’infini.
Ce contrôle sur les dérivées de a se traduit en général par l’appartenance de a à une ”classe de
symboles”. Les classes de symbole permettent également de traiter le cas où a dépend du paramètre
h.
Nous aurons besoin de symboles plus généraux que ceux de S uniquement pour obtenir la formule
2.7. Nous ne définirons donc pas les classes de symboles rigoureusement, et nous renvoyons le
lecteur intéressé à [Zwo12].

Composition de quantifiés Nous allons voir que la composition de deux quantifiés de Weyl
se fait suivant des règles très simples, du moins à des termes d’ordre h près. Nous noterons f =
OS (hn) pour dire que, pour tout α, β ∈ Nd, il existe Cα,β tel que sup

Rd
|xα∂βf | ≤ Cα,βhn.

Pour les fonctions f agissant sur (x, ξ, y, η) ∈ R4d, on écrira A(D)f := 1
2 (DξDy −DηDx)f .

Théorème 2.1.6. Soient a et b dans S (R2d). Alors il existe un h0 > 0 et une fonction a#b ∈
S (R2d) telle que ∀h ∈]0, h0[, Oph(a)Oph(b) = Oph(a#b). On a la formule explicite suivante :

a#b(x, ξ) = eihA(D)
(
a(x, ξ)b(y, η)

)∣∣∣
(y,η)=(x,ξ)

(2.3)

La formule 2.3 nous permet d’obtenir le développement limité suivant :

Proposition 2.1.1. Soient a, b ∈ S (R2d). On a, pour tout N ∈ N et ∀h ∈]0, h0[ :

a#b(x, ξ) =
N∑
k=0

(ih)k

k! A(D)k(a(x, ξ)b(y, η))
∣∣∣
(y,η)=(x,ξ)

+OS (hN+1) (2.4)

Corollaire 2.1.1. (i) On a le développement limité suivant ∀h ∈]0, h0[ :

a#b = ab+ h

2i{a, b}+OS (h2) (2.5)

(ii) Si a, b ∈ S (R2n), on a ∀h ∈]0, h0[ :

[Oph(a), Oph(b)] = h

i
Oph

(
{a, b}

)
+OL(L2)(h3) (2.6)

(iii) Si a, b ∈ S (R2n), et spt(a) ∩ spt(b) = ∅, alors ∀h ∈]0, h0[ :

a#b = OS

(
h∞
)
.
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Remarque 2.1.3. La quantification de Weyl opère donc une correspondance entre les crochets de
Poisson, décrivant l’évolution classique d’une observable, et le commutateur, décrivant une évolution
quantique. Nous reviendrons par la suite sur ce lien entre évolutions quantique et classique.

Les résultats de compositions restent vrais pour des fonctions a dans des classes de symboles
plus larges que S . On peut en déduire le lemme suivant, qui nous servira souvent par la suite.

Lemme 2.1.2. Si a ∈ C∞c (R2d), on a ∀h ∈]0, 1[ :[
− 1

2∆, Oph(a)
]

= 1
ih
Oph(ξ · ∇a) (2.7)

Eléments de démonstration. On sait que −h2∆ est le quantifié de Weyl du symbole (x, ξ) 7→ |ξ|2.
On en déduit, par la formule 2.6 que[

− 1
2∆, Oph(a)

]
=
[
− 1

2h2Oph(|ξ|2), Oph(a)
]

= 1
2ihOph({|ξ2|, a|}) +O(h)

Or, par la formule 2.3, le terme d’ordre h fait intervenir des dérivées à partir de l’ordre 3, qui sont
donc toutes nulles. De plus, ∇|ξ|2 = 2ξ, donc {|ξ2|, a|} = 2ξ · ∇a. On en déduit bien la formule[

− 1
2∆, Oph(a)

]
= 1
ih
Oph(ξ · ∇a).

Equation de Schrödinger et évolution classique. Notons Hcl(x, ξ) = 1
2 |ξ|

2 + V (x) le
hamiltonien classique, et φt le flot hamiltonien associé.

Nous supposerons pour simplifier que V est indépendant du temps, et est borné indépendamment
de h, ainsi que toutes ses dérivées, de telle sorte que φt est bien défini pour tout temps. Si
a ∈ C∞c (R2d), nous écrirons at(x, ξ) := a(φt(x, ξ)), l’évolution classique de l’observable a.

Notons Hh = −h
2

2 ∆ + V (x) le hamiltonien quantique, qui est le quantifié de Hcl. On considère
l’équation de Schrödinger :

ih∂tψh(t, x)−Hhψh(t, x) = 0 (t, x) ∈ (R× Rd)

Nous noterons UhV (t) le propagateur de cette équation. C’est à dire que l’unique solution de cette
équation avec comme condition initiale ψh|t=0 = uh est UhV (t)uh. UhV (t) est alors un opérateur
unitaire de L2(Rd).

Lorsque V = 0, nous noterons le propagateur Uh0 (t), ou encore eith∆/2.

Remarque 2.1.4. Le fait qu’il existe une unique solution à l’équation et le caractère unitaire de
UhV provient de la théorie spectrale.

Si a ∈ C∞c (R2d), notons A(t) := UhV (−t)Oph(a)UhV (t) son évolution quantique.
Le théorème suivant nous dit que, pour des temps finis, évolution classique et évolution quantique
se correspondent, à un terme d’ordre h près.

Théorème 2.1.7. [Théorème d’Egorov] Soit T > 0. Notons Ã(t) := Oph(at). On a :

‖A(t)− Ã(t)‖ = O(h) uniformément pour 0 ≤ t ≤ T
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2.2 La quantification de Weyl sur le tore
Nous noterons Td = (R/2πZ)d le tore plat de dimension d, et nous identifierons T ∗Td à Td×Rd.

Soit a ∈ C∞c (T ∗Td). Pour tout ξ ∈ Rd, on peut identifier a(·, ξ) à une fonction 2πZd-périodique
sur Rd. Cependant, cette fonction est dans S, il nous faut donc utiliser le théorème 2.1.1 (iii). La
quantification de Weyl de a s’écrit alors formellement, pour u ∈ S ′ :

∀u ∈ C∞(Td), Oph(a)u(x) := 1
(2πh)d

∫
Rd

∫
Rd
e
i
h (x−y)·ξa

(x+ y

2 , ξ
)
u(y)dydξ.

Soit k ∈ 2πZd. On a :

Oph(a)u(x+ k) := 1
(2πh)d

∫
Rd

∫
Rd
e
i
h (x+k−y)·ξa

(x+ k + y

2 , ξ
)
u(y)dydξ

= 1
(2πh)d

∫
Rd

∫
Rd
e
i
h (x+k−y)·ξa

(x− k + y

2 , ξ
)
u(y)dydξ

car a est 2πZd-périodique. En faisant le changement de variable ỹ = y − k, on en déduit que

Oph(a)u(x+ k) =
(
Oph(a)u(·+ k)

)
(x).

Par conséquent, si a ∈ S est 2πZd-périodique en la variable x, et si u ∈ S ′(Rd) est 2πZd-périodique,
alors Oph(a)u est 2πZd-périodique. On en déduit bien une définition de la quantification de Weyl
sur le tore Td.

Cette définition peut se réécrire en termes de séries de Fourier. Cette reformulation sera utile
par la suite.

Lemme 2.2.1. Soit a ∈ C∞c (T ∗Td), a(x, ξ) =
∑
k∈Zd â(k, ξ) eik.x

(2π)d/2 ∈ L2(Td), et u(x) =
∑
k∈Zd û(k) eik.x

(2π)d/2 ∈
C∞(Td). On a alors

Oph(a)u(x) = 1
(2πh)d

∑
j,k∈Zd

eix·(j+k)â(j, jh2 + hk)û(k)

Démonstration.

Oph(a)u(x) = 1
(2πh)d

∫
Rd

∫
Rd
e
i
h (x−y)·ξa

(x+ y

2 , ξ
)
u(y)dydξ

= 1
(2π)2dhd

∫
Rd

∫
Rd
e
i
h (x−y)·ξ

∑
j∈Zd

â(j, ξ)eij·(x+y)/2
∑
k∈Zd

û(k)eik·ydydξ

= 1
(2π)2dhd

∑
j,k∈Zd

∫
Rd

∫
Rd
eix·(

j
2 + ξ

h )eiy·(
j
2 +k− ξh )â(j, ξ)û(k)dydξ

L’intégrale en y vaut δξ−hk−jh/2 au sens des intégrales oscillantes. On a donc bien

Oph(a)u(x) = 1
(2πh)d

∑
j,k∈Zd

eix·(j+k)â(j, jh2 + hk)û(k)
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Corollaire 2.2.1. On a
‖Oph(a)u‖L2(Td) ≤ C‖u‖L2(Td).

Par conséquent, si a ∈ C∞c (T ∗Td), on peut prolonger Oph(a) comme un opérateur continu de
L2(Td) dans lui même.

On a aussi une expression simple pour la distribution de Wigner sur le tore.

Lemme 2.2.2. Si u(x) =
∑
k∈Zd û(k) eik·x

(2π)d/2 ∈ L
2(Td), sa distribution de Wigner est :

whu(x, ξ) :=
∑
j,k∈Zd

û(k)û(j)e
i(k−j)·x

(2π)d δh
2 (k+j)(ξ).

Démonstration. Prenons a ∈ C∞c (T ∗Td), que l’on identifiera à une fonction sur R2d. On a(
whu, a

)
=
∫
Rd

∫
Rd

∫
Rd
a
(x+ y

2

)
u(y)e ih (x−y)·ξu(x)dxdydξ.

Il nous faut maintenant décomposer le terme de droite en séries de Fourier, et vérifier que l’on
retrouve bien whu. Ce terme se réécrit :

1
(2π)d

∫
Rd

∫
Rd

∫
Rd
dxdydξ

∑
j∈Zd

∑
k∈Zd

∑
l∈Zd

û(j)û(k)â(l, ξ)eij·ye−ik·xei
x+y

2 ·le
i
h (x−y)·ξ

En intégrant en x et en y, tous les termes oscillants s’annulent. On ne doit donc garder que les
termes pour lesquels on a −k + l/2 = −ξ/h et j + l/2 = ξ/h.
On en déduit que ξ = hk+j

h , et que l = k − j. On a donc bien :

(
whu, a

)
= 1

(2π)d
∑
j,k∈Zd

û(j)û(k)â
(
j − k, hk + j

2

)
et le lemme en découle.

De façon générale, on peut dire que tous les résultats sur la quantification de Weyl sur Rd
présentés précédemment restent vrais sur Td, car on ne fait que les restreindre à une classe de
fonctions particulières, celle des fonctions (2πZ)d-périodiques.

Remarque 2.2.1. Dans toute la suite de ce mémoire, nous nous placerons soit dans le cas du tore,
soit dans le cas de l’espace euclidien.

Sur une variété Riemannienne quelconque, on ne peut définir la quantification de Weyl de
manière intrinsèque qu’à un terme d’ordre h2 près. Néanmoins, les résultats du chapitre suivant
peuvent s’étendre au cas d’une variété riemannienne compacte, en mettant quelques restrictions sur
le potentiel V et sur l’échelle de temps τh.

Nous renvoyons le lecteur intéressé à l’article [Mac09] pour la preuve des résultats suivants dans
ce cadre plus général.



Chapitre 3

L’Equation de Schrödinger à
différentes échelles de temps

3.1 Le cas d’une variété quelconque
On s’intéresse à l’équation de Schrödinger sur une variété M, qui s’écrit :

ih∂tψh(t, x) + h2

2 ∆ψh(t, x)− V (t, x;h)ψh(t, x) = 0 (t, x) ∈ (R×M)

Nous supposerons pour simplifier V ∈ C∞(R×M×]0; 1[), et nous supposerons toutes ses dérivées
bornées.

Nous supposerons de plus que lim
h→0
‖V (·, ·;h)‖L∞(R×M) = 0. Cette hypothèse sera toujours

vérifiée dans le chapitre suivant, où l’on prendra V proportionnel à h2. Un potentiel V qui tend vers
0 avec h correspond à un potentiel purement quantique, qui n’apparait pas dans la dynamique clas-
sique sous-jacente. Pour le cas d’un potentiel indépendant de h, nous renvoyons le lecteur intéressé
à l’article [Mac09].

Nous voulons étudier le comportement asymptotique d’une famille de solutions de cette équation
quand h −→ 0. En particulier, on aimerait faire le lien avec la dynamique classique sous-jacente.

La première question à se poser est celle de la topologie la mieux adaptée pour étudier les
solutions de l’équation de Schrödinger.

Une manière naturelle de trouver une limite quand hn −→ 0 est de considérer la limite L2-faible
de (uhn). Cependant, la topologie L2-faible ne conserve pas la norme L2. Si chaque élément de la
suite représente un état physique, donc normalisé dans L2, leur limite pour cette topologie ne sera
plus forcément normalisée...

Puisque l’objet ayant un réel sens physique est |uh|2, représentant la densité de probabilité, on
peut considérer (|uh|2) comme étant une suite bornée dans L1. Cette suite admet donc une valeur
d’adhérence dansM+(M), pour la topologie faible-*. La limite sera alors une mesure de probabilité,
ce qui peut bien représenter la densité de probabilité de présence d’une particule.

Le problème, c’est qu’en prenant le module de uh, on perd toute information sur la phase cette
fonction. A cause de cela, on n’a aucun espoir d’avoir une loi de propagation pour la limite de
(|UhV (τh)uh|2).

13
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La bonne notion pour avoir une limite semi-classique dont on puisse comprendre le comporte-
ment en fonction du temps est celle de distribution de Wigner, dont nous rappelons la définition.

3.1.1 Mesures semi-classiques indépendantes du temps
Rappelons la définition d’une distribution de Wigner.

Définition 3.1.1. Soit u une fonction dans L2(M). On lui associe une distribution whu, appelée
distribution de Wigner, définie par :
∀a ∈ C∞c (T ∗M),

(
whu, a

)
D′

= 〈Oph(a)u, u〉L2

Remarque 3.1.1. La mesure de Wigner est un objet permettant de localiser u dans l’espace des
phases, car elle donne des informations à la fois sur u et sur sa transformée de Fourier. A cause
de l’inégalité d’Heisenberg, cette localisation ne peut se faire qu’à un terme d’ordre h près.

Théorème 3.1.1. Soit (uh) une suite bornée dans L2(M).
Il existe une suite hk −→ 0 et une mesure de Radon positive µu,0 telles que, pour tout a ∈
C∞c (T ∗M),

lim
hk→0+

〈Ophk(a)uhk , uhk〉 =
∫
T∗M

a(x, ξ)µu,0(dx, dξ)

Remarque 3.1.2. Cela signifie que, quitte à extraire, les distributions de Wigner convergent tou-
jours pour la topologie faible-* vers une mesure positive.

Cette mesure µu,0 est appelée une mesure semi-classique associée à (uh), ou bien la mesure
semi-classique associée à (uhk)

Du fait que les distributions de Wigner sont une mesure dans la limite h → 0, on fait parfois
un abus de langage en les appelant ”mesures de Wigner”.

Démonstration. Par le théorème 2.1.2, la suite des mesures de Wigner est bornée dans D ′. Par le
théorème de Banach-Alaoglu, on peut donc supposer en extrayant que cette suite converge pour la
topologie faible-* vers une distribution µ.
Le théorème 2.1.2 nous donne, pour tout a ∈ C∞c (T ∗M) l’inégalité :(

wu, a
)
D′
≤ C sup

M
|a|+O(h 1

2 )

Par conséquent, en passant à la limite, on a :(
µ, a
)
D′
≤ C sup

M
|a|

Ceci nous dit que µ est une distribution d’ordre 0, autrement dit (par le théorème de représentation
de Riesz), une mesure de Radon.
Pour montrer que µ est une mesure positive, on considère une fonction test a positive, et il nous
faut montrer que ∫

T∗M

adµ ≥ 0.

Le théorème 2.1.4 nous dit assure que :(
wu, a

)
D′
≥ −Ch‖u(h)‖2L2

En passant à la limite, on a bien le résultat cherché.
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Nous donnerons maintenant sans preuve deux exemples de mesures semi-classiques. Le lecteur
intéressé par la preuve peut se référer au chapitre 5 de [Zwo12].

Exemple 3.1.1 (Etats cohérents et mesure semi-classique). Soit (x0, ξ0) ∈ R2n. L’état cohérent
correspondant est :

uh(x) := (πh)−n/4e ih (x−x0)·ξ0− 1
2h |x−x0|2 .

L’unique mesure semi-classique associée à uh est µu,0(x, ξ) = δ(x0,ξ0).

Exemple 3.1.2 (Etats lagrangiens et mesure semi-classique). Soient φ, b ∈ C∞c (Rn), avec ‖b‖L2 =
1. On pose

uh(x) := b(x)e
iφ(x)
h .

L’unique mesure semi-classique associée à uh est µu,0(x, ξ) = |b(x)|2δ{ξ=∂φ(x)}.

3.1.2 Mesures semi-classiques dépendantes du temps
Le cas des temps finis Nous venons de vois qu’à toute suite de fonctions bornée uh ∈ L2(M),
on peut associer une mesure semi-classique µu,0.

Si on laisse le propagateur de l’équation de Schrödinger agir pendant un temps t, on obtient une
nouvelle suite de fonctions Uv(t)uh, qui est encore bornée dans L2(M). On peut donc lui associer
une mesure semi-classique, µu,t.

Il est alors naturel de se demander comment les mesures µu,t dépendent de t.
Dans le cas où M = Rd ou M = Td, celui-ci est directement donné par le théorème d’Egorov,

qui nous dit que
(
µu,t, a

)
=
(
µu,0, at

)
, où at(x, ξ) = a(φt(x, ξ)).

Différentes échelles de temps La situation n’est plus aussi simple quand on considère la valeur
de la solution en un temps dépendant de h. Pour cela, on prend une fonction

τ :
{

]0, 1[−→]1,+∞[
h 7−→ τh

telle que lim
h→0

τh = +∞.
On veut alors étudier le propagateur UhV (τht). On peut montrer que le théorème d’Egorov est vrai
sur Rd jusqu’à une échelle de temps log( 1

h ). Un tel temps est parfois appelé temps d’Ehrenfest. C’est
l’échelle de temps à partir de laquelle les évolutions classique et quantique ne se correspondent plus.

Remarque 3.1.3. Dans la littérature, il y a plusieurs concepts appelés temps d’Ehrenfest. Certains
auteurs le définissent comme le temps que met un état cohérent à se délocaliser, comme nous l’avons
fait dans l’introduction. D’autres le définissent comme l’échelle de temps jusqu’à laquelle le théorème
d’Egorov est vrai.

Ces deux définitions ne sont pas équivalentes : les deux dépendent de la géométrie de la variété,
ainsi que du potentiel appliqué, mais la première dépend en plus du point en lequel est centré l’état
cohérent.

Nous n’aurons pas besoin de ces notions dans la suite de ce mémoire, car nous nous placerons
à des échelles de temps bien plus grandes.



16CHAPITRE 3. L’EQUATION DE SCHRÖDINGER À DIFFÉRENTES ÉCHELLES DE TEMPS

Remarque 3.1.4. En mathématiques, il est courant de prendre toutes les constantes physiques
égales à un, et d’étudier l’équation de Schrödinger sous la forme :

i∂tψ(t, x) + 1
2∆ψ(t, x)− V (x)ψ(t, x) = 0.

Cette forme de l’équation correspond à étudier une échelle de temps τh = 1
h , avec un potentiel

h2V (x), où V est indépendant de h. Nous verrons par la suite que cette échelle de temps est très
particulière, car le propagateur est indépendant de h.

Nous allons demander aux conditions initiales de l’équation de Schrödinger qu’elles n’oscillent
pas trop vite par rapport au paramètre h.

Définition 3.1.2. Soit (uh) une suite de fonctions bornée dans L2(M). On dira qu’une telle suite
est h-oscillante si elle vérifie pour tout χ ∈ C∞c (M) :

lim
R→−∞

lim sup
h→0+

‖1]−∞,R[h
2∆χuh‖L2(M) = 0. (3.1)

Remarque 3.1.5. Sur une variété compacte comme le tore, cette condition nous dit que l’énergie
de uh est concentrée sur des modes de Fourier correspondant à des valeurs propres de taille au plus
R/h2

Remarque 3.1.6. Comme on demande que lim
h→0
‖V (·, ·;h)‖L∞(R×M) = 0, l’hypothèse d’h-oscillation

est équivalente à
lim

R→+∞
lim sup
h→0+

sup
t∈R
‖1]R,+∞[Hhχuh‖L2(M) = 0.

Théorème 3.1.2. Soit (uh) une suite de fonctions bornée dans L2(M), et h-oscillante. Alors il
existe une sous-suite de (uh), que l’on écrira toujours (uh), et une mesure finie dépendant du temps,
µu ∈ L∞(Rt;M+(T ∗M)), telle que l’on ait :
Pour tout φ ∈ L1(R) et tout a ∈ C∞c (T ∗M), on a

lim
h→0+

∫
R
φ(t)

〈
Oph(a)UhV (τht)uh, UhV (τht)uh

〉
=
∫
R×T∗M

φ(t)a(x, ξ)µu(t, dx, dξ)

Démonstration. Notons ψh(t, x) := UhV (τht)uh(x), et considérons la distribution de Wigner spatio-
temporelle Wh ∈ D′(T ∗(R×M)) définie par(

Wh, b
)

:= (Õph(bh)ψh, ψh),

où pour tout b ∈ C∞c (T ∗(R ×M)), on écrit bh(t, x, τ, ξ) := b(t, x, τ/τh, ξ), et où on note Õp la
quantification agissant sur des fonctions du temps et de l’espace.

Wh est bornée dans D′(T ∗(R×M)). Par les mêmes arguments que dans la preuve du théorème
3.1.1, on obtient que, quitte à extraire, la suite Wh converge dans D′(T ∗(R×M)) vers une mesure de
Radon positive µ̃. C’est à dire que l’on a, pour une suite hk −→ 0, et pour tout b ∈ C∞c (T ∗(R×M)) :

lim
hk→0+

(
Whk , b

)
=
∫
T∗(R×M)

b(t, x, τ, ξ)dµ̃(t, x, τ, ξ). (3.2)
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Prenons R > 0 χ ∈ C∞c (R), à support dans [− 1; 1], φ ∈ C∞c (R), et a ∈ C∞c (T ∗M). On a :∫
R
φ(t)

〈
Oph(a)UhV (τht)uh, UhV (τht)uh

〉
=
〈
Õph(φa)ψk, ψk

〉
=
〈
Õph(bh)ψk, ψk) + (Õph(c))ψk, ψk

〉
=
(
Whk , b

)
+
〈
Õph(c))ψk, ψk

〉 (3.3)

où b(t, x, τ, ξ) := φ(t)χ(τ/R)a(x, ξ), et c(t, x, τ, ξ) := φ(t)(1− χ(τ/τhR))a(x, ξ).

Il nous faut montrer que le terme 〈Õph(c))ψk, ψk〉 est négligeable quand h −→ 0 et R −→
+∞. On a (Õph(c))= Oph(a)Õph(φ(1 − χ( · /τhR))), car a et φ(1 − χ) dépendent de variables
indépendantes. Notons σR :=

√
1− χ(τ/R). Par la formule 2.5, on a :

Õph(φ(1− χ( . /τhR))) = Õph(φ)Õph(σR( . /τh))Õph(σR( . /τh)) +O(h)

Comme Õph(φ) n’est que la multiplication par φ, on en déduit :〈
Õph(c)ψk, ψk

〉
=
∫
R
φ(t)

〈
Oph(a)Õph(σR( · /τh))ψk, Õph(σR( · /τh))ψk

〉
dt+O(h)

Or, comme σR ne dépend que de τ , on a par définition de ψk

Õph
(
σR( · /τh)

)
ψk = σR(Hh)ψk.

On a donc
〈
Õph(c))ψk, ψk

〉
≤ Ca,φ‖σR(Hh)ψk‖2L2(M) +O(h). L’hypothèse 3.1 nous assure bien

que, pour tout h, ce terme tend vers 0 quand R −→ +∞.
Intéressons-nous maintenant au premier terme dans la dernière ligne de 3.3.
Comme b ∈ C∞c (T ∗(R×M)), la formule 3.2 nous donne bien, en faisant tendre d’abord h −→ 0

puis R −→ +∞ :

lim
h→0+

∫
R
φ(t)

〈
Oph(a)UhV (τht)uh, UhV (τht)uh

〉
dt =

∫
T∗(R×M

φ(t)a(x, ξ)µ̃(t, dx, dτ, dξ). (3.4)

Remarquons que l’on a :〈
Oph(a)UhV (τht)uh, UhV (τht)uh

〉
≤ C‖a‖L∞(T∗M)‖uh‖2L2(M) +O(h1/2).

On en déduit que la convergence dans 3.4 a lieu pour tout φ ∈ L1(R), et que la limite µ est dans
L∞(R;M+(T ∗M)). Il suffit maintenant de prendre µ(t, x, ξ) =

∫
R µ̃(t, x, dτ, ξ), pour conclure la

preuve du théorème.

Nous noterons φt le flot géodésique sur T ∗M . Nous dirons qu’une mesure ν sur T ∗M est inva-
riante par le flot géodésique si on a, pour tout t ∈ R : (φt)∗ν = ν.

Théorème 3.1.3. Faisons les mêmes hypothèses que celles du théorème précédent. Supposons de
plus que ‖V ‖L∞(R×M) = o(h). On a alors :
(i) Pour presque tout t ∈ R, la mesure µu(t, .) est invariante par le flot géodésique.
(ii) Si a ∈ C∞c (T ∗M) est invariante par le flot géodésique, et τh‖V ‖L∞(R×M ) = o(h), alors on a,
pour tout t ∈ R

lim
h−→0

〈
Oph(a)UhV (τht)uh, UhV (τht)uh

〉
=
∫
T∗M

a(x, ξ)µu(0, dx, dξ).
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Remarque 3.1.7. Le second point du théorème est une sorte de théorème d’Egorov faible : il nous
dit que, pour des échelles de temps longues, le théorème d’Egorov est encore valable, à condition
de se restreindre à la classe des observables invariantes par le flot géodésique. Evidemment, cette
classe peut être très restreinte, par exemple si la dynamique géodésique est ergodique.

Les hypothèses de (ii) ne seront plus vérifiée dans le chapitre suivant, mais nous n’aurons pas
besoin de ce résultat.

Démonstration. On a :

d

dt

〈
Oph(a)UhV (τht)uh, UhV (τht)uh

〉
= iτh/h

〈[
Oph(a), h

2

2 ∆− V (x)
]
UhV (τht)uh, UhV (τht)uh

〉
= τh

〈
Oph(ξ · ∇a)UhV (τht)uh, UhV (τht)uh

〉
+ iτh/h

〈
[Oph(a), V ]UhV (τht)uh, UhV (τht)uh

〉 (3.5)

La dernière ligne vient de la formule 2.7.
On en déduit donc que

1
τh

∫
R
φ′(t)

〈
Oph(a)UhV (τht)uh, UhV (τht)uh)dt =

∫
R
φ(t)

〈
Oph(ξ · ∇a)UhV (τht)uh, UhV (τht)uh

〉
+ i

h

∫
R
φ(t)

〈
[Oph(a), V (x)]UhV (τht)uh, UhV (τht)uh

〉
dt,

On prend alors la limite quand h −→ 0 de l’égalité ci-dessus.
On a ‖[Oph(a), V ]‖L2 ≤ 2‖Oph(a)‖L2‖V ‖L∞ ≤ C‖V ‖L∞ , par le théorème de Calderón Vaillancourt
(théorème 2.1.2).
Le second terme du membre de droite tend bien vers 0, par l’hypothèse que nous avons faite sur
V . Le membre de gauche tend également vers 0, car τh −→ ∞. On en déduit bien que, pour tout
a ∈ C∞c (R) et pour presque tout t ∈ R, on a :∫

T∗M

(ξ · ∇a)(x, ξ)µu(t, dx, dξ) = 0

ce qui conclut la démonstration de (i).
Pour prouver (ii), considérons un symbole a ∈ C∞c (T ∗M) qui soit invariant par le flot géodésique.

On a alors ξ · ∇a = 0. En intégrant 3.5, on obtient :

〈
Oph(a)UhV (τht)uh, UhV (τht)uh

〉
−
〈
Oph(a)uh, uh

〉
= iτh

2h

∫ t

0

〈
[Oph(a), V ]UhV (τhs)uh, UhV (τhs)uh

〉
.

Par hypothèse, on a hτh‖[Oph(a), V ]‖L2 = o(1) ; le membre de droite ci-dessus tend donc vers 0
quand h −→ 0. Ceci conclut la preuve du théorème.

3.2 Deux résultats révélateurs dans le cas du Tore
Pour découvrir les spécificités de la dynamique sur le tore, nous prendrons V = 0 dans cette

section.
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Nous écrirons φτ pour le flot géodésique sur T ∗Td, défini par φτ (x, ξ) = (x+ τξ, ξ).
Nous noterons Ω l’ensemble des fréquences résonnantes, c’est à dire :

Ω := {ξ ∈ Rd;∃k ∈ Zd\0 tel que k · ξ = 0}.

Un vecteur ξ est dans Ω si et seulement si les géodésiques de vitesses ξ sont périodiques. Par
conséquent, si ξ /∈ Ω, il engendre des géodésiques qui sont denses dans Td.
Si a ∈ C∞c (T ∗Td), nous noterons 〈a〉 sa moyenne le long des géodésiques. C’est à dire que

〈a〉(x, ξ) := lim
T→+∞

1
T

∫ T

0
a(φs(x, ξ))ds,

où (φt) est le flot géodésique sur M . Notons que cette fonction est toujours bien définie sur le tore,
mais n’est a priori pas continue.

Le premier résultat de ce paragraphe nous dit que, lorsque la mesure semi-classique initiale ne
voit pas l’ensemble des fréquences résonantes, alors la mesure semi-classique à des instants ultérieurs
est indépendante du temps, et est particulièrement simple.

Proposition 3.2.1. Soit (uh) une suite de fonctions bornée dans L2(M), et h-oscillante. Supposons
que µu,0(Td × Ω) = 0. Alors, pour presque tout t ∈ R et tout a ∈ C∞c (T ∗Td), on a :∫

T∗Td
a(x, ξ)µu(t, dx, dξ) =

∫
T∗Td
〈a〉(x, ξ)µu,0(dx, dξ).

Remarque 3.2.1. En particulier, la mesure semi-classique est alors indépendante du temps.

Démonstration. Soit a ∈ C∞c (T ∗Td). L’hypothèse µu,0(Td × Ω) = 0 nous assure que, pour µu,0-
presque tout ξ ∈ Rd, on a :

〈a〉(x, ξ) = ā(ξ) := 1
(2π)d

∫
Td
a(y, ξ)dy,

car la moyenne ne se fait que sur des géodésiques denses.
On peut appliquer le théorème 3.1.3 (ii) à toute fonction a(ξ), et on en déduit que

∫
Td µu(t, dx, .) =∫

Td µu,0(dx, .), donc pour tout t ∈ R, on a :∫
T∗Td
〈a〉(x, ξ)µu,0(dx, dξ) =

∫
T∗Td

ā(ξ)µu,0(dx, dξ)

=
∫
T∗Td

ā(ξ)µu(t, dx, dξ)

=
∫
T∗Td
〈a〉(x, ξ)µu(t, dx, dξ)

Or, par le théorème 3.1.3 (i) pour presque tout t, µu(t) est invariante par le flot géodésique. On
a donc ∫

T∗Td
a(x, ξ)µu(t, dx, dξ) =

∫
T∗Td
〈a〉(x, ξ)µu(t, dx, dξ)

On en déduit l’égalité recherchée.
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Lorsque la mesure semi-classique initiale voit l’ensemble résonant, la situation est beaucoup
moins simple, comme le montre le résultat suivant. Plaçons nous à l’échelle de temps τh = 1

h .

Proposition 3.2.2. Soit ρ ∈ C∞(Td). Alors il existe deux suites de fonctions (un), (vn) ∈ L2(Td)
dont les mesures semi-classiques sont

µu,0(x, ξ) = µv,0(x, ξ) = |ρ(x)|2dxδ0(ξ),

mais telles que leurs limites semi-classiques sont, ∀t ∈ R :

µu(t, x, ξ) = |eit∆/2ρ|2(x)dxδ0(ξ)et

µv(t, x, ξ) = 1
(2π)d

(∫
Td
|ρ(y)|2dy

)
dxδ0(ξ)

Remarque 3.2.2. Il y a deux conclusions à tirer de ce résultat :
- La mesure semi-classique à un temps t > 0 peut dépendre du temps.
- Il n’est pas possible de déduire la mesure semi-classique à un temps t > 0 de la mesure semi-
classique au temps t = 0. Autrement dit, la mesure semi-classique n’est pas déterministe.

L’idée de la preuve est la suivante : on prend simplement un constante égale à ρ, ce qui correspond
à un état de vitesse nulle, et nous donne bien les µu annoncés après quelques calculs.

On construit vn en ajoutant une perturbation d’ordre
√
h à la phase, négligeable par rapport à

1, mais grande par rapport à h. Cette perturbation se fait selon une direction irrationnelle (ou du
moins, de plus en plus proche d’un irrationnel). La mesure de Wigner ne teste les propriétés d’une
fonction dans l’espace des phases qu’à l’échelle h, et donc ne voit pas la perturbation de phase
d’ordre

√
h au temps 0.

Cependant, après un temps 1
h , la vitesse irrationnelle donnée à vn permet une moyennisation

sur tout le tore, ce qui correspond au résultat annoncé.

Démonstration. Notons whu(t, .) := wh
eit∆/2uh

. Commençons par remarque que l’on a, pour une
fonction a(x, ξ) = 1

(2π)−d/2

∑
k∈Zd ak(ξ)eik·x, l’égalité :∫

R
φ(t)

(
whu(t), a

)
dt = 1

(2π)d

∫
R
φ(t)

∑
j,k∈Zd

û(j)û(k)â
(
j − k, hk + j

2

)
eit(|k|

2−|j|2)/2

= 1
(2π)d/2

∑
k,j∈Zd

φ̂
( |k|2 − |j|2

2

)
û(k)û(j)aj−k

(hk + hj

2

)
.

(3.6)

Pour définir les suites (uh) et (vh), on choisit un θ0 ∈ Rd\Ω, et (kn) une suite de Qd ayant pour
limite θ0. On supposera que kn =

(
p1
n

q1
n
, ...,

pdn
qdn

)
, avec pjn et qjn premiers entre eux. Notons qn le plus

petit multiple commun de q1
n, ..., q

d
n, et λn :=

∏n
i=1 qi. Comme au moins l’un des coefficients de θ0

est irrationnel, on a lim
n−→∞

λn =∞. On écrira hn := 1/(λ2
n). Posons

Sn(x) :=
√
hnkn · x,

puis
uhn(x) := ρ(x),
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vhn(x) := ρ(x)eiS(x)/hn .

Comme λnkn est à coefficients entiers, on a :

ûhn(k) = ρ(k),

v̂hn(k) = ρ(k − λnkn).
Le fait que les mesures semi-classiques associées à uhn et vhn soient celles données par la proposition
se prouve de la même manière que l’exemple 3.1.2
Calculons la limite de wun . Pour cela, on regarde tout d’abord son action contre des fonctions tests
de la forme a(x, ξ) := al(ξ)e−il·x, avec al ∈ C∞c (Rd), et contre φ ∈ L1(R), avec φ̂ ∈ Cc(R). On a,
par la formule 3.6 :∫

R
φ(t)

(
whnu (t, ·), a

)
=
∑
j−k=l

φ̂
( |k|2 − |j|2

2

)
û(k)û(j)al

(hnk + hnj

2

)
En prenant la limite n −→∞, on a par convergence dominée :∫

R×Td
φ(t)a(ξ)µu(t, dx, dξ) = al(0)

∑
j−k=l

φ̂
( |k|2 − |j|2

2

)
ρ̂(k)ρ̂(j).

Pour une fonction a ∈ C∞c (T ∗Td) générale de la forme a(x, ξ) =
∑
l∈Zd al(ξ)e−il·x, on a donc :∫

R×Td
φ(t)a(x, ξ)µu(t, dx, dξ) =

∑
l∈Zd

∑
j−k=l

al(0)φ̂
( |k|2 − |j|2

2

)
ρ̂(k)ρ̂(j)

=
∫
R×Td

a(x, 0)|eit∆/2ρ(x)|2dx

Calculons maintenant la limite de wvn . On a cette fois-ci∫
R
φ(t)

(
w̃hv (t), a

)
dt =

∑
j−k=l

φ̂
( l · (k + j)

2

)
ρ̂(k − λnkn)ρ̂(j − λnkn)al

(hnk + hnj

2

)
=
∑
j−k=l

φ̂
(
l ·
( (k + j)

2 + λnkn

))
ρ̂(k)ρ̂(j)al

(hnk + hnj

2 + kn
λn

)
.

Or lim
n→∞

l · kn = l · θ0 ; Par conséquent, si l 6= 0, on a pour j, k fixés,

lim
n→∞

∣∣∣l · ( (k + j)
2 + λnkn

)∣∣∣ =∞

Comme φ̂ est à support compact, on en déduit par convergence dominée que, quand l 6= 0 :

lim
n→∞

∫
R
φ(t)

(
whnv (t, ·), a

)
= 0.

Si l = 0, on a

lim
n→∞

∫
R
φ(t)

(
whnv (t, ·), a

)
= lim
n→∞

φ̂(0)
∑
j∈Zd
|ρ̂(j)|2a0(hnj +

√
hnkn)

= (2π)−dφ̂(0)a0(0)‖ρ‖2L2

Ce qui est bien le résultat recherché.
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On voudrait étudier des objets semi-classiques déterministes. Ceux-ci doivent être plus com-
pliqués que les mesures semi-classiques, en prenant mieux en compte les phénomènes liés aux direc-
tions résonantes. C’est ce que nous allons faire par la suite, grâce à la méthode dite de ”deuxième
micro-localisation”.



Chapitre 4

L’équation de Schrödinger sans
paramètre sur le tore

Dans cette section, nous considérerons l’équation de Schrödinger sans paramètre h, et avec un
potentiel V , sur le tore plat Td :

i∂tψ = (−∆ + V )ψ.

Comme nous l’avons vu à la remarque 3.1.4, cela correspond à étudier l’équation de Schrödinger
avec un paramètre h, à l’échelle de temps 1/h, et pour des potentiels Ṽ = h2V . Nous oublions le
préfacteur 1/2 devant le Laplacien, pour simplifier les notations.

Notons que les potentiels considérés peuvent dépendre du temps. Comme le paramètre h dispa-
rait de l’équation, nous noterons le propagateur UV (t), ou encore eit∆ quand le potentiel est nul.
Nous noterons parfois uh(t, ·) pour (UV (t)uh)(·).

Nous ferons dans un premier temps l’hypothèse que V ∈ C∞(Td × R) ∩ L∞(Td × R). Nous
généraliserons ensuite certains de nos résultats à des potentiels moins réguliers dans la section 4.6 .

Toutes les méthodes que nous présenterons fonctionnent sur des tores rationnels, c’est à dire tels
que le rapport des côtés est un nombre rationnel. Pour des tores irrationnels, certains des résultats
restent vrais, mais les méthodes de preuve ne sont pas tout à fait les mêmes. Nous renvoyons
le lecteur intéressé à l’article [AFKM11] pour le cas d’un tore quelconque, avec un opérateur de
Schrödinger plus général.

Les deux résultats les plus importants de ce chapitre sont le théorème 4.1.1, que nous allons
présenter dans la section suivante, et le théorème 4.5.1, qui traite de l’évolution des mesures semi-
classiques en fonction du temps. Ce théorème ne sera énoncé que dans la section 4.4, car il nous
faut auparavant introduire quelques définitions.

4.1 Questions de régularité
Estimées de Strichartz En raison de son caractère dispersif, l’équation de Schrödinger possède
des propriétés régularisantes. Dans Rd, ces propriétés se traduisent en termes d’estimations de
Strichartz. Ce sont des inégalités de la forme

‖eit∆/2u0‖Lp(Rt×Rdx) ≤ C‖u0‖L2(Rd), (4.1)

23
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pour tout u0 ∈ L2(Rd), et pour

p = 2 + 4
d
. (4.2)

Ces inégalités nous disent qu’une solution de l’équation de Schrödinger est plus régulière que ce
à quoi on pourrait s’attendre en regardant simplement la condition initiale. Elles sont essentielles
pour comprendre la version non linéaire de l’équation de Schrödinger, dans laquelle on ajoute un
terme en |ψ|qψ à l’équation.

Une telle inégalité est-elle encore vraie sur le tore ? Ceci est impossible, car il y a des solutions
périodiques en temps à l’équation de Schrödinger sur le tore. Il n’est donc pas possible d’obtenir
une estimée comme 4.1, dans laquelle on intègre sur tous les temps réels.

On peut alors chercher à obtenir une estimées de Strichartz locales en temps, c’est à dire une
inégalité de la forme :

‖eit∆/2u0‖Lp([0,1]t×Rdx) ≤ C‖u0‖L2(Rd), (4.3)

Remarquons que l’on peut évidemment remplacer [0, 1] dans 4.3 par n’importe quel segment
inclus dans R.

Un tel résultat est-il vrai ? Bourgain a montré qu’il ne pouvait pas être vrai pour les exposants
donnés par 4.2 ([Bou93]),[Bou07]). Cependant, Zygmund a montré ([Zyg74]) que l’inégalité 4.3 était
vraie pour d = 1 et p = 4. Pour d ≥ 2, Bourgain ([Bou93]) a conjecturé que l’inégalité 4.3 était
vraie pour un p > 2.

Absolue continuité L’un des résultats principaux de ce chapitre va dans le sens de cette conjec-
ture de Bourgain. En effet, si cette conjecture est vraie, et si on prend une suite de conditions
initiales (un) bornée dans L2, alors la suite des U(t)un sera dans un Lp pour p > 2 et pour presque
tout t. En particulier, si on regarde les densités associées |U(t)un|2, elles formeront pour presque
tout t une suite bornée dans un Lq, pour q = p

2 > 1. On pourra donc extraire une sous-suite qui
converge faiblement, et la limite sera dans Lq. En particulier, la limite sera absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue. C’est la philosophie du résultat suivant.

Théorème 4.1.1. Soit (uh) une suite bornée dans L2(Td), et soit µu une mesure semi-classique
dépendant du temps associée. Alors, pour presque tout t,

∫
Rd µ(t, ·, dξ) est absolument continue par

rapport à la mesure de Lebesgue sur Td.

Remarque 4.1.1. On peut montrer qu’un tel résultat est faux sur la sphère. On en déduit qu’il n’y
a pas d’estimées de type Strichartz sur la sphère. Pour plus de détails sur les propriétés de régularité
des mesures semi-classiques sur différentes variétés, et le lien avec les estimées de Strichartz, nous
invitons le lecteur à lire l’article [AM11a].

Une autre manière d’énoncer ce résultat est d’utiliser la définition suivante.

Définition 4.1.1. Soit T > 0 et (vn) une suite bornée dans L2(]0;T [×Td). On dit que (vn) vérifie
la propriété (ACT ) si toute limite faible-* de la suite de mesures (|vn|2dtdx) est absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue sur ]0, T [×Td.

Corollaire 4.1.1. Soit (un) une suite de fonctions bornée dans L2(Td). Alors la suite des (UV (t)un)
vérifie (ACT ) pour tout T > 0.
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Preuve que le théorème implique le corollaire. Soit (un) une suite de fonctions bornées dans L2(Td).
On peut trouver une suite (hn) tendant vers 0 telle que :

lim
n→∞

∑
k∈Zd,‖k‖≤h−1

n

|ûn(k)|2 = 1. (4.4)

Cela revient à trouver une échelle (hn) telle que (un) est (hn)-oscillante.
On pose alors

ũn(x) =
∑

k∈Zd,‖k‖≤h−1
n

ûn(k) eik · x
(2π)d/2

.

L’équation 4.4 implique que whnun et w̃hnun ont la même limite µ.
Notons ν une limite faible-* de la suite des (|UV (t)|2dtdx).
Comme µ est la limite semi-classique des w̃hnun , qui a son support sur Td × B(0, 1), il n’y a pas

de perte de masse à l’infini. On peut donc en déduire que

ν(t, x) =
∫
Rd
µ(t, x, dξ).

Donc ν est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur Td pour presque tout t.
L’absolue continuité en temps découle du théorème 3.1.2.

Le corollaire 4.1.1 a été prouvé dans le cas V = 0 par Zygmund ([Zyg74]) dans le cas d = 1,
puis pour V = 0, mais d quelconque, par Bourgain ([Bou97]). La méthode utilisée est d’étudier de
manière fine l’intersection d’un parabolöıde avec un réseau. Dans un article récent, Burq ([Bur12])
montre comment passer du résultat sans potentiel à un résultat avec un potentiel peu régulier. Nous
présenterons sa méthode dans le paragraphe 4.6.1.

Les techniques présentées ici sont très différentes, car elles consistent à comprendre comment les
mesures de Wigner se concentrent sur les directions résonantes. Elles nous permettront également
d’obtenir une loi de propagation pour la distribution de Wigner.

Uniforme Intégrabilité Nous proposons une conjecture intermédiaire entre la conjecture de
Bourgain et le corollaire 4.1.1.

Définition 4.1.2. Soit T > 0, et soit (vn) une suite bornée dans L2([0, T ]× Td). Nous dirons que
(vn) vérifie l’hypothèse (UIT ) si la suite des (|vn|2) est uniformément intégrable.

Autrement dit, ∀ε > 0,∃δ > 0,∀n ∈ N,∀A ⊂ [0, T ]×Td mesurable, si |A| < δ, alors
∫
A
|vn|2 < ε.

On utilise parfois le terme d’équi-intégrabilité plutôt que celui d’uniforme intégrabilité.
Le théorème de Dunfort-Pettis nous dit que cette condition est équivalente à l’existence d’une sous-
suite convergente pour la topologie faible de L1.

La conjecture suivante, notée (U), est strictement moins forte que celle de Bourgain, et est
la condition naturelle permettant de généraliser certains des résultats qui vont suivre au cas de
potentiels peu réguliers.

(U) : Pour toute suite (un) normalisée dans L2(Td), et pour tout T > 0, la suite des vn = eit∆un
vérifie l’hypothèse (UIT ).
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Pour des résultats de régularité d’un autre genre, nous renvoyons le lecteur à [AJM12], où les
auteurs obtiennent plus de sommabilité pour les coefficients de Fourier des solutions de l’équation
de Schrödinger sans potentiel.

4.2 Décomposition d’une mesure invariante
Ce que nous devons retenir des résultats de la section 3.2, c’est que la dynamique de Schrödinger

sur le tore est compliquée en raison des directions résonnantes. Nous devons donc dans un premier
temps décrire précisément cet ensemble résonnant, et la manière donc une mesure invariante peut
se décomposer sur ces directions résonnantes. Nous appliquerons ensuite ces résultats aux mesures
semi-classiques.

Nous dirons qu’un sous-module Λ de Zd est primitif si on a 〈Λ〉∩Zd = Λ, où 〈Λ〉 désigne l’espace
vectoriel engendré par Λ. Nous noterons L l’ensemble des sous-modules primitifs de Zd.

Nous noterons
Λ⊥ := {ξ ∈ Rd; ξ · k = 0,∀k ∈ Λ},

TΛ := 〈Λ〉/2πΛ, et

TΛ⊥ := Λ⊥/(2πZd ∩ Λ⊥)

Nous noterons également Λξ := {k ∈ Zd; k · ξ = 0}, et

Ωj := {ξ ∈ Rd; rg(Λξ) = d− j}.

Les Ωj forment une partition de Rd. On a Ω =
⋃d−1
j=0 Ωj . On dit que Ωd = Rd\Ω est l’ensemble des

vecteurs non résonnants. Ecrivons aussi :

RΛ := Λ⊥ ∩ Ωd−rg(Λ).

Remarquons qu’un vecteur ξ est dans RΛ si et seulement si la géodésique partant de 0 avec une
vitesse ξ est dense dans TΛ⊥ .

Les RΛ forment une partition de Rd. On en déduit le résultat suivant.

Lemme 4.2.1. Soit µ une mesure de Radon finie et positive sur T ∗Td. Alors µ se décompose en
une somme de mesures de Radon finies positives :

µ =
∑

Λ∈L

µ|Td×RΛ

Etant donnée une mesure µ ∈M+(T ∗Td), on définit ses coefficients de Fourier comme étant les
mesures complexes sur Rd :

µ̂(k, ·) :=
∫
Td

e−ik·x

(2π)d/2
µ(dx, ·), k ∈ Zd.

On a alors, au sens des distributions :

µ(x, ξ) =
∑
k∈Z

µ̂(k, ξ) eik.x

(2π)d/2
.
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Si µ ∈M+(T ∗Td) et Λ ∈ L , nous noterons

〈µ〉Λ(x, ξ) :=
∑
k∈Λ

µ̂(k, ξ) eik.x

(2π)d/2
.

C’est la moyenne de µ sur les positions x+ Λ⊥.

Lemme 4.2.2. La distribution 〈µ〉 est une mesure de Radon positive sur T ∗Td.

Démonstration. Soit a ∈ C∞c (T ∗Td). On a :

a(x, ξ) =
∑
k∈Zd

â(k, ξ) eik.x

(2π)d/2
.

Soit {v1, ..., vn} une base de Λ⊥.
Notons

〈a〉Λ(x, ξ) := lim
T1,...,Tn−→∞

1
T1...Tn

∫ T1

0
...

∫ Tn

0
a
(
x+

n∑
j=1

tjvj , ξ
)
.

On vérifie sans peine que cette limite existe.
Remarquons d’une part que l’on a :

〈a〉Λ(x, ξ) =
∑
k∈Λ

â(k, ξ) eik.x

(2π)d/2
,

et donc (
〈µ〉Λ, a

)
=
∫
T∗Td
〈a〉Λ(x, ξ)µ(dx, dξ).

D’autre part, on déduit immédiatement de la définition de 〈a〉 que 〈a〉 ∈ C∞c (T ∗Td), que
‖〈a〉Λ‖L∞(T∗Td) ≤ ‖a‖L∞(T∗Td), et que 〈a〉Λ est positive dès que a l’est.
Ces trois propriétés suffisent à caractériser une mesure de Radon finie positive.

Rappelons qu’une mesure µ ∈M+(T ∗Td) est dite invariante par le flot géodésique si, pour tout
τ ∈ R,

(φτ )∗µ = µ.

Sur le tore, le flot géodésique a une expression particulièrement simple : φτ (x, ξ) = (x+ τξ, ξ).
Nous savons, par le théorème 3.1.3, qu’une mesure semi-classique est invariante par le flot géodésique.
Le lemme suivant nous dit que c’est encore le cas pour toutes les mesures de la décomposition 4.2.1.
Nous pourrons donc étudier l’évolution de chacune de ces mesures indépendamment.

Lemme 4.2.3. Soit µ une mesure positive invariante par le flot géodésique sur T ∗Td. Alors tous
les termes dans la décomposition du lemme 4.2.1 sont des mesures positives invariantes, et on a

µ|Td×RΛ = 〈µ〉Λ|Td×RΛ
. (4.5)
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Démonstration. L’invariance des mesures µ|Td×RΛ découle de l’invariance de µ. Pour montrer l’égalité
4.5, il nous faut montrer que si k /∈ Λ, alors µ̂(k, .)|RΛ = 0. Mais l’équation (φt)∗µ = µ est équivalente
à l’équation, au sens des distributions :

ξ · ∇xµ(x, ξ) = 0, soit, par transformée de Fourier

i(k · ξ)µ̂(k, ξ) = 0, ∀k ∈ Zd.

On a donc
sptµ̂(k, ·) ⊂ {ξ ∈ Rd; k · ξ = 0}.

Or, par définition, RΛ ∩ {ξ ∈ Rd; k · ξ = 0} 6= ∅ si et seulement si k ∈ Λ. Le lemme en découle.

Remarque 4.2.1. Si v ∈ Rd, on notera τv : T ∗T −→ T ∗T la translation :

τv(x, ξ) = (x+ v, ξ).

La preuve du lemme précédent montre que l’on a

µ|Td×RΛ = 〈µ〉Λ|Td×RΛ

si et seulement si on a
∀v ∈ Λ⊥, τv∗µ|Td×RΛ = µ|Td×RΛ

4.3 Deuxième micro-localisation sur un espace affine résonnant
Dans cette section, nous allons mieux comprendre chacun des termes de la décomposition du

lemme 4.2.1, en réalisant une ”deuxième micro-localisation sur la direction Λ⊥”. L’idée est que l’on
coupe les mesures de Wigner whu en deux parties : l’une se concentre très vite en la variable ξ sur
la direction Λ quand h −→ 0, l’autre reste assez éloignée de cette direction. En passant à la limite,
on obtient deux objets assez différents, mais possédant tous deux de bonnes propriétés d’invariance
et/ou de régularité. On peut alors en déduire des propriétés de régularité sur les µu|Td×RΛ , et une
loi de propagation.

En fait, ceci ne prouve les résultats recherchés que dans le cas où d = 2. Pour prouver l’analogue
de ces résultats en dimension supérieure, il nous faut effectuer des ”deuxièmes micro-localisations
successives”. Les notations sont alors beaucoup plus lourdes, mais les idées sont les mêmes. Nous
traiterons du cas d > 2 dans la section suivante.

Si Λ est un sous-module primitif de Zd, nous noterons PΛ la projection orthogonale sur la
direction 〈Λ〉.

Pour comprendre la façon dont les mesures de Wigner se concentrent sur une direction 〈Λ〉, nous
les ferons agir sur l’espace de fonctions suivant.

Définition 4.3.1. Soit Λ ∈ L . Nous noterons S1
Λ l’ensemble des fonctions a(x, ξ, η) sur T ∗Td×〈Λ〉

qui vérifient :
(i) a est à support compact en les variables (x, ξ) ∈ T ∗Td.
(ii) a est homogène de degré 0 à l’infini par rapport à la variable η ∈ 〈Λ〉. C’est à dire qu’il existe
un R0 > 0 et une fonction a∞ ∈ C∞c (T ∗Td×S〈Λ〉) telle que, pour |η| > R0 et (x, ξ) ∈ T ∗Td, on a :

a(x, ξ, η) = a∞

(
x, ξ,

η

|η|

)
.
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(iii) a n’a des modes de Fourier pour la variable x qu’en la direction Λ. C’est à dire que

a(x, ξ, η) =
∑
k∈Λ

âk(ξ, η) eik.x

(2π)d/2
.

On considérera la ”distribution de Wigner” agissant sur S1
Λ par

(
w̃hu(t), a

)
:=
∫
T∗Td

a(x, ξ, PΛ(ξ)
h

)whu(t)(dx, dξ)

Remarquons que le point (iii) de la définition précédente nous est dicté par le lemme 4.2.3 : on peut
se limiter aux fonctions dont les coefficients de Fourier en x sont selon la direction 〈Λ〉.
Soit χ ∈ C∞c (〈Λ〉) une fonction de troncature positive, identiquement égale à un près de l’origine,
et nulle en dehors de la boule unité. Si a ∈ S1

Λ, R > 1, on décompose a en a(x, ξ, η) = a1(x, ξ, η) +
a2(x, ξ, η), où :

a1(x, ξ, η) := a(x, ξ, η)
(

1− χ
( η
R

))
a2(x, ξ, η) := a(x, ξ, η)χ

( η
R

)
Ceci nous permet de décomposer la distribution de Wigner en deux parties :

w̃hu(t) = wh,Λu,R(t) + whu,Λ,R(t)

où (
wh,Λu,R(t), a

)
:=
∫
T∗Td

a1(x, ξ, PΛ(ξ)
h

)whu(t)(dx, dξ)

(
whu,Λ,R(t), a

)
:=
∫
T∗Td

a2(x, ξ, PΛ(ξ)
h

)whu(t)(dx, dξ).

Le premier terme concerne whu à des fréquences telles que |PΛ(ξ)| ≥ Rh, tandis que le second
correspond à |PΛ(ξ)| ≤ Rh.

Nous voulons analyser le comportement asymptotique quand h → 0 de whu en séparant le
comportement lorsque ξ est à une distance de Λ⊥ grande devant h, et lorsque cette distance est
de l’ordre de h ou plus petite. Il nous faut donc étudier chacun des termes ci-dessus en prenant
successivement les limites h −→ 0+ et R −→ +∞.

Le théorème de Calderón-Vaillancourt nous assure que wh,Λu,R et whu,Λ,R sont bornées dans L∞(R; (S1
Λ)′).

Le théorème de Banach-Alaoglu nous donne alors le résultat suivant.

Proposition 4.3.1. Quitte à extraire des sous-suites, il existe µ̃Λ
u et µ̃u,Λ dans L∞(R; (S1

Λ)′) telles
que, ∀φ ∈ L1(R) et ∀a ∈ S1

Λ :∫
R
φ(t)

(
µ̃Λ
u (t, .), a

)
dt := lim

R−→∞
lim
h−→0

∫
R
φ(t)

(
wh,Λu,R(t), a

)
dt

∫
R
φ(t)

(
µ̃u,Λ(t, .), a

)
dt := lim

R−→∞
lim
h−→0

∫
R
φ(t)

(
whu,Λ,R(t), a

)
dt
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Dans ce qui précède, on a ajouté une variable auxiliaire η. Pour retrouver des informations sur
µu, il nous faut intégrer sur toutes les valeurs possibles de cette variable η. Notons

µΛ
u (t, ·) :=

∫
〈Λ〉

µ̃Λ
u (t, ·, dη)|Td×RΛ

µu,Λ(t, ·) :=
∫
〈Λ〉

µ̃u,Λ(t, ·, dη)|Td×RΛ .

La décomposition w̃hu(t) = wh,Λu,R(t) + whu,Λ,R(t) nous donne :

Proposition 4.3.2. Pour presque tout t, µΛ
u (t, ·) et µu,Λ(t, ·) vérifient :

µu(t, ·)|Td×RΛ = µΛ
u (t, ·) + µu,Λ(t, ·).

Démonstration. Soit b ∈ C∞c (T ∗Td). Notons b̃ la fonction définie par b̃(x, ξ, η) = b(x, ξ). On a bien
b̃ ∈ S1

Λ, et : (
whu(t), b

)
=
(
w̃hu(t)b̃big)

=
(
wh,Λu,R(t) + whu,Λ,R(t), b̃

)
,

puis, par passage à la limite, (
µu(t)|Td×RΛ , b

)
=
(
µ̃Λ
u (t) + µ̃u,Λ(t), b̃

)
=
(
µΛ
u (t) + µu,Λ(t), b

)
car b ne dépend pas de η.

Pour comprendre le comportement de µ|Td×RΛ , nous allons donc nous intéresser aux propriétés
de µ̃Λ

u et de µ̃u,Λ. Ces deux distributions ont un comportement très différent, mais sont toutes deux
régulières, en un sens précisé par les résultats suivants.
Si (x, ξ, η) ∈ T ∗Td × (〈Λ〉\{0}) et s ∈ R

φ0
s(x, ξ, η) := (x+ sξ, ξ, η)

φ1
s(x, ξ, η) :=

(
x+ s

η

|η|
, ξ, η

)
Lemme 4.3.1. µ̃u,Λ(t, ·) et µ̃Λ

u (t, ·) sont invariantes par l’action de φ0
s pour presque tout t : ∀s ∈ R

(φ0
s)∗µ̃u,Λ(t, ·) = µ̃u,Λ(t, ·)

(φ0
s)∗µ̃Λ

u (t, ·) = µ̃Λ
u (t, ·)

Démonstration. Soit a ∈ C∞c (T ∗Td). On a

d

dt

(
whu(t), a

)
= i
〈
uh(t, ·),

[
− 1

2∆ + V (t, ·), Oph(a)
]
uh(t, ·)

〉
.

En utilisant la formule 2.7, on a

d

dt

(
whu(t), a

)
= 1
h

(
whu(t), ξ · ∇a

)
+
(
LhV (t), a

)
(4.6)
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où (
LhV (t), a

)
:= i〈uh(t, ·), [V (t, ·), Oph(a)]uh(t, ·)〉.

Cette quantité est bornée uniformément en h quand t varie sur un compact. On peut donc multiplier
par h et intégrer l’équation 4.6 contre une fonction φ ∈ C∞c (R). On obtient∫

R
φ(t)

(
whu(t), ξ · ∇a

)
= −h

∫
R
φ′(t)

(
whu(t), a

)
+ h

∫
R
φ(t)

(
LhV (t), a

)
.

On remplace alors dans cette égalité a par a1(x, ξ, PΛ(ξ)
h ) et a2(x, ξ, PΛ(ξ)

h ), et on passe aux limites
h −→ 0 et R −→∞. On en déduit que(

µ̃u,Λ(t, ·), ξ · ∇
)

= 〈µ̃Λ
u (t, ·), ξ · ∇a

)
= 0,

ce qui est le résultat recherché.

Corollaire 4.3.1. Pour presque tout t, µΛ
u (t, ·) et µu,Λ(t, ·) sont invariantes par le flot géodésique.

Théorème 4.3.1. [Propriétés de µ̃Λ
u ] Pour presque tout t, il existe MΛ(t, ·) une distribution sur

T ∗Td × S〈Λ〉 telle que, pour tout a ∈ S1
Λ, on a(

µ̃Λ
u (t, ·), a

)
S1

Λ
=
(
MΛ, a∞

)
D′(T∗Td×S〈Λ〉

.

On identifiera par la suite µ̃Λ
u à MΛ.

De plus, on a pour presque tout t ∈ R et pour tout s ∈ R :(
φ1
s

)
∗µ̃

Λ
u (t, ·) = µ̃Λ

u (t, ·)

Théorème 4.3.2 (Propriétés de µ̃u,Λ). Pour presque tout t, µ̃u,Λ(t, ·) a son support sur Td×Λ⊥×
〈Λ〉, et sa projection sur Td est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

De plus, µu,Λ(t, ·) est une mesure positive sur T ∗Td.

Remarque 4.3.1. Comme pour presque tout t, µu(t, ·)|Td×RΛ = µΛ
u (t, ·) + µu,Λ(t, ·), on en déduit

que µΛ
u (t, ·) est également une mesure de Radon sur T ∗Td.

On peut en fait montrer que MΛ est une mesure positive. Le lecteur intéressé peut lire une idée
de preuve dans [AM11b]. Nous n’aurons pas besoin de ce résultat dans la suite.

Preuve du théorème 4.1.1 en dimension 2 Avant de rentrer dans les détails de la preuve
de ces théorèmes, nous allons montrer comment ils permettent de prouver le théorème 4.1.1 en
dimension 2.

Pour presque tout t, on décompose µu comme

µu =
∑
Λ∈L

(µΛ
u (t, ·) + µu,Λ(t, ·)).

Or, par le théorème 4.3.2, la projection du second terme sur Td est absolument continue.
Quant au premier terme, il faut distinguer trois cas possibles.
- Si Λ = {0}, alors wh,Λu,R = 0, et donc µΛ

u = 0.
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-Si 〈Λ〉 est de dimension 1, la loi de propagation du théorème 4.3.1 qui nous donne la régularité
désirée. En effet, on a

(
φ1
s

)
∗µ̃

Λ
u (t, ·) = µ̃Λ

u (t, ·), et donc

(τsv)∗µ̃Λ
u (t, ·)|Td×RΛ×〈Λ〉 = µ̃Λ

u (t, ·)Td×RΛ×〈Λ〉, (4.7)

pour tout v ∈ 〈Λ〉, ‖v‖ = 1 et tout s ∈ R.
D’autre part, l’équation 4.5 nous dit que 4.7 est encore valable pour v ∈ Λ⊥. On en déduit

qu’elle est vraie pour tout v ∈ R2. Par conséquent, la mesure µ̃Λ
u (t, ·)|Td×RΛ×〈Λ〉 est constante en

x ∈ Td.
- Enfin, si Λ = Z2, l’équation 4.7 est vraie pour tout v ∈ R2, donc la mesure µ̃Λ

u (t, ·)|Td×RΛ×〈Λ〉
est constante en x ∈ Td, ce qui conclut la preuve du théorème en dimension 2.

En dimension plus grande, la preuve précédente ne marche pas, car on n’a pas Zd = RΛ + Λ⊥,
il faut ajouter à la somme des espaces résonnants de dimension plus petites. Nous ferons cela par
des deuxièmes micro-localisations successives. Dans [Mac10], l’absolue continuité est prouvée dans
le cas de la dimension 2 uniquement avec ces méthodes. C’est dans [AM11b] que les deuxièmes
micro-localisations successives sont employées pour généraliser aux dimensions supérieures.

4.3.1 Propriétés de µ̃Λ
u

Nous nous proposons ici de prouver le théorème 4.3.1.
Soit a ∈ S1

Λ. Il existe R0 > 0 et a∞ ∈ C∞c (T ∗Td × S〈Λ〉) telle que

a(x, ξ, η) = a∞

(
x, ξ,

η

|η|

)
,

dès que |η| ≥ R0. Par conséquent, pour R assez grand, la valeur de (wΛ
u,h,R, a) ne dépend que de

a∞. On en déduit que µ̃Λ
u peut être identifié à un élément du dual de C∞c (T ∗Td × S〈Λ〉).

Montrons maintenant la propriété d’invariance. Soit a ∈ S1
Λ. Remarquons que, comme a n’a de

modes de Fourier en la variable x que selon la direction 〈Λ〉, on a :

ξ

h
.∇a1

(
x, ξ,

PΛ(ξ)
h

)
= PΛ(ξ)

h
.∇a1

(
x, ξ,

PΛ(ξ)
h

)
.

Soit φ ∈ C∞c (R). Comme a1 s’annule quand η est proche de 0, on a, par l’équation 4.6 :∫
R
φ(t)〈wh,Λu,R,

η

|η|
.∇a1〉dt = −

∫
R
φ′(t)〈wh,Λu,R,

1
|η|
a1〉dt+

∫
R
φ(t)〈LhV (t), 1

|η|
a1〉dt. (4.8)

On pose η = rω, avec r > 0 et ω ∈ S〈Λ〉. On écrit également bR(x, ξ, η) := 1
|η|a1(x, ξ, η). Pour R

assez grand, on a :
bR(x, ξ, η) = 1

r

(
1− χ

(rω
R

))
a∞(x, ξ, ω).

Ecrivons alors BΛ
h,R = Oph

(
bR
(
x, ξ, ηh

))
. Comme bR est homogène de degré -1 en η, on déduit du

théorème de Calderón-Vaillancourt qu’il existe une constante C telle que

lim sup
h→0

‖BΛ
h,R‖L(L2(Td)) ≤ C/R.
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Donc
lim
R→∞

lim
h→0

∫
R
φ′(t)〈wh,Λu,R,

1
|η|
a1〉dt = 0.

et
lim sup
h→0

〈LhV (t), 1
|η|
a1〉 ≤ C lim sup

h→0
‖[V,BΛ

h,R]‖L(L2(Td))

≤ C ′

R
‖V ‖L∞(Td)

On peut alors faire tendre h vers 0 et R vers∞ dans 4.8, pour obtenir, pour presque tout t ∈ R :

ω · ∇xµ̃Λ
u (t, x, ξ, ω) = 0.

Ce qui est bien équivalent au résultat recherché.

4.3.2 Propriétés de µ̃u,Λ

Nous allons maintenant nous intéresser à la mesure µ̃u,Λ, qui contient les propriétés de µ micro-
localement près de Λ⊥.

Géométrie des sous-tores Dans ce paragraphe, nous allons comprendre comment on peut
décomposer le tore Td en ”le produit de TΛ et de TΛ⊥”. En particulier, cela permettra d’iden-
tifier une fonction sur Td dont tous les modes de Fourier sont selon Λ à une fonction sur TΛ.

On écrira L2
Λ(Td) ⊂ L2(Td) pour l’ensemble des fonctions qui n’ont des modes de Fourier que

selon Λ.
On a l’isomorphisme

χΛ :
{

Λ⊥ × 〈Λ〉 −→ Rd

(x, y) 7−→ x+ y

On notera χ̃Λ : T ∗Λ⊥ × T ∗Λ −→ T ∗Rd la transformation canonique induite sur les espaces cotan-
gents. En identifiant T ∗Rd à R2d, celle-ci s’écrit χ̃Λ(s, σ, y, η) = (s+ y, σ + η).

L’application χΛ passe au quotient, et l’application

πΛ :
{
TΛ⊥ × TΛ −→ Td

(x, y) 7−→ x+ y

est une surjection, et un morphisme de groupes. Cependant, cette application n’est pas injective :
0 peut avoir plus d’un antécédent. Notons pΛ le nombre d’antécédents de 0. On a un recouvrement
de Td de degré pΛ.

On écrira π̃Λ : T ∗TΛ⊥ × T ∗TΛ −→ T ∗Td la transformation canonique induite sur les espaces
cotangents.

On définit maintenant un isomorphisme TΛ : L2
loc(Rd) −→ L2

loc(Λ⊥ × 〈Λ〉) par

TΛu := 1
√
pΛ

(u ◦ χΛ).
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Le facteur p−1/2
Λ fait que TΛ est une isométrie de L2(Td) vers un sous-espace de L2(TΛ⊥ × TΛ).

De plus, si u ∈ L2
Λ(Td), alors, pour tout y ∈ TΛ⊥ , on a

TΛu(y, z) = 1
√
pΛ
u(y). (4.9)

Par conséquent, TΛ envoie L2
Λ(Td) dans L2(TΛ).

L’application χ̃Λ étant linéaire, on a pour tout a ∈ C∞c (T ∗Rd) :

TΛOph(a) = Oph(a ◦ χ̃Λ)TΛ. (4.10)

Ecrivons OpΛ⊥
h et OpΛ

h les quantifications de Weyl qui agissent toutes deux sur les fonctions
C∞c (T ∗Λ⊥×T ∗〈Λ〉), et qui agissent respectivement sur les variables de T ∗Λ⊥ et de T ∗〈Λ〉, laissant
les autres variables inchangées. Remarquons que l’on a formellement, pour tout a ∈ C∞c (T ∗Λ⊥ ×
T ∗〈Λ〉) :

Oph(a) = OpΛ
h ◦OpΛ⊥

h (a) = OpΛ⊥
h ◦OpΛ

h (a).

Pour que la formule ci-dessus fasse sens, il nous faut donner un sens à la quantification d’une fonc-
tion à valeurs opérateurs, alors que nous n’avons considéré que des fonctions à valeurs réelles ou
complexes. En fait, la formule 2.1 fait encore sens pour des fonctions à valeurs dans les opérateurs
bornés, ce que nous utiliserons par la suite.

Soit a ∈ C∞c (T ∗Td) ayant tous ses modes de Fourier en x selon la direction Λ. D’après l’équation
4.9, a ◦ π̃Λ est constante en la variable s ∈ TΛ⊥ . On écrira donc parfois a ◦ π̃Λ(σ, y, η) à la place de
a ◦ π̃Λ(s, σ, y, η). L’équation 4.10 se réécrit :

TΛOph(a) = OpΛ
hOp

Λ⊥
h (a ◦ π̃Λ)TΛ = OpΛ

h (a ◦ π̃Λ(hDs, ·))TΛ. (4.11)

Cette équation fait bien sens, car pour tout σ ∈ Λ⊥, les opérateurs OpΛ
h (a ◦ π̃Λ(σ, ·)) envoie l’espace

TΛ(L2
Λ(Td)) dans lui même.

Réécriture de whu,Λ,R Soit a ∈ S1
Λ. Définissons ahR,Λ ∈ C∞c (Λ⊥ × T ∗TΛ) par

ahR,Λ(σ, y, η) := a2(π̃Λ(σ, y, hη), η) = a2(y, σ + hη, η).

Cette fonction est nulle si |η| > R. On a :

〈whu,Λ,R(t), a〉 =
∫
T∗Td

a2(x, ξ, PΛ(ξ)
h

)whu(t)(dx, dξ)

= 〈Oph(a2(x, ξ, PΛ(ξ)
h

))uh(t), uh(t)〉

= 〈TΛOph(a2(x, ξ, PΛ(ξ)
h

))uh(t), TΛuh(t)〉L2(TΛ⊥ ;L2(TΛ))

= 〈OpΛ
h (ahR,Λ(hDs, y,

η

h
))TΛuh(t), TΛuh(t)〉L2(TΛ⊥ ;L2(TΛ))

= 〈OpΛ
1 (ahR,Λ(hDs, ·))TΛuh(t), TΛuh(t)〉L2(TΛ⊥ ;L2(TΛ)).

(4.12)

Le passage à la dernière ligne provient de l’équation 2.2.
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Remarquons que, pour tout R > 0 et pour tout (s, σ) ∈ T ∗TΛ⊥ , ahR,Λ(s, σ, ·) est à support
compact en (y, η), car cette fonction est nulle quand |η| > R. Le théorème 2.1.5 nous dit alors que
l’opérateur

OpΛ
1 (ahR,Λ(σ, ·))

est compact sur L2(TΛ).
Cette remarque justifie que l’on s’intéresse aux objet suivants :

Soit K ∈ C∞c (T ∗TΛ⊥ ;K(L2(TΛ))), où K(L2(TΛ)) est l’ensemble des opérateurs compacts sur
L2(TΛ). On écrit alors :(

nhu,Λ(t),K
)

:= 〈TΛuh(t),K(s, hDs)TΛuh(t)〉L2(TΛ⊥ ;L2(TΛ)). (4.13)

Ici, K(s, hDs) désigne la quantification de Weyl de K. La formule 2.1, que nous avons donné
pour une fonction a à valeurs complexes, fait encore sens quand a est à valeurs dans L(H), où H
est un espace de Hilbert.

Nous aimerions étudier la limite quand h −→ 0 d’un tel objet, afin d’obtenir des informations
sur µ̃u,Λ. Pour cela, nous allons avoir besoin de faire quelques rappels d’analyse fonctionnelle.

Mesures à valeurs opérateurs Etant donné un espace de Hilbert H, on écrira K(H) pour
l’ensemble des opérateurs compacts sur H, et L1(H) pour l’ensemble des opérateurs de type trace
sur H.

Si a ∈ L1(H), on notera sa trace trA. On munit L1(H) de la norme ‖A‖L1(H) = tr|A|. L1(H)
est alors le dual de l’espace K(H), la dualité étant donnée par

(
A,B

)
:= tr(AB).

Définition 4.3.2. Etant donné un espace métrique T séparé, σ-compact et localement compact, on
écrira M(T ;L1(H)) pour l’ensemble des opérateurs linéaires µ : Cc(T ) −→ L1(H) bornés, au sens
où pour tout K ⊂ T compact, il existe CK > 0 telle que pour tout φ ∈ Cc(K), on ait :

‖µ(φ)‖L1(H) ≤ CK sup
x∈K
|φ(x)|.

M(T ;L1(H)) s’identifie naturellement au dual de Cc(T ;K(H)). On dira que µ ∈M(T ;L1(H))
est positive si, pour toute φ positive, pour tout v ∈ H, 〈µ(φ)v|v〉 ≥ 0. On notera M+(T ;L1(H))
l’ensemble des mesures positives sur T à valeurs L1(H).

Théorème 4.3.3. Soit (uh) bornée dans L2(Td). Alors, quitte à extraire, on peut supposer que
nhu,Λ(t) converge vers ρ̃u,Λ au sens de la topologie faible-* de L∞(Rt;D′(T ∗TΛ⊥ ;L1(L2(TΛ)))).
C’est à dire que l’on a, pour tout φ ∈ L1(R) et pour tout K ∈ C∞c (T ∗TΛ⊥ ;K(L2(TΛ))) :

lim
h→0+

∫
R
φ(t)

(
nhu,Λ(t),K

)
dt =

∫
R
φ(t)Tr

∫
T∗TΛ⊥

K(s, σ)ρ̃u,Λ(t, ds, dσ)dt.

De plus, ρ̃u,Λ ∈ L∞(Rt;M+(T ∗TΛ⊥ ;L1(L2(TΛ)))), et pour presque tout t ∈ R, on a

Tr

∫
T∗T⊥Λ

ρ̃u,Λ(t, ds, dσ) ≤ 1.

Pour presque tout t ∈ R, la mesure ρ̃u,Λ(t, ·) est invariante par le flot géodésique sur T ∗TΛ.
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La preuve de ce théorème est la même que celle des théorèmes 3.1.2 et 3.1.3.

On veut maintenant utiliser la dernière ligne de 4.12 et le théorème 4.3.3, et prendre les limites
h −→ 0 et R −→∞.

Tout d’abord, remarquons que si a ∈ S1
Λ, le théorème de Calderón-Vaillancourt nous dit que

pour R fixé, on a
OpΛ

1 (ahR,Λ(σ, ·)) = OpΛ
1 (a0

R,Λ(σ, ·)) +O(h),

où le O(h) est au sens de la norme L2.
D’autre part, en écrivant a0

Λ(σ, y, η) = a(y, σ, η), c’est à dire en prenant ahR,Λ pour h = 0 et
R =∞, on a :

lim
R→∞

OpΛ
1 (a0

R,Λ(σ, ·)) = OpΛ
1 (a0

Λ(σ, ·)),

où la limite est à comprendre au sens de la topologie forte de C∞c (T ∗TΛ⊥ ;L(L2(TΛ))). En effet, a0
R,Λ

converge vers a0
Λ pour toutes les semi-normes définissant la topologie de C∞c (T ∗Td). Le théorème

de Calderón-Vaillancourt nous donne alors bien la convergence désirée.

En combinant la formule 4.12, le théorème 4.3.3 et les remarques précédentes, on obtient le
corollaire suivant, qui fait le lien entre ρ̃u,Λ et µ̃u,Λ :

Corollaire 4.3.2. Soit ρ̃u,Λ ∈ L∞(Rt;M+(T ∗TΛ⊥ ;L1(L2(TΛ)))) une limite faible-* de la suite
(nhu,Λ). On a, pour tout a ∈ S1

Λ et presque tout t ∈ R :∫
T∗Td×〈Λ〉

a(x, ξ, η)µ̃u,Λ(t, dx, dξ, dη) = TrL2(TΛ)

(∫
T∗TΛ⊥

OpΛ
1 (a0

Λ(σ, ·))ρ̃u,Λ(t, ds, dσ)
)
. (4.14)

On retrouve bien ici, par définition de ρ̃u,Λ, le fait que µ̃u,Λ a son support sur Td × Λ⊥ × 〈Λ〉.
Il était possible d’obtenir cette information sans construire les objets compliqués que nous avons
introduits ici.

Preuve de l’absolue continuité et du fait que µu,Λ est une mesure. Si a ∈ S1
Λ ne dépend pas de la

variable η ∈ 〈Λ〉, la formule 4.14 se réécrit :

∫
T∗Td×〈Λ〉

a(x, ξ)µ̃u,Λ(t, dx, dξ, dη) = TrL2(TΛ)

(∫
T∗TΛ⊥

ma◦πΛ(σ)ρ̃u,Λ(t, ds, dσ)
)
,

où, pour tout σ ∈ Λ⊥, on écrit ma(σ) pour l’opérateur de multiplication par a(·, σ) dans L2(TΛ).
On en déduit bien que µu,Λ est une mesure de Radon positive sur T ∗Td.

Or on sait que les opérateursOpΛ
h (a◦π̃Λ(σ, ·)) envoient TΛ(L2

Λ(Td)) dans lui-même. Par l’équation
4.13, on peut donc obtenir la même formule, avec l’espace L2(TΛ) remplacé par le sous-espace
TΛ(L2

Λ(Td)). Comme, sur cet espace, on a ma◦πΛ(σ) = TΛma(σ)T ∗Λ, on obtient la formule :

∫
T∗Td×〈Λ〉

a(x, ξ)µ̃u,Λ(t, dx, dξ, dη) = TrL2
Λ(Td)

(∫
T∗TΛ⊥

ma(σ)T ∗Λρ̃u,Λ(t, ds, dσ)TΛ

)
.
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En particulier, si a = a(x) ne dépend pas de la variable ξ, ceci se réécrit :∫
T∗Td×〈Λ〉

a(x)µ̃u,Λ(t, dx, dξ, dη) = TrL2
Λ(Td)

(
ma

∫
T∗TΛ⊥

T ∗Λρ̃u,Λ(t, ds, dσ)TΛ

)
. (4.15)

Cette formule suffit à justifier l’absolue continuité de la projection de µ̃u,Λ sur Td. En effet, notons
O(t) =

∫
T∗TΛ⊥

T ∗Λρ̃u,Λ(t, ds, dσ)TΛ. C’est un opérateur de type trace, donc on peut le décomposer
selon une base orthonormale φi comme O(t) =

∑
i λi|φi〉〈φi|. On a alors :

TrL2
Λ(Td)

(
ma

∫
T∗TΛ⊥

T ∗Λρ̃u,Λ(t, ds, dσ)TΛ

)
=
∫
TΛ

dya(y)
∑
i

λi|φi(y)|2.

On a
∑
i λi|φi(y)|2 ∈ L1(Td). Il n’est alors pas difficile de voir que si le support de a a une

mesure de Lebesgue qui tend vers 0, alors que a est bornée, le terme de droite dans 4.15 tend vers
0. Par conséquent, le terme de gauche tend également vers 0.

La preuve de l’absolue continuité de la projection de µ̃u,Λ sur Td n’est pas tout à fait terminée.
En effet, dans la formule 4.15, nous n’avons le droit qu’aux fonctions a(y) dont tous les modes de
Fourier sont selon la direction Λ. On pourrait donc a priori avoir un phénomène de concentration
sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle, invariant par les rotations de direction Λ.

Cependant, un tel phénomène est impossible, car µ̃u,Λ(t, ·) est invariante par φ0
τ . On en déduit

le théorème.

4.4 Loi de propagation pour ρ̃u,Λ

Rappelons que ρ̃u,Λ a été définie dans le théorème 4.3.3. Nous allons obtenir une loi de pro-
pagation pour cet opérateur, c’est à dire une équation permettant de déduire le comportement de
ρ̃u,Λ(t, ·) en fonction de t. Ceci nous permettra, par le corollaire 4.3.2, d’obtenir une loi de propa-
gation pour µu,Λ.

Commençons par introduire quelques notations. Nous écrirons, pour k ∈ Z, Ṽk(t, ·) les coefficients
de Fourier de V (t, ·). Nous noterons 〈V 〉Λ(t, ·) la moyenne de V (t, ·) selon la direction Λ⊥. Autrement
dit :

〈V 〉Λ(t, ·) :=
∑
k∈Λ

Ṽk(t) eik·x

(2π)d/2
.

On écrira HΛ
〈V 〉Λ(t, ·) := − 1

2∆Λ + 〈V 〉Λ(t, ·), où ∆Λ est le laplacien sur 〈Λ〉.

Proposition 4.4.1. Soit ρ̃u,Λ définie comme dans le théorème 4.3.3. Soit (s, σ) 7→ K(σ) une
fonction dans C∞c (T ∗TΛ⊥ ;K(L2(TΛ))) ne dépendant pas de s. Alors on a :

d

dt
Tr

∫
TΛ⊥×RΛ

K(σ)ρ̃u,Λ(t, ds, dσ) = iT r

∫
TΛ⊥×RΛ

[HΛ
〈V 〉Λ ,K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ).

Comme promis, nous en déduisons une loi de propagation pour µu,Λ. Celle-ci est une conséquence
immédiate de la proposition précédente et du corollaire 4.3.2.

On écrira UΛ
V pour le propagateur associé à HΛ

〈V 〉Λ .
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Corollaire 4.4.1. Pour tout a ∈ C∞c (T ∗Td) dont tous les coefficients de Fourier en la variable x
sont selon la direction Λ, on a :∫

T∗Td
a(x, ξ)µu,Λ(t, dx, dξ) = Tr

(∫
TΛ⊥×RΛ

UΛ
Vma◦πΛ(σ)UΛ

V ρ̃u,Λ(0, ds, dσ)
)
.

La proposition 4.4.1 est une conséquence d’une loi de propagation un peu plus générale, que
nous présentons tout de suite.

Si s ∈ TΛ⊥ est fixé, on écrira HΛ
V (t, s) := − 1

2∆Λ + V (t, πΛ(s, y)) = − 1
2∆Λ + V (t, s+ y).

Lemme 4.4.1. Soit K comme dans la proposition 4.4.1. On a, au sens des distributions :

d

dt
Tr

∫
TΛ⊥×RΛ

K(σ)ρ̃u,Λ(t, ds, dσ) = iT r

∫
TΛ⊥×RΛ

[HΛ
V (t, s),K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ).

Preuve que le lemme 4.4.1 implique la proposition 4.4.1. Supposons que le lemme 4.4.1 soit vérifié.
On sait que ρ̃u,Λ(t, ·) est invariant par le flot géodésique. Il s’ensuit, par la remarque 4.2.1, que
ρ̃u,Λ(t, ·)|TΛ⊥×RΛ est invariant par toutes les translations s 7→ s + v pour v ∈ Λ⊥. Par conséquent,
cette mesure se tensorialise en

ρ̃u,Λ(t, ·)|TΛ⊥×RΛ = ds⊗
∫
TΛ⊥

ρ̃u,Λ(t, ds, ·)|RΛ .

Mais, en calculant l’intégrale en s, on obtient :∫
TΛ⊥

HΛ
V (t, s)ds = −1

2∆Λ +
∫
TΛ⊥

V (t, πΛ(s, y))ds = HΛ
〈V 〉Λ(t).

On en déduit bien que∫
TΛ⊥×RΛ

[HΛ
V (t, s),K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ) =

∫
TΛ⊥×RΛ

[HΛ
〈V 〉Λ ,K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ).

et on en déduit la proposition 4.4.1.

Nous prouverons le lemme 4.4.1 dans le cas d’un potentiel lisse. Pour le cas des potentiels moins
réguliers, nous renvoyons le lecteur à la section suivante.
On a une loi de propagation simple pour

(
nhu,Λ(t),K

)
, comme nous le dit le lemme suivant.

Lemme 4.4.2. Soit (s, σ) 7→ K(σ) une fonction dans C∞c (T ∗TΛ⊥ ;K(L2(TΛ))) ne dépendant pas
de s. On a :

d

dt

(
nhu,Λ(t),K

)
= i〈TΛuh(t), [HΛ

V (t, ·),K(hDs)]TΛuh(t)〉L2(TΛ⊥ ;L2(TΛ)). (4.16)

Démonstration. L’égalité 4.11 nous donne :

TΛ∆T ∗Λ = ∆Λ + ∆Λ⊥ .



4.5. DEUXIÈMES MICRO-LOCALISATIONS SUCCESSIVES 39

De plus, on a
[∆Λ⊥ ,K(hDs)] = 0.

On a donc
d

dt

(
nhu,Λ(t),K

)
= d

dt
〈TΛuh(t),K(hDs)TΛuh(t)〉L2(TΛ⊥ ;L2(TΛ))

= i〈TΛuh,
[
− 1

2∆ + V,K(hDs)
]
TΛuh〉L2(TΛ⊥ ;L2(TΛ))

= i〈TΛuh, [HΛ
V (t, ·),K(hDs)]TΛuh〉L2(TΛ⊥ ;L2(TΛ)).

Preuve du lemme 4.4.1. On passe à la limite dans l’égalité 4.16. On a, par le théorème 4.3.3, la
limite suivante au sens des distributions :

lim
h→0

d

dt

(
nhu,Λ(t),K

)
= d

dt
Tr

∫
T∗TΛ⊥

K(σ)ρ̃u,Λ(t, ds, dσ)

D’autre part, on a

i〈TΛuh(t), [HΛ
V (t, ·),K(hDs)]TΛuh(t)〉L2(TΛ⊥ ;L2(TΛ)) =

(
nhu,Λ(t), [HΛ

V (t, ·),K(σ)]
)

+O(h).

L’hypothèse V lisse nous assure que ceci correspond bien à la définition donnée par 4.13. Par
conséquent, le théorème 4.3.3 nous donne, au sens des distributions :

lim
h→0

i〈TΛuh, [HΛ
V (t, ·),K(hDs)]TΛuh〉L2(TΛ⊥ ;L2(TΛ)) = iT r

∫
T∗TΛ⊥

[HΛ
V (t, ·),K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ).

On a donc, au sens des distributions :

d

dt
Tr

∫
T∗TΛ⊥

K(σ)ρ̃u,Λ(t, ds, dσ) = iT r

∫
T∗TΛ⊥

[HΛ
V (t, ·),K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ).

Ceci conclut la preuve du lemme 4.4.1.

4.5 Deuxièmes micro-localisations successives
Rappelons ici ce que nous avons prouvé dans la section précédente. Les mesures semi-classiques

µu(t, ·) peuvent se décomposer de la manière suivante :

µu(t, ·) =
∑
Λ∈L

(µu,Λ(t, ·) + µΛ
u (t, ·)),

où
µu,Λ(t, ·) =

∫
〈Λ〉

µ̃u,Λ(t, ·, dη)|Td×RΛ

et
µΛ
u (t, ·) =

∫
〈Λ〉

µ̃Λ
u (t, ·, dη)|Td×RΛ .
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Les objets µ̃u,Λ et µ̃Λ
u ont les propriétés suivantes :

- µ̃u,Λ(t, dx, dξ, dη) ∈ L∞(R; (S1
Λ)′).

- µ̃Λ
u (t, dx, dξ, dη) ∈ L∞(R; (M+(T ∗Td × S〈Λ〉)).

-
∫
〈Λ〉 µ̃u,Λ(t, ·, dη) ∈ L∞(R;M+(T ∗Td)).

- Pour tout a ∈ S1
Λ, on a∫

T∗Td×〈Λ〉
a(x, ξ, η)µ̃u,Λ(t, dx, dξ, dη) = TrL2(TΛ)

(∫
T∗TΛ⊥

OpΛ
1 (a0

Λ(σ, ·))ρ̃u,Λ(t, ds, dσ)
)
,

où ρ̃u,Λ(t) ∈ M+(T ∗TΛ⊥ ;L1(TΛ(L2
Λ(Td)))) est une mesure invariante par le flot géodésique sur

T ∗TΛ.
- Pour tout a ∈ S1

Λ, on a, quitte à extraire,

(
µ̃Λ
u (t, dx, dξ, dη), a(x, ξ, η)

)
= lim
R→∞

lim
h→0

∫
T∗Td

(
1− χ

(PΛ(ξ)
Rh

))
a
(
x, ξ,

PΛ(ξ)
h

)
whu(t)(dx, dξ).

- µ̃Λ
u est invariante par les flots φ0

τ et φ1
τ .

Deuxième micro-localisation suivante Ce que nous pouvons retenir de ce qui précède, c’est
que µu,Λ a de bonne propriétés, car on connait une loi de propagation, et on a l’absolue continuité
de sa projection sur la variable spatiale. En revanche, µΛ

u ne possède pas de telles propriétés, sauf
si Λ = 0, auquel cas µΛ

u = 0.
On va donc appliquer le formalisme de décomposition selon les directions résonnantes et de

deuxième micro-localisation à la mesure µΛ
u , dans l’espoir de l’écrire comme une somme d’objets

possédant de bonnes propriétés, et d’objets de dimension inférieure.
Pour presque tout t > 0 et pour tout η ∈ 〈Λ〉, on sait que µ̃Λ

u (t, ·, ·, η) est une mesure positive
sur T ∗Td, dont le support en ξ est sur RΛ. On peut donc définir L(Λ) comme étant l’ensemble des
sous-modules primitifs de Zd étant inclus dans Λ. On pose aussi RΛ′(Λ) := Λ′⊥ ∩ 〈Λ〉 ∩ΩrgΛ−rgΛ′ .
On a alors

µ̃u(t, ·, ·, η) =
∑

Λ′∈L(Λ′)

µ̃Λ,Λ′
u |Td×RΛ′ (Λ).

On sait alors que µ̃Λ,Λ′
u |Td×R′Λ(Λ) a tous ses modes de Fourier en la variable x selon la direction

Λ′.
Pour raisonner comme dans la partie 4.3, on définit l’espace S2

Λ,Λ′ des fonctions a(x, ξ, η, η′)
lisses sur T ∗Td × 〈Λ〉 × 〈Λ′〉 qui sont à support compact sur T ∗Td, homogènes de degré 0 en η et
η′, et dont tous les coefficients de Fourier en la variable x sont selon la direction Λ′.

On pose alors

(
wh,Λ,Λ

′

u,R,R′(t), a
)

:=
∫
T∗Td

(
1− χ

(PΛ(ξ)
Rh

))(
1− χ

(PΛ′(ξ)
R′h

))
a
(
x, ξ,

PΛ(ξ)
h

,
PΛ′(ξ)
h

))
,

(
wh,Λu,R,R′,Λ′(t), a

)
:=
∫
T∗Td

(
1− χ

(PΛ(ξ)
Rh

))
χ
(PΛ′(ξ)
R′h

)
a
(
x, ξ,

PΛ(ξ)
h

,
PΛ′(ξ)
h

))
.

Par le théorème de Calderón-Vaillancourt, ces fonctions sont bornées dans L∞(R,S2
Λ,Λ′), et on

peut donc extraire des sous-suites convergentes :
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lim
R′→∞

lim
R→∞

lim
h→0

(
wh,Λ,Λ

′

u,R,R′(t), a
)

=:
(
µ̃Λ,Λ′
u , a

)
,

lim
R′→∞

lim
R→∞

lim
h→0

〈
wh,Λu,R,R′,Λ′(t), a

〉
=:
〈
µ̃Λ
u,Λ′ , a

〉
.

On pose ensuite µΛ,Λ′
u (t, ·) =

∫
RΛ′ (Λ)×Λ′ µ̃

Λ,Λ′
u (t, ·, dη, dη′)|Td×RΛ , et

µΛ
u,Λ′(t, ·) =

∫
RΛ′ (Λ)×Λ′ µ̃

Λ
u,Λ′(t, ·, dη, dη′)|Td×RΛ . On peut alors raisonner de la même manière que

dans la partie 4.3.
Ceci peut être vu comme la deuxième étape d’un raisonnement par récurrence. En décomposant

de nouveau chacun des termes µΛ,Λ′
u et en laissant les termes µΛ

u,Λ′ invariants, on peut passer à
l’étape suivante.

Résultat des micro-localisations successives Après avoir effectué ce raisonnement d fois, on
peut écrire, pour presque tout t

µu(t, ·) =
∑

1≤l≤d−1

∑
Λ1⊃...⊃Λl

µ
Λ1,...,Λl−1
u,Λl (t, ·),

la somme s’effectuant sur toutes les suites strictement décroissantes de sous-modules primitifs de
Zd. Chacun des termes est une mesure positive sur T ∗Td dont la projection sur Td est absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue. Le théorème 4.1.1 en découle.

Le même raisonnement que dans la section précédente permet d’obtenir les µΛ1,...,Λl−1
u,Λl (t, ·) en

fonction de ρ̃Λ1...Λl−1
u,Λl (t), mesure positive sur T ∗TΛ⊥

l
×S〈Λ1〉×...×S〈Λl〉 à valeurs dans L1(TΛlL

2
Λl(T

d)).
Nous allons enfin énoncer le second théorème le plus important de ce chapitre, qui combine

toutes les informations que nous avons obtenues sur les lois de propagation.
Si Λ ∈ L, on pose

νu,Λ(t·) =
d−1∑
k=0

∑
Λ1⊃...⊃Λk⊃Λ

∫
Rd
µΛ1,...,Λk
u,Λ (t, ·, dξ),

où la seconde somme se fait sur toutes les suites strictement décroissantes de sous-modules primitifs
de Λ.

On pose aussi

σu,Λ =
d−1∑
k=0

∑
Λ1⊃...⊃Λk⊃Λ

∫
Td×RΛ1×RΛ2 (Λ1)×...×RΛ(Λk)×〈Λ〉

ρ̃Λ1,Λ2,...,Λk
u,Λ (0, ds, dσ, dη1, ..., dηk, dη).

On a alors, pour presque tout t,∫
Rd
µu(t, ·, dξ) =

∑
Λ

νu,Λ(t, ·),

et νu,Λ est déterminée par σu,Λ de la manière suivante. Pour tout b ∈ L∞(Td), on a :∫
Td
b(x)νu,Λ(t, dx) = Tr(m〈b〉ΛU〈V 〉(t)σu,ΛU〈V 〉(t)

∗).

Autrement dit, on a le théorème suivant :
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Théorème 4.5.1. Soit (uh) une suite bornée dans L2(Td). On peut alors extraire une sous-suite
telle que :

- la suite whu(t, ·) converge vers µu(t, ·) pour la topologie faible-*.
- pour chaque sous-module primitif Λ ⊂ Zd, on peut construire à partir de (uh) un opérateur

σu,Λ positif de type trace agissant sur L2
Λ(Td).

- pour presque tout t, on a ∫
Rd
µu(t, ·, dξ) =

∑
Λ

νu,Λ(t, ·),

où la mesure νu,Λ(t, ·) est une mesure sur Td dont les coefficients de Fourier non nuls sont tous
selon la direction Λ, et qui est définie par ∀b ∈ L∞(Td) :∫

Td
b(x)νu,Λ(t, dx) = Tr(m〈b〉ΛU〈V 〉Λ(t)σu,ΛU〈V 〉Λ(t)∗).

Ce théorème permet de mieux comprendre la proposition 3.2.2. Pour que deux suites de condi-
tions initiales donnent la même mesure semi-classique dépendante du temps µu(t, ·), il ne suffit
pas qu’elles donnent la même mesure semi-classique au temps t = 0. En revanche, il suffit qu’elles
donnent les mêmes σu,Λ.

Projection sur la variable ξ Nous nous sommes beaucoup intéressés à la projection de la mesure
semi-classique sur les variables de position. Etudions maintenant sa projection sur les variables de
moment. Si µ est une limite faible-* de la suite des whu(t), on notera µ̄u sa mesure image selon la
projection (x, ξ) 7→ ξ.

Proposition 4.5.1. µ̄u est uniforme pour presque tout t. Si µu,0 est la mesure classique associée
à (uh), on a pour presque tout t :

µ̄u(t, ·) =
∫
Td
µu,0(dy, ·).

Démonstration. Si a ∈ Cc(Rd) et T ∈ R. On a :

〈UV (T )uh, a(hDx)UV (T )uh〉 − 〈uh, a(hDx)uh〉 = −i
∫ T

0
〈UV (t)uh,

[
a(hDx),−∆

2 + V
]
UV (t)uh〉dt

= −i
∫ T

0
〈UV (t)uh,

[
a(hDx), V

]
UV (t)uh〉dt

Or on sait par 2.6 que
‖[a(hDx), V ]‖L2→L2 = O(h).

Par conséquent, la différence ci-dessus tend vers 0 avec h, et on en déduit bien

lim
h→0
〈UV (T )uh, a(hDx)UV (T )uh〉 =

∫
T∗Td

a(ξ)µu,0(dx, dξ),

d’où la proposition découle.

Corollaire 4.5.1. Soit Λ un sous-module primitif de Zd. Si µu,0(Td × Λ⊥) = 0, alors σu,Λ = 0.
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4.6 Le cas d’un potentiel moins régulier
4.6.1 Propriétés de régularité pour un potentiel peu régulier

Dans ce paragraphe, nous présenterons une méthode, due à N.Burq (cf [Bur12]), qui permet
de passer de propriétés sur l’équation de Schrödinger sans potentiel à des propriétés sur l’équation
avec un potentiel. Initialement, cette méthode était utilisée pour la propriété (ACT ), mais nous
l’expliquerons dans un cadre général, pour qu’elle puisse s’appliquer à la propriété (UIT ). Les
propriétés auxquelles cette méthode est applicable sont celles données par la définition suivante.

Définition 4.6.1. Soit (PT ) une propriété s’appliquant à une suite bornée de fonctions un ∈
L2([0;T ],Td). On dira qu’elle est admissible si elle est stable par somme, par multiplication par une
fonction indicatrice en temps, et par limite, au sens où :
(i) si (un) et (vn) vérifient (PT ), alors (un + vn) vérifient (PT ),
(ii) si (un) vérifie (PT ) et si A est une partie mesurable de [0;T ], alors 1t∈Aun vérifie (PT ).
(iii) s’il existe, pour tout k ∈ N, une suite (v(k)

n ) telle que (v(k)
n ) vérifie (PT ) et que

lim
k→∞

lim sup
n→∞

‖vn − v(k)
n ‖L2(]0,T [×Td) = 0,

alors (vn) vérifie (PT ).

Remarque 4.6.1. Nous verrons dans le paragraphe suivant que les propriétés (ACT ) et (UIT ) sont
admissibles.

Théorème 4.6.1. Soit d’une part (PT ) une propriété admissible telle que, pour toute suite (vn)
bornée dans L2(Td), et pour tout T > 0, la suite des eit∆un vérifie (PT ).

Soient d’autre part (un) bornée dans L2(Td), et (fn) bornée pour chacune des semi-normes de
L1
loc(Rt;L2(Td)), et soit

ψn := eit∆un + 1
i

∫ t

0
ei(t−s)∆fn(s)ds.

C’est à dire que ψn est l’unique solution de{
(i∂t + ∆)ψn = fn

ψn|t=0 = un

Alors, ∀T > 0, (ψn) est bornée dans L2(]0;T [×Td), et vérifie (PT ).

Corollaire 4.6.1. Soit (PT ) comme dans le théorème précédent. Soit V ∈ L1
loc(Rt;L(L2(Td))), et

soit (un) une suite bornée dans L2(Td). Alors, pour tout T > 0, la suite (ψn) = (eit(∆−V )un) vérifie
(PT ).

Démonstration que le théorème implique le corollaire : On a{
(i∂t + ∆− V )ψn = 0

ψn|t=0 = un

et donc
d

dt
‖ψn‖2L2(Td) = 2<(∂tψn, ψn)L2(Td) = 2=((∆− V )ψn, ψn)L2(Td) = 2=(V ψn, ψn)L2(Td).
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On en déduit, par le lemme de Gronwall, que

‖ψn‖2L2(Td) ≤ ‖un‖L2(Td)e

∫ t
0
‖V (s)‖L(L2(Td)ds.

On en déduit que la suite (fn) = (Vnun) est bornée dans L1
loc(Rt;L2(Td)). On peut donc appliquer

le théorème précédent.

Preuve du théorème. Soit T > 0. On a ψn := eit∆un + 1
i

∫ t
0 e

i(t−s)∆fn(s)ds. Il nous faut montrer
que

wn :=
∫ t

0
ei(t−s)∆fn(s)ds =

∫ T

0
ei(t−s)∆fn(s)1{s≤t}ds

vérifie (PT ).
S’il n’y avait pas la fonction 1{s≤t}, cela serait trivial : on obtiendrait eit∆gn, où gn =

∫ T
0 e−is∆fn(s)ds,

et il suffirait d’utiliser le fait que (PT ) est vraie pour l’équation homogène.
L’idée de la preuve est d’approcher l’ensemble1{s≤t} par une union finie de rectangles, et d’uti-

liser l’hypothèse de passage à la limite.
Notons cn = ‖fn‖L1(]0,T [;L2(Td)) ≤ C. Nous allons construire une partition dyadique de ]0;T [

telle que la norme de fn restreint à chaque intervalle soit égale à 2−qcn.
Nous prenons donc une suite (tp,q,n), q ∈ N, 0 ≤ p ≤ 2q telle que :
- 0 = t0,q,n < t1,q,n < ... < t2q,q,n = T ,
- ‖fn‖L1(]tp,q,n,tp+1,q,n[;L2(Td)) = 2−qcn,
- ∀p = 0, ..., 2q−1, on a t2p,q,n = tp,q−1,n.

Si la fonction t 7→ ‖fn‖L1(]0,t[;L2(Td)) est strictement croissante pour tout n, alors les tp,q,n sont
déterminés de manière unique. Dans le cas général, la dernière condition sert simplement à s’assurer
que les choix que nous avons fait sont cohérents entre eux.

Pour p = 0, ..., 2q−1 − 2, on définit Ip,q,n := [t2p,q,n, t2p+1,q,n[ et Jp,q,n := [t2p+1,q,n, t2p+2,q,n[,
puis Qp,q,n := Ip,q,n × Jp,q,n. Remarquons que l’on a :

{(t, s) ∈ [0, T [2; s ≤ t} =
∞⊔
q=0

2q−1−2⊔
p=0

Qp,q,n.

C’est à dire qu’on a décomposé le triangle {(t, s) ∈ [0, T [2; s ≤ t} en une union de rectangles. On
en déduit

1{(t,s)∈[0,T [2;s≤t} =
∞∑
q=0

2q−1−2∑
p=0

1Qp,q,n .

Si on peut prouver que la somme en q converge, et donc que l’on peut échanger sommes et intégrales,
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on en déduit que :

wn(t) =
∫ T

0

∞∑
q=0

2q−1−2∑
p=0

ei(t−s)∆fn(s)1t∈Jp,q,n1s∈Ip,q,nde

=
∞∑
q=0

2q−1−2∑
p=0

1t∈Jp,q,neit∆
∫ T

0
e−is∆1s∈Ip,q,nfn(s)de

=
∞∑
q=0

2q−1−2∑
p=0

1t∈Jp,q,neit∆gp,q,n,

où on a écrit

gp,q,n =
∫ T

0
e−is∆1s∈Ip,q,nfn(s)ds =

∫ t2p+1,q,n

t2p,q,n

e−is∆fn(s)ds.

On a
‖gp,q,n‖L2(Td) ≤ ‖fn‖L1(]t2p,q,n,t2p+1,q,n[;L2(Td)) = 2−qcn. (4.17)

On fait alors une troncature en q, en écrivant

w(k)
n =

k∑
q=0

2q−1−2∑
p=0

1t∈Jp,q,neit∆gp,q,n.

Remarquons que pour chaque p, q, (eit∆gp,q,n)n vérifie (PT ), et donc 1t∈Jp,q,neit∆gp,q,n vérifie (PT ).
Par conséquent, pour tout k, (w(k)

n )(n) vérifie (PT ).
D’autre part, on a d’après 4.17, et par le fait que les (1t∈Jp,q,n)p sont à support disjoints :

‖
2q−1−2∑
p=0

1t∈Jp,q,neit∆gp,q,n‖L∞(]0,T [;L2(Td)) ≤ sup
0≤p≤2q−1−2

‖eit∆gp,q,n‖L∞(]0,T [;L2(Td))

≤ sup
0≤p≤2q−1−2

‖gp,q,n‖L2(Td)

≤ 2−qcn
≤ 2−qC

On en déduit d’une part que la somme sur q est bien convergente, et donc que l’on peut échanger
somme et intégrale. D’autre part, on a

‖wn − w(k)
n ‖L2(]0,T [×Td)) ≤ C

√
T2−k.

On peut donc appliquer l’hypothèse (iii), ce qui conclut la preuve du théorème.

Applications

Proposition 4.6.1. La propriété (ACT ) est admissible.
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Démonstration. Pour prouver le point (i), considérons deux suites (vn) et (wn) vérifiant (ACT ), et
montrons que la suite (vn + wn) vérifie (ACT ).

En effet, si |vn|2dtdx et |wn|2dtdx convergent pour la topologie faible-* vers µ et ν respective-
ment, alors par l’inégalité de Cauchy-Schwartz, toute limite faible-* de la suite |vn + wn|2dtdx est
absolument continue par rapport à µ+ ν.

Le point (ii) est immédiat.
Prouvons le point (iii). Soit ν une valeur d’adhérence de (|vn|2dtdx) pour la topologie faible-*.

Soit ε > 0, et k0 ∈ N tel que, pour tout k ≥ k0, on a lim supn ‖vn − v
(k)
n ‖L2(]0,T [×Td) < ε. Par

un procédé d’extraction diagonale, on peut trouver une suite np telle que |vnp |2dtdx et tous les
|v(k)
np |2dtdx convergent pour la topologie faible-*, respectivement vers ν, et vers des mesures ν(k).

Par hypothèse, les ν(k) sont toutes absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue.
Soit f ∈ C(]0, T [×Td), f ≥ 0. On a, pour k ≥ k0 :∫

]0,T [×Td
f(t, x)|vnp(t, x)|2dtdx ≤

∫
]0,T [×Td

2f(t, x)(|vnp(t, x)− v(k)
np (t, x)|2 + |v(k)

np (t, x)|2)dtdx

≤ 2ε2 + 2
∫

]0,T [×Td
f(t, x)|v(k)

np (t, x)|2dtdx

On fait alors tendre p vers l’infini, et on obtient :

〈ν, f〉 ≤ 2ε2 + 2〈ν(k), f〉

Les mesures ν, ν(k) sont régulières, donc on en déduit que, pour tout ensemble mesurable E, on a :

ν(E) ≤ 2ε2 + 2ν(k)(E)).

En particulier, si E est de mesure de Lebesgue nulle, on a :

ν(E) ≤ 2ε2.

Ceci étant vrai pour tout ε, la preuve de l’hypothèse (iii) s’ensuit.

Corollaire 4.6.2. On peut donc appliquer le théorème 4.6.1 et son corollaire, et la propriété
d’absolue continuité des limites faible-* reste vraie quand on ajoute un potentiel L∞.

Proposition 4.6.2. La propriété (UIT ) est admissible.

Démonstration. Pour montrer le point (i), prenons (vn) et (wn) deux suites vérifiant (UIT ). Mon-
trons que la suite (vn + wn) vérifie (UIT ).

En effet, soit ε > 0, et soit δv > 0 tel que, pour tout n ∈ N et pour tout A mesurable, avec
|A| < δv, on a

∫
A
|vn|2 < ε/4.

Soit δw > 0 tel que, pour tout n ∈ N et pour tout A mesurable, avec |A| < δw, on a
∫
A
|wn|2 <

ε/4.
Posons alors δ = min(δv, δw). Soit A mesurable, avec |A| < δ. On a

∫
A
|vn +wn|2 ≤ 2

∫
A
|vn|2 +

|wn|2 < ε, ce qui prouve le point (i).
Le point (ii) est ici encore évident.
Prouvons le point (iii). Soit ε > 0. Par hypothèse, il existe k0 tel que lim sup

n→∞
‖vn−v(k0)

n ‖L2(]0,T [×Td) <

ε/3. Par conséquent, il existe n0 tel que, pour tout n ≥ n0, on a ‖vn − v(k0)
n ‖L2(]0,T [×Td) < 2ε/3.
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Les fonctions |v1|2, |v2|2, ..., |vn0 |2 sont dans L1(]0, T [×Td), donc il existe, pour tout 1 ≤ i ≤ n0 un
δi > 0 tel que, pour tout A mesurable, avec |A| < δi, on a

∫
A
|vi|2 < ε/3.

D’autre part, la suite (v(k0)
n ) vérifie (UIT ) par hypothèse. Il existe donc δ0 tel que, pour tout A

mesurable, avec |A| < δ0, et pour tout n ∈ N, on a
∫
A
|v(k0)
n |2 < ε/3.

Notons alors δ = min{δ0, δ1, ...δn0}. On a bien, si |A| < δ,
∫
A
|vn|2 < ε pour tout n.

Ceci conclut bien la preuve du point (iii).

4.6.2 La loi de propagation
Dans ce paragraphe, nous allons montrer que le lemme 4.4.1 est encore vrai pour des potentiels

beaucoup moins réguliers. Commençons par le cas des potentiels continus.

Proposition 4.6.3. Le résultat du lemme 4.4.1 est encore vrai si V ∈ C(R× Td).

Démonstration. Dans ce cas, la formule 4.16 est encore vraie, mais on ne peut plus conclure direc-
tement en passant à la limite. On utilisera donc un argument d’approximation très simple.

Soit (Vn) une suite de potentiels C∞ tels que ‖V −Vn‖L∞ ≤ 1
n . L’équation 4.16 peut se réécrire

d

dt

(
nhu,Λ(t),K

)
= i〈TΛuh, [HΛ

Vn(t, ·),K(hDs)]TΛuh〉L2(TΛ⊥ ;L2(TΛ))

+ i〈TΛuh, [V − V Λ
n (t, ·),K(hDs)]TΛuh〉L2(TΛ⊥ ;L2(TΛ)).

Or on a

|〈TΛuh, [V − V Λ
n (t, ·),K(hDs)]TΛuh〉L2(TΛ⊥ ;L2(TΛ))| ≤ 2‖V − Vn‖L∞ sup

σ∈Λ⊥
‖K(σ)‖L(L2(TΛ)).

D’autre part, en utilisant le lemme 4.4.1, on a, quand h −→ 0 :

〈TΛuh, [HΛ
Vn(t, ·),K(hDs)]TΛuh〉 −→ Tr

∫
T∗TΛ⊥

[HVn(t, ·),K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ).

Pour pouvoir remplacer, dans le membre de droite de cette limite, Vn par V , on utilise l’inégalité :∣∣∣∣∣Tr
∫
T∗TΛ⊥

[V − Vn,K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ)

∣∣∣∣∣ ≤ 2‖V − Vn‖L∞ sup
σ∈Λ⊥

‖K(σ)‖,

qui est vraie car Tr
∫
T∗TΛ⊥

ρ̃u,Λ(t, ds, dσ) ≤ 1.
On en déduit en faisant tendre h vers 0, puis n vers l’infini, que l’on a au sens des distributions :

d

dt
Tr

∫
T∗TΛ⊥

K(σ)ρ̃u,Λ(t, ds, dσ) = iT r

∫
T∗TΛ⊥

[HΛ
V (t, s),K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ).

On conclut de même que pour la preuve du lemme 4.4.1 : ceci étant vrai pour tout K, on peut
enlever la trace. Comme ρ̃u,Λ est une mesure positive, on peut restreindre le domaine d’intégration
à TΛ⊥ ×RΛ. Ceci conclut la preuve.
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En fait, dans [AM11b], la loi de propagation est obtenue pour une famille de potentiels encore
moins réguliers, satisfaisant la condition suivante.

Définition 4.6.2. On dit que V ∈ L∞(R × Td). satisfait l’hypothèse (R) si, pour tout T > 0,
pour tout ε > 0, il existe un ensemble compact Kε ⊂ [0, T ] × Td de mesure de Lebesgue < ε, et
Vε ∈ C([0, T ]× Td), tels que |V − Vε| ≤ ε sur ([0, T ]× Td)\Kε.

Cette condition peut sembler peu intuitive. Il faut bien avoir en tête que c’est le fait que Kε

soit compact qui est essentiel dans cette définition. En effet, si on ne faisait pas cette hypothèse, la
définition serait toujours vérifiée, comme nous le dit le théorème suivant, dont on peut trouver la
preuve dans [Rud86].

Théorème 4.6.2 (Lusin). Soit Ω une partie bornée de Rd, et soit V ∈ L∞(Ω). Alors, pour tout
ε > 0, il existe un ensemble mesurable Aε ⊂ Ω, avec |Aε| < ε, et une fonction Vε ∈ C(Ω), avec
‖Vε‖L∞ < ‖V ‖L∞ , tels que ‖V − Vε‖L∞(Ω\Aε) < ε.

L’hypothèse (R) est le cadre le plus général dans lequel on sache prouver la loi de propagation.

Proposition 4.6.4. Le résultat du lemme 4.4.1 est encore vrai si V ∈ L∞(R × Td), et vérifie
l’hypothèse (R).

Démonstration. La formule 4.16 est encore vraie, mais l’argument pour approcher le potentiel V est
ici plus subtile que dans la preuve de la proposition précédente. On peut se restreindre à l’étude des
nhu,Λ(t) pour t ∈ [0, T ]. Fixons un ε > 0, et considérons Vε et Kε comme dans la définition ci-dessus.
On prend alors un ouvert Wε de mesure de Lebesgue < 2ε, tel que Kε ⊂ Wε. On peut considérer
une fonction χε continue, à valeurs dans [0, 1], valant 0 sur Kε et valant 1 sur le complémentaire de
Wε.
Remarquons que ceci est possible car Kε est fermé. C’est la seule fois où nous nous servirons de
l’hypothèse (R).
La formule 4.16 étant encore vraie, on peut s’en servir pour écrire :

d

dt

(
nhu,Λ(t),K

)
= i〈TΛuh(t), [HχεVε(t, ·),K(hDs)]TΛuh(t)〉

+i〈TΛuh(t), [χε(t)(V (t)− Vε(t),K(hDs)]TΛuh(t)〉
+i〈TΛuh(t), [(1− χε(t))V (t),K(hDs)]TΛuh(t)〉

(4.18)

Comme χεVε est continue, on peut appliquer le raisonnement de la proposition précédente, en en
déduire que

lim
h→0
〈TΛuh(t), [HχεVε(t, ·),K(hDs)]TΛuh(t)〉 = Tr

∫
T∗TΛ⊥

[HχεVε(t, ·),K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ)

= Tr

∫
T∗TΛ⊥

[HχεV (t, ·),K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ) +O(ε)

D’autre part, on a

|〈TΛuh(t), [χε(t)(V (t)− Vε(t),K(hDs)]TΛuh(t)〉| ≤ 2ε sup
σ∈Λ⊥

‖K(σ)‖.
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Il nous reste à estimer le dernier terme dans 4.18. On a :

|〈TΛuh(t), [(1− χε(t))V (t),K(hDs)]TΛuh(t)〉| ≤ 2‖V ‖L∞ sup
σ∈Λ⊥

‖K(σ)‖‖uh(t)‖‖(1− χε(t))uh(t)‖.

On intègre contre une fonction φ ∈ L1(R), et on obtient :∣∣∣ ∫ T

0
φ(t)〈TΛuh(t), [(1− χε(t))V (t),K(hDs)]TΛuh(t)〉dt

∣∣∣
≤ 2‖V ‖L∞ sup

σ∈Λ⊥
‖K(σ)‖

∫ T

0
|θ(t)|‖uh(t)‖‖(1− χε(t))uh(t)‖

≤ 2‖V ‖L∞ sup
σ∈Λ⊥

‖K(σ)‖
(∫ T

0
|θ(t)|‖uh(t)‖2dt

)1/2(∫ T

0
|θ(t)|‖(1− χε(t))uh(t)‖2dt

)1/2

= 2‖V ‖L∞ sup
σ∈Λ⊥

‖K(σ)‖
(∫ T

0
|θ(t)|dt

)1/2(∫ T

0
|θ(t)|‖(1− χε(t))uh(t)‖2dt

)1/2
.

On peut alors utiliser le fait que χε soit continue pour appliquer le théorème 4.1.1, et dire que,
quitte à extraire, on a

lim
h→0

∫ T

0
|θ(t)|‖(1− χε(t))uh(t)‖2dt =

∫ T

0

∫
Td
|θ(t)||1− χε(t, x)|2νt(dx)dt,

où, pour presque tout t, νt est une mesure de probabilité absolument continue. On a donc

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Td
|θ(t)||1− χε(t, x)|2νt(dx)dt = 0.

En combinant toutes ces informations, l’équation 4.18 nous donne :

d

dt
Tr

∫
T∗TΛ⊥

K(σ)ρ̃u,Λ(t, ds, dσ) = iT r

∫
T∗TΛ⊥

[HΛ
χεV (t, s),K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ) + sup

σ∈Λ⊥
‖K(σ)‖Rε,

(4.19)
où Rε est indépendant de K, et tend vers 0 quand ε tend vers 0. De même que dans la preuve de
la proposition précédente, on peut limiter les intégrales à TΛ⊥ × RΛ dans 4.19, car la formule est
vraie pour tout K, et car ρ̃u,Λ est positive.

Pour conclure la preuve, il nous faut donc montrer que

Tr

∫
TΛ⊥×RΛ

[HΛ
χεV (t, s),K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ) = Tr

∫
TΛ⊥×RΛ

[HΛ
V (t, s),K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ) +R′ε,

où R′ε tend vers 0 quand ε tend vers 0.
Etudions donc

Tr

∫
TΛ⊥×RΛ

[V (t)(1− χε(t)),K(σ)]ρ̃u,Λ(t, ds, dσ).

Limitons nous à l’étude du premier terme du commutateur, celle du second s’effectuant de
manière analogue.
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Le même argument que celui ayant permis de conclure à l’absolue continuité de µ̃u,Λ nous dit
que la mesure

a ∈ C([0, T ]× Td) 7→
∫ T

0
θ(t)Tr

(
ma

∫
TΛ⊥×RΛ

K(σ)ρ̃u,Λ(t, ds, dσ)dt
)

est absolument continue. On en déduit bien que

lim
ε→0

Tr

∫
TΛ⊥×RΛ

V (t)(1− χε(t))K(σ)ρ̃u,Λ(t, ds, dσ) = 0,

car la mesure du support de la fonction continue V (t)(1 − χε(t)) tend vers 0 avec ε. La preuve de
la proposition en découle.

Il est conjecturé que la loi de propagation reste vraie pour n’importe quel potentiel L∞.
Une manière de prouver cette conjecture serait de prouver la conjecture (U). En effet, nous avons

vu que si l’on pouvait montrer l’uniforme intégrabilité des solutions à l’équation de Schrödinger sans
potentiel, on l’obtiendrait pour les solutions avec des potentiels peu réguliers. Or, le seul endroit
dans la preuve de la proposition 4.6.4 où l’on utilise l’hypothèse (R) est pour avoir une fonction
cut-off continue. Si on avait l’hypothèse d’uniforme intégrabilité, on aurait de la compacité L1 faible,
et on n’aurait plus besoin d’avoir des fonctions continues, mais seulement mesurables. Il serait alors
possible d’adapter la preuve précédente pour se passer de l’hypothèse (R).

Cependant, l’hypothèse (R) ne semble pas facile à prouver avec les méthodes à notre disposition.
En effet, on a tendance à prendre d’abord la limite h −→ 0, puis à étudier les éventuelles propriétés
de régularité de la limite. Ceci ne peut pas nous garantir l’uniforme intégrabilité.

4.6.3 Propriétés de µ̄u

Par les mêmes arguments que ci-dessus, nous allons prouver la proposition 4.5.1 dans le cas d’un
potentiel peu régulier.

Lemme 4.6.1. La proposition 4.5.1 est encore vraie si V ∈ C(R× Td).

Démonstration. On a encore

〈UV (T )uh, a(hDx)UV (T )uh〉dt− 〈uh, a(hDx)uh〉 = −i
∫ T

0
〈UV (t)uh,

[
a(hDx), V

]
UV (t)uh〉dt,

il nous faut donc montrer que

lim
h→0
‖[a(hDx), V ]‖L2(Td)→L2(Td) = 0.

On considère une suite de potentiels Vn ∈ C∞(R× Td) tels que ‖Vn − V ‖∞ → 0.
On a

[a(hDx), V ] = [a(hDx), Vn] + [a(hDx), V − Vn].
D’une part, par la proposition 4.5.1, lim

h→0
‖[a(hDx), Vn]‖L2(Td)→L2(Td) = 0 pour tout n.

D’autre part,

‖[a(hDx), V − Vn]‖L2(Td)→L2(Td) ≤ 2‖a(hDx)‖L2(Td)→L2(Td)‖V − Vn‖L∞ ,

et la preuve du lemme en découle.
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Proposition 4.6.5. La proposition 4.5.1 est encore vraie si V ∈ L∞(R × Td) et si V vérifie
l’hypothèse (R).

Démonstration. La preuve est similaire à celle de la proposition 4.6.4. On a∫ T

0
〈UV (t)uh,

[
a(hDx), V

]
UV (t)uh〉dt =

∫ T

0
〈UV (t)uh,

[
a(hDx), Vεχε

]
UV (t)uh〉dt

+
∫ T

0
〈UV (t)uh,

[
a(hDx), (V − Vε)χε

]
UV (t)uh〉dt+

∫ T

0
〈UV (t)uh,

[
a(hDx), V (1− χε)

]
UV (t)uh〉dt,

et on traite chacun des termes de la même manière que dans la preuve de la proposition 4.6.4.
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Chapitre 5

Estimées d’observabilité

Dans tout ce chapitre, nous supposerons que le potentiel V est indépendant du temps, est dans
L∞(Td), et vérifie l’hypothèse (R). Nous nous proposerons de montrer le théorème suivant :

Théorème 5.0.3. Soit T > 0 et ω un ouvert de Td. Il existe C tel que, pour tout u0 ∈ L2(Td), on
a :

‖u0‖2L2(Td) ≤ C
∫ T

0
‖UV (t)u0‖2L2(ω)dt

Une telle inégalité est appellée une estimée d’observabilité. Elle nous dit qu’en ayant observant
une solution de l’équation de Schrödinger sur un petit ouvert pendant un court temps, on peut
avoir des informations sur la norme globale de la solution.

Une telle estimée est reliée à d’autres questions relatives à l’équation de Schrödinger et à
l’équation des ondes. Tout d’abord, elle implique la contrôlabilité de l’équation de Schrödinger.
C’est à dire que, pour toute paire de fonctions u1, u2 dans L2(Td) et pour tout temps T > 0, il
est possible de trouver une fonction f ∈ L∞([0, T ];L2(Td)) telle que si ψ ∈ C([0, T ];L2(Td)) est la
solution de l’équation {

−i∂tψ −∆ψ + V (x)ψ = f

ψ(t = 0) = u0

Alors on a ψ(t = T ) = u1. Autrement dit, en choisissant bien le contrôle f , on peut envoyer la
fonction u0 sur la fonction u1 par le flot de Schrödinger. Pour plus de détails sur ce sujet, le lecteur
intéressé peut voir les références se trouvant dans [BZ11]

Un tel résultat permet aussi d’obtenir une minoration sur la vitesse de décroissance de l’énergie
pour l’équation des ondes amorties. Ceci est bien expliqué dans l’article[ALN12].

L’estimée d’observabilité est vraie sur toute variété riemannienne compacte si l’on fait sur ω
l’hypothèse de contrôle géométrique, c’est à dire si l’on suppose qu’il existe un temps t0 > 0 tel que
toutes les géodésiques ayant une vitesse 1 intersectent ω en un temps plus petit que ω.

L’originalité de ce résultat est que nous n’avons pas besoin de l’hypothèse de contrôle géométrique.
L’idée sous-jacente est que seul un nombre fini de vitesses engendrent des géodésiques n’intersectant
pas ω en un temps fini.

En utilisant un argument, appelé argument de compacité-unicité, dû à Bardos, Lebeau et Rauch
([BLR92]) et une décomposition de Littlewood-Payley, on obtient que pour obtenir une telle inégalité

53
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pour toute condition initiale, il suffit d’avoir une telle estimée pour des conditions initiales oscillant
très rapidement, comme nous donne la proposition suivante.

Soit χ ∈ C∞c ( 1
2 , 2)) une fonction de troncature telle que χ = 1 sur

] 3
4 ,

3
2
[
. On définit, pour h > 0,

Πhu0 := χ
(
h2(−1

2∆ + V )
)
u0.

Proposition 5.0.6. Soit T > 0 et ω un ouvert de Td. Il existe C, h0 > 0 tels que, pour tout
0 < h < h0 et tout u0 ∈ L2(Td), on a :

‖Πhu0‖2L2(Td) ≤ C
∫ T

0
‖UV (t)Πhu0‖2L2(ω)dt

Ce chapitre sera divisée en deux parties : tout d’abord, nous présenterons comment on peut
déduire le théorème 5.0.3 de la proposition 5.0.6. Nous suiverons pour cela la présentation faite
dans l’article [BZ11]. Ensuite, nous donnerons une preuve de la proposition 5.0.6, basée sur les
résultats précédents issus de la deuxième micro-localisation, qui provient de l’article [AM11b].

5.1 Preuve de l’observabilité à partir de l’estimée haute fréquence
Proposition 5.1.1. Soit T > 0 et ω un ouvert de Td. Il existe C telle que, pour tout u0 ∈ L2(Td),
on a :

‖u0‖2L2(Td) ≤ C
(∫ T

0
‖UV (t)u0‖2L2(ω)dt+ ‖u0‖2H−2(Td)

)
Démonstration. Soit φ ∈ C∞c

(] 1
2 , 2
[
; [0, 1]

)
, telle que l’on ait la partition de l’unité suivante :

∀r ∈ R, 1 =
∞∑
j=0

φj(r)2

où φj(r) = φ(2−j |r|). Par le calcul symbolique des opérateurs auto-adjoints, on en déduit donc que :

Id =
∞∑
j=0

φj(HV )2.

En appliquant cette égalité entre opérateurs à u0, puis en prenant le produit scalaire avec u0, on
en déduit que :

‖u0‖2L2(Td) =
∞∑
j=0
‖φj(HV )u0‖2L2(Td).

Considérons maintenant une fonction de troncature en temps, ψ ∈ C∞c (]0;T [; [0; 1]), telle que ψ(t) >
1/2 sur

]
T
3 ,

2T
3
[
.

Remarquons que, comme l’opérateur UV (t) est unitaire, la proposition 5.0.6 est encore vraie en
remplaçant l’intégrale de 0 à T par une intégrale sur

]
T
3 ,

2T
3
[
. En particulier, on a une constante C

telle que, pour 0 < h < h0 :

‖Πhu0‖2L2(Td) ≤ C
∫
R
ψ(t)2‖UV (t)Πhu0‖2L2(ω)dt
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Or il existe un K tel que 2−Kj < h0, et donc pour tout j > K et u ∈ L2(Td), on a

Πh0φj(HV )u = φj(HV )u.

On a alors

‖u0‖2L2(Td) =
K∑
j=0
‖φj(HV )u0‖2L2(Td) +

∞∑
j=K+1

‖φj(HV )u0‖2L2(Td)

=
K∑
j=0
‖φj(HV )u0‖2L2(Td) +

∞∑
j=K+1

‖Πhφj(HV )u0‖2L2(Td)

≤
K∑
j=0
‖φj(HV )u0‖2L2(Td) + C

∞∑
j=K+1

∫
R
ψ(t)2‖UV (t)Πh0φj(HV )u0‖2L2(ω)dt

=
K∑
j=0
‖φj(HV )u0‖2L2(Td) + C

∞∑
j=K+1

∫
R
‖ψ(t)φj(HV )UV (t)u0‖2L2(ω)dt

On aimerait pouvoir écrire ψ(t)φj(HV ) = φj(HV )ψ(t), afin d’utiliser la partition de l’unité et
de conclure. Toutefois, ces deux opérateurs ne commutent pas exactement, car φj(HV )UV (t) =
φj(∂t)UV (t) agit sur les fonctions de t.

L’objet des calculs suivant est de montrer que ce commutateur n’est pas trop grand.
On peut définir une quantification de Weyl sur les fonctions a(t, τ) dans C∞c (T ∗R). On notera

Õp cette quantification de Weyl.
Notons ηj = 2−j . On a alors

φj(∂t) = Õpηj (φ(τ)).

Soit ψ̃ ∈ C∞c (]0, T [; [0, 1]), telle que ψ̃ = 1 sur spt(ψ). On peut écrire

ψ(t)φj(∂t) = ψ(t)φj(∂t)ψ̃(t) + ψ(t)φj(∂t)(1− ψ̃(t)).

Or on a ψ(t)φj(∂t) = Opηj
(
ψ(t)#φ(τ)

)
. On vérifie sans peine à partir de la formule 2.3 que

spt
(
ψ(t)#φ(τ)

)
⊂ spt(ψ)× R, et donc :

spt
(
ψ(t)#φ(τ)

)
∩ spt(1− ψ) = ∅.

On en déduit, par le point (iii) du corollaire 2.1.1, que

ψ(t)φj(∂t)(1− ψ̃(t)) = OL(L2(R))(η∞j )

On a donc

‖u0‖2L2(Td) ≤ C‖u0‖2H−2 + C

∞∑
j=K+1

∫
R
‖ψ(t)φj(HV )UV (t)u0‖2L2(ω)dt

≤ C‖u0‖2H−2 + C

∞∑
j=K+1

∫
R
‖ψ(t)φj(HV )ψ̃(t)UV (t)u0‖2L2(ω)dt

+ C

∞∑
j=K+1

∫
R
‖ψ(t)φj(HV )(1− ψ̃(t))UV (t)u0‖2L2(ω)dt
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En prenant K assez grand, ce dernier terme peut être rendu plus petit que C‖u0‖2H−2 . On a donc :

‖u0‖2L2(Td) ≤ C
′‖u0‖2H−2 + C

∞∑
j=0

∫
R
‖ψ(t)φj(HV )ψ̃(t)UV (t)u0‖2L2(ω)dt

≤ C ′‖u0‖2H−2 + C

∞∑
j=0

∫
R
‖φj(HV )ψ̃(t)UV (t)u0‖2L2(ω)dt

= C ′‖u0‖2H−2 + C

∞∑
j=0
〈φj(HV )2ψ̃(t)UV (t)u0, ψ̃(t)UV (t)u0〉L2(Rt×ω)

= C ′‖u0‖2H−2 + C〈ψ̃(t)UV (t)u0, ψ̃(t)UV (t)u0〉L2(Rt×ω)

≤ C ′‖u0‖2H−2 + C

∫ T

0
‖UV (t)u0‖2L2(ω)dt

L’argument de compacité-unicité Notons, pour δ ≥ 0,

Nδ := {u0 ∈ L2(Td);UV (t)u0 ≡ 0 sur]0, T − δ[×ω}.

Remarquons que Nδ est un espace vectoriel, fermé pour la convergence L2 forte.

Proposition 5.1.2. N0 = {0}

Démonstration. Commençons par démontrer le lemme suivant :

Lemme 5.1.1. N0 est stable par HV .

Démonstration. Soit u0 ∈ N0. On écrira :

vε,0 = 1
ε

(
UV (ε)− Id

)
u0.

Remarquons que, dès que ε ≤ δ, on a, pour tout 0 < t < T − δ, UV (t)vε,0 ∈ Nδ.
HV est un opérateur auto-adjoint à résolvante compacte de L2(Td). Il existe donc une base

orthonormale (en) de L2(Td), et des réels (λn) tels que HV en = λnen. On écrit alors :

u0 =
∑
n

u0,nen,

et on a

HV vε,0 =
∑
n

e−iελn − 1
ε

u0,nen,

Prenons 0 < α, β < T/2, et appliquons la proposition 5.1.1 à vα,0 − vβ,0, avec T remplacé par T/2.
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Comme vα,0 et vβ,0 sont dans NT/2, le second terme s’annule, et on a :

‖vα,0 − vβ,0‖2L2(Td) ≤ C‖vα,0 − vβ,0‖
2
H−2

=
∑
n

∣∣∣e−iαλn − 1
α

− e−iβλn − 1
β

∣∣∣2(1 + λn)−2u2
0,n

≤ C ′
∑
n

λ2
n(α− β)2(1 + λn)−2u2

0,n

≤ C ′(α− β)2

On en déduit que la suite (vα0) est de Cauchy quand α0 → 0, et donc converge pour la topologie
L2-forte. Notons v0 sa limite. v0 est dans tous les Nδ, et donc est dans N0.
Or, par définition de vα0 , on a, au sens des distributions

UV (t)v0 = δtu0,

et donc
v0 = −iHV u0.

Ce qui conclut la preuve du lemme.

On sait, par la proposition 5.1.1 que, sur N0, ‖ · ‖H−2(Td) est une norme. Or, comme l’injection
de L2(Td) dans H−2(Td) est compacte, on en déduit que la boule unité dans N0 est compacte pour
la norme ‖ · ‖H−2(Td). Par conséquent, N0 doit être de dimension finie.

Par le lemme précédent, HV est un endomorphisme de l’espace vectoriel complexe de dimension
finie N0. Par conséquent, il doit avoir un vecteur propre, que nous noterons w. Il existe un complexe
ν tel que {

(−∆ + V )w = νw sur Td

w = 0 sur ω

Par des arguments classiques sur les équations elliptiques (par exemple, par le principe du maximum
fort), on conclut que w = 0, et donc que N0 = {0}.

Nous pouvons maintenant passer à la démonstration du théorème 5.0.3.

Démonstration. Supposons qu’il n’existe pas de telle majoration. On pourrait alors construire une
suite u0,n ∈ L2(Td), avec ∀n, ‖u0,n‖L2(Td) = 1, et telle que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω

|UV (t)un,0|2dxdt = 0.

On peut extraire une sous-suite, que l’on écrira toujours (un,0), qui converge faiblement dans L2(Td).
On a alors une convergence forte dans H−2(Td). Notons u0 la limite. On a u0 ∈ N0. Par la
proposition 5.1.1, on a

‖un,0‖2L2(Td) = 1 ≤ C
(∫ T

0
‖UV (t)un,0‖2L2(ω)dt+ ‖un,0‖2H−2(Td)

)
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En passant à la limite dans cette expression, on en déduit que

1 ≤ C‖u0‖H−2(Td)

Par conséquent, on a une fonction u0 ∈ N0 différente de 0. Ceci contredit la proposition 5.1.2, et
termine la preuve du théorème.

5.2 Preuve de l’estimée haute fréquence
Rappelons que la proposition que nous devons montrer est la suivante :
Soit T > 0 et ω un ouvert de Td. Il existe C, h0 > 0 tels que, pour tout 0 < h < h0 et tout

u0 ∈ L2(Td), on a :

‖Πhu0‖2L2(Td) ≤ C
∫ T

0
‖UV (t)Πhu0‖2L2(ω)dt

Démonstration. Nous prouverons le résultat par récurrence, et par l’absurde. Nous supposerons que
le résultat est vrai pour tous les tores rationnels de dimension d′ < d, et nous supposerons que le
résultat est faux pour le tore de dimension d.

Il existe donc une suite hn qui tend vers 0, et une suite de conditions initiales u0,n normalisées
dans L2(Td) telle que Πhnu0,n = u0,n, et

lim
n→∞

∫ T

0
‖UV (t)u0,n‖2L2(ω)dt = 0.

On peut extraire une sous-suite, et supposer que (u0,n) admet une mesure semi-classique initiale
µu,0, et une mesure semi-classique dépendante du temps, µu ∈ L∞(R;M+(T ∗Td)). On a alors, par
construction,

µu,0(T ∗Td) = 1, µu,0(Td × {0}) = 0. (5.1)

Par la proposition 4.5.1, ceci est encore vrai pour µu(t, ·) pour presque tout t.
D’autre part, on a ∫ T

0
µu(t, ω × Rd)dt = 0. (5.2)

Par le théorème 4.5.1, on a pour tout b ∈ L∞(Td)∫
T∗Td

b(x)µu(t, dx, dξ) =
∑
Λ

∫
Td
b(x)νu,Λ(t, dx) =

∑
Λ

Tr
(
m〈b〉ΛU〈V 〉Λ(t)σu,ΛU〈V 〉Λ(t)∗

)
.

Si Λ = 0, la mesure νu,Λ est constante en x, et comme on a par hypothèse νu,Λ(t, ω) = 0, on a
νu,Λ(t) = 0.

Si Λ = Zd, on sait que µu(t,Td × {0}), et donc par le corollaire 4.5.1, on a σu,Λ = 0.
Soit Λ 6= 0, Λ 6= Zd. On peut appliquer notre hypothèse de récurrence au tore TΛ. Le théorème

5.0.3 est alors vrai pour TΛ.
L’hypothèse 5.2 se traduit en disant que :∫ T

0
Tr
(
m〈1ω〉ΛU〈V 〉Λ(t)σu,ΛU〈V 〉Λ(t)∗

)
dt = 0.
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Autrement dit, ∫ T

0
Tr
(
m1〈ω〉ΛU〈V 〉Λ(t)σu,ΛU〈V 〉Λ(t)∗

)
dt = 0,

où 〈ω〉Λ est le support de 〈1ω〉Λ.
D’autre part, σu,Λ étant un opérateur à trace, il est compact. On peut donc le décomposer

comme
σu,Λ =

∑
n∈N

λn|φn〉〈φn|,

où φn est une fonction propre de σu,Λ normalisée dans L2, et |φn〉〈φn| est le projecteur associé. On
a
∑
λn <∞.

On peut alors appliquer le théorème 5.0.3 à chacun des φn. On a

1 ≤ C
∫ T

0
‖UV (t)φn‖2L2(ω)dt,

et donc
Tr(σu,Λ) ≤ C

∫ T

0
Tr
(
m1〈ω〉ΛU〈V 〉Λ(t)σu,ΛU〈V 〉Λ(t)∗

)
dt.

Par conséquent, σu,Λ = 0. Ceci étant vrai pour tout Λ, on a µu(t, T ∗Td) = 0. Ceci est en
contradiction avec le fait que µu(t, T ∗Td) = 1.

Pour conclure la preuve, il nous reste à traiter le cas où d = 1. On raisonne par l’absurde comme
précédemment, et on obtient une mesure semi-classique µ vérifiant 5.1 et 5.2. On sait que µu(t, ·)
est invariante par le flot géodésique. Or µu(t,T×{0}) = 0 donc µu(t, ·) est uniforme sur T. Comme
cette mesure accorde une masse nulle à l’ouvert ω, elle est nécessairement nulle. Ceci contredit
l’hypothèse que µu(t, T ∗Td) = 1, et termine la preuve de la proposition.

Nous conclurons en disant que, là encore, il serait possible de se passer de l’hypothèse (R) si on
savait prouver la conjecture (U). Par des méthodes complètement différentes de celles présentées
dans ce mémoire, Bourgain, Burq et Zworski ont réussi dans [BBZ13] à prouver la proposition
5.0.6, et donc le théorème 5.0.3 dans le cas d’un potentiel L2 en dimension deux. Il est conjecturé
que l’estimée d’observabilité reste vraie sur Td en toute dimension, pour tout potentiel ayant une
régularité au moins Lpd , où pd crôıt avec d, et tend vers l’infini quand d −→∞.
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