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Estimation par intervalle de confiance

Introduction

Ce que l’on a pû voir, avec les 10 jeux de données, c’est que même
lorsque l’on simule des observations qui suivent la même loi, les
estimations changent d’un jeu de données à un autre.

⇒ fluctuation d’échantillonnage
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Ce que l’on a pû voir, avec les 10 jeux de données, c’est que même
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Estimation par intervalle de confiance

Introduction

Ce que l’on a pû voir, avec les 10 jeux de données, c’est que même
lorsque l’on simule des observations qui suivent la même loi, les
estimations changent d’un jeu de données à un autre.

⇒ fluctuation d’échantillonnage

Comment quantifier cela?

En construisant un intervalle de confiance!
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Estimation par intervalle de confiance

Objectif

par l’estimation ponctuelle, on obtient une valeur approchée
d’une caractéristique de la population
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d’une caractéristique de la population

estimation obtenue à l’aide d’un échantillon de taille n

7/99



Estimation par intervalle de confiance

Objectif

par l’estimation ponctuelle, on obtient une valeur approchée
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Estimation par intervalle de confiance

Objectif

par l’estimation ponctuelle, on obtient une valeur approchée
d’une caractéristique de la population

estimation obtenue à l’aide d’un échantillon de taille n

⇒ quelle est l’influence de n?

⇒ comment prendre en compte l’erreur du fait que l’on ne
dispose que d’un échantillon et non de la population entière?
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Estimation par intervalle de confiance

Visualisation

On simule 100 jeux de données de taille respective n = 50 et
n = 500

les jeux de données ont été simulés à partir de loi loi normale
centrée et réduite

Pour chaque jeu de données, on calcule la moyenne empirique

On représente la bôıte à moustache associée aux jeux de
données de taille 50, puis de taille 500
Sur une bôıte à moustache, on visualise les 1er, 3ème quartiles
(limites inférieure et suprieure du rectangle), la médiane (trait
en gras) et les limites.
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Visualisation
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Estimation par intervalle de confiance

Visualisation

on constate que quand n augmente, l’étalement des données
diminue

X̄n est donc plus précis quand n est grand
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Estimation par intervalle de confiance

Visualisation

On simule 100 jeux de données de taille n = 500 dont on va
faire bouger la variance.

les jeux de données ont été simulés à partir de loi loi normale
centrée de variance σ2. On prend σ = 1 et σ = 5.

Pour chaque jeu de données, on calcule la moyenne empirique

On représente la bôıte à moustache associée aux jeux de
données associés à σ = 1 d’une part et σ = 5 d’autre part.
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Visualisation
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Estimation par intervalle de confiance

Visualisation

on constate que quand σ augmente, l’étalement des données
augmente

X̄n est donc moins précis quand σ est grand
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Estimation par intervalle de confiance

Visualisation

L’intervalle de confiance va :

quantifier ces dépendances

donner une marge d’erreur quant à l’estimation ponctuelle
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Estimation par intervalle de confiance

Visualisation

L’intervalle de confiance va :

quantifier ces dépendances

donner une marge d’erreur quant à l’estimation ponctuelle

Il va falloir poser un cadre : le cadre gaussien
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Estimation par intervalle de confiance

Particularité du cadre gaussien

Proposition :

Si X1, . . . ,Xn forment un n-échantillon de loi N (µ, σ2), alors :

X̄n :=
X1 + . . .+ Xn

n
∼ N (µ, σ2/n)
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Estimation par intervalle de confiance

Particularité du cadre gaussien

Proposition :

Si X1, . . . ,Xn forment un n-échantillon de loi N (µ, σ2), alors :

X̄n :=
X1 + . . .+ Xn

n
∼ N (µ, σ2/n)

Ceci n’est pas une conséquence du théorème central limit !
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Estimation par intervalle de confiance

Pourquoi cela?

E[X̄n] = E[X1+...+Xn

n
]

= E[X1+...+Xn

] n par linéarité de l’espérance

= E[X1]+...+E[Xn]
n

par linéarité de l’espérance

= µ+...+µ
n

car toutes de même loi
= µ
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Estimation par intervalle de confiance

Pourquoi cela?

E[X̄n] = E[X1+...+Xn

n
]

= E[X1+...+Xn

] n par linéarité de l’espérance

= E[X1]+...+E[Xn]
n

par linéarité de l’espérance

= µ+...+µ
n

car toutes de même loi
= µ

V[X̄n] = V[X1+...+Xn

n
]

= V[X1+...+Xn

] n2 par propriété de la variance

= E[X1]+...+E[Xn]
n2

par indépendance des variables

= σ2+...+σ2

n2
car toutes de même loi

= σ2

n

Le caractère gaussien car la somme de variables gaussiennes
indépendantes est une variable gaussienne.
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Estimation par intervalle de confiance

visualisation

on a pris n = 10 et on a simulé 100000 jeux de donnés de
taille n = 10 associés à une loi normale de paramètre µ = 2 et
σ = 4

pour chacun des 100000 jeux de données, on évalue X̄n et on
trace l’histogramme que l’on compare à la distribution
théorique signifiée par le théorème central limit.

on constate que la densité théorique de la loi normale et
l’histogramme des X̄n sont très proches
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Estimation par intervalle de confiance

visualisation
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Estimation par intervalle de confiance

Principe d’un intervalle de confiance pour l’espérance

On veut construire un intervalle dans lequel va se trouver très
probablement le paramètre µ

24/99



Estimation par intervalle de confiance

Principe d’un intervalle de confiance pour l’espérance

On veut construire un intervalle dans lequel va se trouver très
probablement le paramètre µ

on ne connâıt pas µ mais une valeur approchée avec X̄n

25/99



Estimation par intervalle de confiance

Principe d’un intervalle de confiance pour l’espérance

On veut construire un intervalle dans lequel va se trouver très
probablement le paramètre µ

on ne connâıt pas µ mais une valeur approchée avec X̄n

idée : on construit un intervalle autour de X̄n : [X̄n − ǫ; X̄n+ ǫ]

26/99



Estimation par intervalle de confiance

Principe d’un intervalle de confiance pour l’espérance

On veut construire un intervalle dans lequel va se trouver très
probablement le paramètre µ

on ne connâıt pas µ mais une valeur approchée avec X̄n

idée : on construit un intervalle autour de X̄n :
[X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]

il faut construire ǫ
X̄n est une variable aléatoire ⇒ l’intervalle est aléatoire
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Estimation par intervalle de confiance

Principe d’un intervalle de confiance pour l’espérance

On veut construire un intervalle dans lequel va se trouver très
probablement le paramètre µ

on ne connâıt pas µ mais une valeur approchée avec X̄n

idée : on construit un intervalle autour de X̄n :
[X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]

X̄n est une variable aléatoire ⇒ l’intervalle est aléatoire

l’intervalle va changer quand l’échantillon va changer!
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Estimation par intervalle de confiance

niveau de confiance

µ sera tantôt dans l’intervalle de confiance et tantôt en dehors
de l’intervalle
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niveau de confiance

µ sera tantôt dans l’intervalle de confiance et tantôt en dehors
de l’intervalle

on aimerait que quand on crée beaucoup d’intervalles, très
souvent µ soit dans l’intervalle
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niveau de confiance

µ sera tantôt dans l’intervalle de confiance et tantôt en dehors
de l’intervalle

on aimerait que quand on crée beaucoup d’intervalles, très
souvent µ est dans l’intervalle

par exemple : dans 95% des cas
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Estimation par intervalle de confiance

niveau de confiance

µ sera tantôt dans l’intervalle de confiance et tantôt en dehors
de l’intervalle

on aimerait que quand on crée beaucoup d’intervalles, très
souvent µ est dans l’intervalle

par exemple : dans 95% des cas

ce taux est appelé niveau de confiance (dans l’exemple 95%)
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Estimation par intervalle de confiance

niveau de confiance

On note α la probabilité que µ ne soit pas dans l’intervalle de
confiance
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Estimation par intervalle de confiance

niveau de confiance

On note α la probabilité que µ ne soit pas dans l’intervalle de
confiance

le niveau est alors 1− α
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Estimation par intervalle de confiance

niveau de confiance

On note α la probabilité que µ ne soit pas dans l’intervalle de
confiance

le niveau est alors 1− α

trouver ǫ de sorte que µ soit dans [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ] avec
probabilité 1− α
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Estimation par intervalle de confiance

visualisation

Pour visualiser le fait que le vrai paramètre peut être en dehors,
nous avons simulés 100 jeux de données associés à des lois
normales d’espérance 2.

Pour chacun des jeux de données, nous avons construit l’intervalle
de confiance pour le paramètre d’espérance. Ils sont représentés
par les traits verticaux bleus.

La valeur cible est matérialisée par le trait horizontal rouge.

On voit que très souvent le trait rouge coupe les traits bleus, mais
il arrive que cela ne soit pas le cas. Le nombre de fois où tel n’est
pas le cas est de l’ordre de 100.α.
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Estimation par intervalle de confiance

visualisation
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Estimation par intervalle de confiance

niveau de confiance

influence de ǫ :

plus ǫ est grand ⇒ plus µ a des chances d’être dans l’intervalle

⇒ niveau de confiance élevé
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Estimation par intervalle de confiance

niveau de confiance

influence de ǫ :

plus ǫ est grand ⇒ plus µ a des chances d’être dans l’intervalle

⇒ niveau de confiance élevé

plus ǫ est grand ⇒ moins X̄n est précis

⇒ ǫ : marge d’erreur
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance

On veut :
P(µ ∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = 1− α
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance

On veut :
P(µ ∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = 1− α

Or :
P(µ ∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = P(X̄n − ǫ ≤ µ ≤ X̄n + ǫ)

= P(−ǫ ≤ µ− X̄n ≤ ǫ)
= P(−ǫ ≤ X̄n − µ ≤ ǫ)
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance

Or, dans le cadre gaussien, on a :

X̄n ∼ N (µ, σ2/n)

Soit :
√
n.
X̄n − µ

σ
∼ N (0, 1)
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance

On veut :
P(µ ∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = 1− α

Or :
P(µ ∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = P(−ǫ ≤ X̄n − µ ≤ ǫ)

mais encore :

P(µ ∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = P(
√
n.
−ǫ

σ
≤ √

n.
X̄n − µ

σ
≤ √

n.
ǫ

σ
)

(on a centré et réduit la variable X̄n)
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance

Or :

α = P(µ /∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = P(
√
n.
−ǫ

σ
≥ √

n.
X̄n − µ

σ

ou
√
n.
X̄n − µ

σ
≥ √

n.
ǫ

σ
)
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance
Or :

P(µ /∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = P(
√
n.
−ǫ

σ
≥ √

n.
X̄n − µ

σ

ou
√
n.
X̄n − µ

σ
≥ √

n.
ǫ

σ
)

En effet :
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance
Or :

P(µ /∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = P(
√
n.
−ǫ

σ
≥

√
n.
X̄n − µ

σ

ou
√
n.
X̄n − µ

σ
≥ √

n.
ǫ

σ
)

= P(
√
n.
−ǫ

σ
≥ √

n.
X̄n − µ

σ
)

+P(
√
n.
X̄n − µ

σ
≥ √

n.
ǫ

σ
)

En effet, les événements que l’on considère sont disjoints. (Sinon
cela serait faux car il ne faut pas oublier que
P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B) mais que dans le cas
d’événements disjoints P(A ∩ B) = 0)
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance
Or :

P(µ /∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = P(
√
n.
−ǫ

σ
≥ √

n.
X̄n − µ

σ

ou
√
n.
X̄n − µ

σ
≥

√
n.

ǫ

σ
)

= P(
√
n.
−ǫ

σ
≥

√
n.
X̄n − µ

σ
)

+P(
√
n.
X̄n − µ

σ
≥

√
n.

ǫ

σ
)

Et par symétrie de la distribution d’une N (0, 1), on a :

P(µ /∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = 2.P(
√
n.
X̄n − µ

σ
≥

√
n.

ǫ

σ
)
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Estimation par intervalle de confiance

Rappel de la symétrie d’une loi normale
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance

Or on veut que :

P(µ /∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = α

Soit :

P(
√
n.
X̄n − µ

σ
≥

√
n.

ǫ

σ
) = α/2
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance

Dans la table de la loi normale centrée réduite, on cherche zα/2 tel
que

P(N (0, 1) ≥ z1−α/2) = α/2

z1−α/2 est de fractile d’ordre 1− α/2 associé à une loi normale
centrée réduite
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance

On pose alors : √
n.ǫ/σ = z1−α/2

Soit :
ǫ =

z1−α/2.σ√
n
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance

On en déduit l’intervalle de confiance :
[

X̄n −
z1−α/2.σ√

n
, X̄n +

z1−α/2.σ√
n

]
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance

On en déduit l’intervalle de confiance :
[

X̄n −
z1−α/2.σ√

n
, X̄n +

z1−α/2.σ√
n

]

plus σ est grand ⇒ plus la marge d’erreur est grande
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance

On en déduit l’intervalle de confiance :
[

X̄n −
z1−α/2.σ√

n
, X̄n +

z1−α/2.σ√
n

]

plus σ est grand ⇒ plus la marge d’erreur est grande

plus n est grand ⇒ plus la marge d’erreur est petite
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Estimation par intervalle de confiance

Exemple

On souhaite déterminer la dépense moyenne des clients d’un centre
commercial.

On suppose que la distribution des dépenses des clients suit une loi
normale d’écart-type σ = 30. On considère un échantillon de taille

n = 16 pour lequel x̄n = 140.

Déterminer l’intervalle de confiance pour les dépenses moyennes au
niveau 90%.
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Estimation par intervalle de confiance

Exemple : solution

On cherche un intervalle de confiance pour le paramètre
d’espérance de la loi.
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Estimation par intervalle de confiance

Exemple : solution

On cherche un intervalle de confiance pour le paramètre
d’espérance de la loi. D’après ce qui précède, on sait que

l’intervalle de confiance a pour expression:

[

140 −
30.z1−α/2

4
, 140 +

30.z1−α/2

4

]

On a utilisé la formule précédent dans laquelle on a remplacé les
paramètre par leur valeur quand on les connaissaient.

Il suffit à présent d’aller chercher la valeur de z1−α/2 dans la table
de la loi normale centrée réduite.
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Estimation par intervalle de confiance

table loi normale centrée réduite

il n’existe qu’une table celle de la loi normale centrée réduite

cela résulte du lien entre une loi normale quelconque et la loi
normale centrée réduite
Si X ∼ N (µ, σ2) alors X−µ

σ ∼ N (0, 1)

Dans la table, ce sont les probabilités P(X ≤ z) qui sont
retranscrites, avec X ∼ N (0, 1)
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Estimation par intervalle de confiance

table loi normale centrée réduite

Si on cherche P(X ≤ 1.54), on se regarde la valeur dans la
table à l’intersection de la ligne associée à 1.5 et de la colonne
associée à 0.04.
Sur la table, on lit 0.9382.

Si on cherche t tel que P(X ≤ t) = 0.975, on cherche dans le
corps de la table la valeur 0.975 et on en déduit la valeur de t,
en l’occurrence 1.96 sur notre exemple.
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Estimation par intervalle de confiance

table loi normale centrée réduite
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Estimation par intervalle de confiance

Exemple : solution

En quoi cela va nous aider?

On cherche zα/2 tel que

P(N (0, 1) ≥ z1−α/2) = α/2

Autrement dit tel que :

P(N (0, 1) ≤ z1−α/2) = F (z1−α/2) = 1− α/2

Dans la table, on lit pour α = 0.1, 1.645
On prend en effet le milieu entre 1.64 et 1.65, puisque 0.95 est le
milieu de 0.9495 et de 0.9505.
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Estimation par intervalle de confiance

Exemple : solution

On en déduit que :

[

140− 30.1, 645

4
, 140 +

30.1, 645

4

]

Soit
[127.66; 152.34]
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre non

gaussien

tout ce qui précède a été fait dans le cadre gaussien
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre non

gaussien

tout ce qui précède a été fait dans le cadre gaussien

et si pas dans le cadre gaussien
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre non

gaussien

tout ce qui précède a été fait dans le cadre gaussien

et si pas dans le cadre gaussien

⇒ utilisation du Théorème Central Limit
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Estimation par intervalle de confiance

Théorème Central Limit

Soit X1, . . . ,Xn un n-échantillon dont on note µ l’espérance et σ2

la variance. Alors, pour n grand, on a :

√
n
X̄n − µ

σ
 N (0, 1)
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre non

gaussien

On va utiliser le fait que X̄n suit approximativement une loi
normale d’espérance µ et de variance σ2/n.
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre non

gaussien

On va utiliser le fait que X̄n suit approximativement une loi
normale d’espérance µ et de variance σ2/n.

En menant les calculs comme précédemment, on retrouve
l’intervalle précédent :

[

X̄n −
z1−α/2.σ√

n
, X̄n +

z1−α/2.σ√
n

]
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre non

gaussien
On va utiliser le fait que X̄n suit approximativement une loi
normale d’espérance µ et de variance σ2/n.

En menant les calculs comme précédemment, on retrouve
l’intervalle précédent :

[

X̄n −
z1−α/2.σ√

n
, X̄n +

z1−α/2.σ√
n

]

La seule différence avec ce qui précède c’est que pour déterminer
z1−α/2, on remplace la vraie loi pour l’approximation gaussienne.
⇒ on obtient un intervalle de confiance asymptotique et non plus
exact comme précédemment puisque :

lim
n→+∞

P(µ ∈ intevalle de confiance) = 1− α
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Estimation par intervalle de confiance

Exemple

On souhaite déterminer la dépense moyenne des clients d’un centre
commercial.

On suppose que la distribution des dépenses des clients a un
écart-type σ = 30. On considère un échantillon de taille n = 100

pour lequel x̄n = 140.

Déterminer l’intervalle de confiance pour les dépenses moyennes au
niveau 90%.
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Estimation par intervalle de confiance

Exemple : solution

On cherche un intervalle de confiance pour le paramètre
d’espérance de la loi.
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Estimation par intervalle de confiance

Exemple : solution

On cherche un intervalle de confiance pour le paramètre
d’espérance de la loi. D’après ce qui précède, on sait que

l’intervalle de confiance a pour expression:

[

140 − 30.z1−α/2

10
, 140 +

30.z1−α/2

10

]
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Estimation par intervalle de confiance

Exemple : solution

On en déduit que :

[

140− 30.1, 645

4
, 140 +

30.1, 645

10

]

Soit
[135.06; 144.94]
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Estimation par intervalle de confiance

variance inconnue

tout ce qui précède a été fait à variance connue
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Estimation par intervalle de confiance

variance inconnue

tout ce qui précède a été fait à variance connue

et si la variance n’est pas connue?
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Estimation par intervalle de confiance

variance inconnue

tout ce qui précède a été fait à variance connue

et si la variance n’est pas connue?

⇒ on va l’estimer
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue

Quelques définitions :

Soit Y1, . . . ,Yn un n-échantillon de loi N (0, 1).
On considère C = Y 2

1 + . . .+ Y 2
n .

Ainsi définie, on dit que C suit une loi du Chi-Deux (χ2) à n

degré de liberté.
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue

Quelques définitions :
Soit Y1, . . . ,Yn un n-échantillon de loi N (0, 1).
On considère C = Y 2

1 + . . .+ Y 2
n .

Ainsi définie, on dit que C suit une loi du Chi-Deux (χ2) à n degré
de liberté.

C n peut prendre que des valeurs positives

le degré de liberté est le nombre de variables Y1, . . . ,Yn que
l’on peut choisir librement pour entièrement définir C .
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue

Quelques définitions :
Soit Y1, . . . ,Yn un n-échantillon de loi N (0, 1).
On considère C = Y 2

1 + . . .+ Y 2
n .

Ainsi définie, on dit que C suit une loi du Chi-Deux (χ2) à n degré
de liberté.

C n peut prendre que des valeurs positives

le degré de liberté est le nombre de variables Y1, . . . ,Yn que
l’on peut choisir librement pour entièrement définir C .
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue
Quelques définitions : Visualisation de la fonction de densité d’une
loi du χ2 selon la valeur du degré de liberté
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue

Quelques définitions :
Soit Y une loi N (0, 1) et V une loi du χ2 à r degré de liberté. On
suppose de plus que Y et V sont indépendantes.

On considère T = Y√
V /r

. Alors ainsi définie, T suit une loi de

Student à r degré de liberté.

la fonction de densité d’une loi de Student est symétrique par
rapport à l’axe des ordonnées

on a ainsi les mêmes propriétés de symétries que pour la loi
normale
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue
Quelques définitions : Visualisation de la fonction de densité d’une
loi de Student en fonction de son degré de liberté
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue

Quelques résultats :
Soit X1, . . . ,Xn un n-échantillon de loi N (µ, σ2) avec µ et σ2

inconnus.

Soit U = n−1
σ2 S̄2

n avec

S̄2
n = 1

n−1

(

(X1 − X̄n)
2 + . . .+ (Xn − X̄n)

2
)

On peut montrer et on admet que U suit une loi du Chi-Deux
(χ2) à (n − 1) degré de liberté.
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue

Quelques résultats :
Soit X1, . . . ,Xn un n-échantillon de loi N (µ, σ2) avec µ et σ2

inconnus.

Soit U = n−1
σ2 S̄2

n avec

S̄2
n = 1

n−1

(

(X1 − X̄n)
2 + . . .+ (Xn − X̄n)

2
)

On peut montrer et on admet que U suit une loi du Chi-Deux
(χ2) à (n − 1) degré de liberté.

On admet aussi que U (ou S̄2
n ) et Z =

√
n
X̄n−µ

σ sont des
variables indépendantes
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue

Quelques résultats :

Si on considère

T =
Z

√

U/(n − 1)

alors T suit une loi de Student à (n − 1) degré de liberté, par
définition de la loi de Student.
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue

Quelques résultats :

Si on considère

T =
Z

√

U/(n − 1)

alors T suit une loi de Student à (n − 1) degré de liberté, par
définition de la loi de Student.

On montre, après avoir remplacé Z par sa définition et procédé à
des simplifications que :

T =
√
n
X̄n − µ

S̄n
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue

Quelques résultats :
Si l’on compare les expressions de Z et T on voit que T est Z
dans lequel on a remplacé σ par S̄n.

Quand on remplace un vrai paramètre par un estimateur, on peut
changer la distribution. Par exemple, ici on passe d’une loi normale
à une loi de Student.

89/99



Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue

En menant les calculs comme précédemment, on cherche ǫ tel que :

P(µ /∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = P(
√
n.
−ǫ

S̄n
≥

√
n.
X̄n − µ

S̄n

ou
√
n.
X̄n − µ

S̄n
≥ √

n.
ǫ

S̄n
)

on réduit par S̄n/
√
n

au lieu de réduire par σ/
√
n

= P(
√
n.
−ǫ

S̄n
≥

√
n.
X̄n − µ

S̄n
)

+P(
√
n.
X̄n − µ

S̄n
≥ √

n.
ǫ

S̄n
)
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue

En menant les calculs comme précédemment, on cherche ǫ tel que :

P(µ /∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = P(
√
n.
−ǫ

S̄n
≥

√
n.
X̄n − µ

S̄n

ou
√
n.
X̄n − µ

S̄n
≥ √

n.
ǫ

S̄n
)

= P(
√
n.
−ǫ

S̄n
≥

√
n.
X̄n − µ

S̄n
)

+P(
√
n.
X̄n − µ

S̄n
≥ √

n.
ǫ

S̄n
)

= P(T ≤
√
n.
−ǫ

S̄n
) + P(T ≥

√
n.

ǫ

S̄n
)
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue
En menant les calculs comme précédemment, on cherche ǫ tel que :

P(µ /∈ [X̄n − ǫ; X̄n + ǫ]) = P(
√
n.
−ǫ

S̄n
≥

√
n.
X̄n − µ

S̄n

ou
√
n.
X̄n − µ

S̄n
≥ √

n.
ǫ

S̄n
)

= P(
√
n.
−ǫ

S̄n
≥

√
n.
X̄n − µ

S̄n
)

+P(
√
n.
X̄n − µ

S̄n
≥ √

n.
ǫ

S̄n
)

= 2.P(T ≥
√
n.

ǫ

S̄n
)

dernière égalité : par symétrie de la loi de Student (même
phénomène que pour la loi normale)
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue

On lit ainsi dans la table associée t1−α/2,n−1 de sorte que :

P(T ≥ t1−α/2,n−1) = α/2
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Estimation par intervalle de confiance

construction d’un intervalle de confiance : cadre gaussien

et variance inconnue

On lit ainsi dans la table associée tα/2,n−1 de sorte que :

P(T ≥ t1−α/2,n−1) = α/2

Au final, on obtient comme intervalle :

[

X̄n −
t1−α/2,n−1.S̄n√

n
, X̄n +

t1−α/2,n−1.S̄n√
n

]
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Estimation par intervalle de confiance

Exemple

On souhaite déterminer la dépense moyenne des clients d’un centre
commercial.

On suppose que la distribution des dépenses des clients suit une loi
normale. On considère un échantillon de taille n = 16 pour lequel

x̄n = 140 et s̄n = 30.

Déterminer l’intervalle de confiance pour les dépenses moyennes au
niveau 90%.

95/99



Estimation par intervalle de confiance

Exemple : solution

On cherche un intervalle de confiance pour le paramètre
d’espérance de la loi.
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Estimation par intervalle de confiance

Exemple : solution

On cherche un intervalle de confiance pour le paramètre
d’espérance de la loi. D’après ce qui précède, on sait que

l’intervalle de confiance a pour expression:

[

140− 30.t1−α/2,15

4
, 140 +

30.t1−α/2;15

4

]
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Estimation par intervalle de confiance

Exemple : solution
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Estimation par intervalle de confiance

Exemple : solution

D’où :
[

140− 30.1, 753

4
, 140 +

30.1, 753

4

]

Soit :
[126, 85; 153, 15]
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