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Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance a été accordée lors de la correction à la justification des réponses.

Les exercices sont indépendants.

1. (a)

P((Yn+1, εn+1) = (y, 1)|(Yn, εn) = (x, 1)) = P(Vn+1 = y − x,Un+1 ≤ g(y))
= K(x, y)g(y) .

(b) La quantité f(Yn) peut toujours être vue comme fonction de (Yn, εn). Donc, par la question
précédente:

E(f(Yn)1T>n) =
∑

x1,...,xn∈Z,ε1,...,εn∈{1}

K(0, x1)g(x1) . . .K(xn−1, xn)g(xn)× f(xn) .

2. (a) On fait un petit dessin pour se rendre compte que tous les états communiquent, donc la châıne
est irréductible. Comme l’espace d’état est fini, elle est alors récurrente positive.

(b) Nous avons P 3
1,1 ≥ P1,2P2,4P4,1 > 0 et P 5

1,1 ≥ P1,2P2,3P3,2P2,4P4,1 > 0.

(c) Par théorème de Bezout, il existe a, b ∈ Z tels que 3a + 5b = 1, et on peut même en trouver :
prenons par exemple a = −3, b = 2. Alors, ∀n ≥ 9, on peut écrire la division euclidienne
de n par 9 : n = 9d + r puis n = 3 × 3 × d + r × (3a + 5b) = 3u + 5v avec u, v ∈ N. Donc
Pn

1,1 ≥ P 3u
1,1P

5v
1,1 > 0. Donc 1 est apériodique. Donc toute la châıne est apériodique.

(d) On cherche à résoudre µP = µ (avec µ1 + µ2 + µ3 + µ4 = 1), c’est à dire
(1/2)µ4 = µ1

(1/2)µ1 +µ3 = µ2

(1/2)µ2 +(1/2)µ4 = µ3

(1/2)µ1 +(1/2)µ2 = µ4

On résoud et on trouve µ1 = 2/17, µ2 = 6/17, µ3 = 5/17, µ4 = 4/17.

(e) Comme la châıne est irréductible, récurrente positive et apériodique, alors ∀x, y, Pn
x,y −→

n→∞
µy.

(f) La châıne est irréductible positive donc E4(T4) = 1/µ4 = 17/2.

3. (a) On prend une fonction mesurable ϕ : R → R+. On a E(ϕ(Z)) = E(ϕ(X)1Uf(X)<g(X) +
ϕ(Y )1Uf(X)>g(X)1V g(Y )<f(Y )|1Uf(X)<g(X)+1V g(Y )<f(Y ) > 0). Calculons (en utilisant Fubini-
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Tonelli)

E(ϕ(X)1Uf(X)<g(X) + ϕ(Y )1Uf(X)>g(X)1V g(Y )<f(Y )) =∫
x,yR2

∫
u,v∈[0,1]2

(ϕ(x)1uf(x)<g(x) + ϕ(y)1uf(x)>g(x)1vg(y)<f(y))f(x)g(y)dxdy =∫
x,yR2

ϕ(x)
(

1 ∧ g(x)
f(x)

)
f(x)g(y)dxdy

+
∫

x,yR2
ϕ(y)

(
1−

(
1 ∧ g(x)

f(x)

)) (
1 ∧ f(y)

g(y)

)
f(x)g(y)dxdy =∫

x,yR2
ϕ(x)g(y)(f(x) ∧ g(x))dxdy

+
∫

x,yR2
ϕ(y)(f(x)− (f(x) ∧ g(x)))(g(y) ∧ f(y))dxdy =

(on échange x et y dans la dernière intégrale)∫
x∈R

ϕ(x)
[
(f(x) ∧ g(x)) + (g(x) ∧ f(x))

∫
y∈R

f(y)− (f(y) ∧ g(y))dy

]
dx =∫

x∈R
ϕ(x)(f(x) ∧ g(x))dx×

(
2−

∫
y∈R

(f(y) ∧ g(y))dy

)
Et puisque

E(ϕ(X)1Uf(X)<g(X) + ϕ(Y )1Uf(X)>g(X)1V g(Y )<f(Y )|1Uf(X)<g(X) + 1V g(Y )<f(Y ) > 0) =
E(ϕ(X)1Uf(X)<g(X) + ϕ(Y )1Uf(X)>g(X)1V g(Y )<f(Y ))

E(1Uf(X)<g(X) + 1Uf(X)>g(X)1V g(Y )<f(Y ))
,

(donc la densitée recherchée est proportionelle à x 7→ f(x)∧g(x)). En posant C =
∫

x∈R f(x)∧
g(x)dx, on a que Z est de densité

x 7→ 1
C

(f(x) ∧ g(x)) .

(b) À chaque itération, la probabilité de succès (c’est à dire que la boucle s’arrête) est :

p = E(1Uf(x)<g(X) + 1Uf(X)>g(X)1V g(Y )<f(Y ))

=
∫

x∈R

(
1 ∧ g(x)

f(x)

)
dx +

∫
x,y∈R2

(
1−

(
1 ∧ g(x)

f(x)

)) (
1 ∧ f(y)

g(y)

)
dxdy .

(c) On note T le nombre de boucles effectuées.

E(T ) =
∑
k≥1

kp(1− p)k−1

= p
d

dα

∑
k≥0

αk

∣∣∣∣∣∣
α=1−p

= p
1

(1− (1− p))2
=

1
p

.


